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Ââåäåíèå

Ýòîò îáçîð ïîñâÿù¼í íåäàâíåìó ðàçâèòèþ äàâíåãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ î ðàññòîÿíèè ìåæäó äâóìÿ ïóíêòàìè, êàê äëèíå êðàò÷àéøåãî
ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïóòåé, ñâÿçûâàþùèõ ýòè ïóíêòû. Ïðèëàãà-
òåëüíîå �âîçìîæíûé� çäåñü íå ñëó÷àéíî; ðàçâèòèå ñâÿçàíî ïðåæäå
âñåãî ñ íèì.
Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè êðàò÷àéøèå ïóòè ñóòü ïðÿìîëèíåéíûå

îòðåçêè, óäîâëåòâîðÿþùèå îáû÷íûì àêñèîìàì. Â ðèìàíîâîì ìèðå
åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ � òîëüêî îäíà èç áåñ÷èñëåííûõ âîçìîæíîñòåé.
Òåì íå ìåíåå, ëþáàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ
åâêëèäîâîé íà î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ: îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè,
ðàçãëÿäûâàåìàÿ ïîä âñ¼ áîëåå ñèëüíûì ìèêðîñêîïîì, ñòàíîâèòñÿ
âñ¼ ìåíåå îòëè÷èìîé îò åâêëèäîâîé. Â ïðåäåëå âìåñòî èñõîäíîãî
ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé ïó-
òåé, èñõîäÿùèõ èç äàííîé òî÷êè; îíî-òî è åñòü åâêëèäîâî.
Ðèìàíîâà êîíñòðóêöèÿ áûëà îñíîâàíà íà ïðåäøåñòâîâàâøåé åé

ðàáîòå Ãàóññà, èçó÷àâøåãî ïîâåðõíîñòè â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì

SISSA, Òðèåñò & ÌÈÀÍ, Ìîñêâà.
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ïðîñòðàíñòâå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ïîâåðõíîñòè
ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè, ñîåäèíÿþùå-
ãî äàííûå òî÷êè. Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ãëàäêèõ êðèâûõ, èñõîäÿùèõ
èç äàííîé òî÷êè è ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþò êàñàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè, òî åñòü åâêëèäîâó ïëîñêîñòü. Êàñàòåëü-
íûå ê ïîâåðõíîñòè â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè èçîìåòðè÷íû,
íî ìàëûå îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå èçîìåòðè÷íû; îíè òî÷íî íà èçîìåòðè÷íû, åñëè ãàóññîâà êðèâèç-
íà ïîâåðõíîñòè ïðèíèìàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ.
Ðèìàí îáîáùèë ãàóññîâó êîíñòðóêöèþ íà âûñîêèå ðàçìåðíîñòè

è îáúÿñíèë, ÷òî âñ¼ ìîæåò áûòü ñäåëàíî âíóòðåííèì îáðàçîì, áåç
âëîæåíèÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ñàìîì äåëå, äëÿ òîãî, ÷òî-
áû èçìåðÿòü äëèíû êðèâûõ, äîñòàòî÷íî çíàòü åâêëèäîâó äëèíó èõ
ñêîðîñòåé. Ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê êîòîðîìó â êàæäîé òî÷êå ñíàáæåíî ñâîåé
ñîáñòâåííîé åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé, ïðè÷¼ì ýòè ñòðóêòóðû ãëàäêî
çàâèñÿò îò òî÷êè.
Äëÿ îáèòàòåëÿ ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, ñèäÿùåãî â íåêîòîðîé

òî÷êå, êàñàòåëüíûå âåêòîðû ñóòü íàïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ îí ìî-
æåò äâèãàòüñÿ è ïîñûëàòü èíôîðìàöèþ, à òàêæå îòêóäà îí ìîæåò
å¼ ïîëó÷àòü. Îí ìîæåò èçìåðÿòü äëèíó âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó
âåêòîðàìè, êàñàòåëüíûìè â îäíîé è òîé æå òî÷êå, ñîãëàñíî åâêëè-
äîâûì ïðàâèëàì; è ýòî, â îáùåì, âñ¼, ÷òî îí ìîæåò äåëàòü. Äåëî
îäíàêî â òîì, ÷òî òàêîé îáèòàòåëü, â ïðèíöèïå, ìîæåò ïîëíîñòüþ
âîññòàíîâèòü ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà, ïðîèçâîäÿ ýòè ïðîñòûå èç-
ìåðåíèÿ âäîëü ðàçíûõ ãëàäêèõ êðèâûõ.
Â ñóáðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ìû íå ìîæåì äâèãàòüñÿ è ïîñû-

ëàòü èíôîðìàöèþ âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ, êàê è ïîëó÷àòü å¼ îòî-
âñþäó. Èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (íàëîæåííûå Áîãîì, ìîðàëüíûì èì-
ïåðàòèâîì, ïðàâèòåëüñòâîì èëè ïðîñòî çàêîíàìè ïðèðîäû). Ñóá-
ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî åñòü ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå ê êîòîðîìó â êàæäîé òî÷êå âûáðàíî íåêîòîðîå äîïó-
ñòèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñíàáæ¼ííîå åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé, ïðè-
÷¼ì äîïóñòèìîå ïîäïðîñòðàíñòâî è åâêëèäîâà ñòðóêòóðà íà í¼ì
ãëàäêî çàâèñÿò îò òî÷êè.
Äîïóñòèìûå ïóòè ñóòü ïóòè ñ äîïóñòèìûìè ñêîðîñòÿìè. Ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè åñòü òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü äëèí ñîåäèíÿþùèõ
ýòè òî÷êè ïóòåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáóþ ïàðó òî÷åê, ëåæàùèõ
íà îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ, ìîæíî ñîåäèíèòü äî-
ïóñòèìûì ïóò¼ì. Ýòî óñëîâèå íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
ñòðàííûì è òðóäíîâûïîëíèìûì, íî íà ñàìîì äåëå ýòî íå òàê. Äå-
ëî â òîì, ÷òî äîïóñòèìûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìåíÿþòñÿ îò òî÷êè ê
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òî÷êå, è íàøå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè áîëåå èëè ìåíåå îáùåé çà-
âèñèìîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ îò òî÷êè; òî÷íåå áóäåò ñêàçàòü, ÷òî îíî
íå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè î÷åíü ñïåöèàëüíîì âûáîðå äîïóñòèìûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü ðàçìåðíîñòü äîïóñòèìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ðàâíà k, à ìíîãî-

îáðàçèå èìååò ðàçìåðíîñòü n > k è ñâÿçíî. Æèâÿ â òàêîì ñóáðèìà-
íîâîì ìèðå, ìû ïåðåäâèãàåìñÿ, øë¼ì è ïîëó÷àåì èíôîðìàöèþ ïî
ïðàâèëàì k-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, íî ïðè ýòîì, â ïðèí-
öèïå, ìîæåì äîáðàòüñÿ äî ëþáîé òî÷êè n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â
ñóáðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ÷àñòü êîîðäèíàò êàê áû ñêðûòà, ïëî-
õî ðàçëè÷èìà íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ. Ýòî çàìå÷àòåëüíûé è åù¼ íå
îñâîåííûé èñòî÷íèê äëÿ ìèñòè÷åñêèõ ñïåêóëÿöèé ñ èõ òàèíñòâåí-
íûìè ñêðûòûìè èçìåðåíèÿìè, íî òàêæå è äëÿ ôèçèêîâ�òåîðåòèêîâ
ñ èõ ïîñòîÿííûì ïîèñêîì íîâûõ áåçóìíûõ ôîðìàëèçàöèé!
Â ìåõàíèêå ýòî åñòåñòâåííàÿ ãåîìåòðèÿ ñèñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè

ñâÿçÿìè: êîíüêîâ, êîë¼ñ, êàòÿùèõñÿ øàðîâ, ïîäøèïíèêîâ è ò. ä. Òà-
êîãî ðîäà ãåîìåòðèÿ ìîãëà áû òàêæå ñëóæèòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
ñîöèàëüíîãî ïîâåäåíèÿ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷èòåëüíîé áþðîêðàòè÷å-
ñêîé è ïðàâîâîé ñèñòåìû, ïîçâîëÿÿ óâåëè÷èòü ñòåïåíü ñâîáîäû áåç
íàðóøåíèÿ èìåþùèõñÿ ïðàâèë.
Ýòî òî, ÷òî êàñàåòñÿ åñòåñòâåííûõ ïðèëîæåíèé. Âïðî÷åì, äåëî

ìàòåìàòèêîâ, � ðàçâèòü ñàìó ãåîìåòðèþ, èíà÷å íå÷åãî áóäåò ïðè-
ëàãàòü. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî îáøèðíàÿ è áûñòðî ðàçâèâàþùàÿñÿ
îáëàñòü, õîòÿ òîëüêî â ñàìûå ïîñëåäíèå ãîäû ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ ìà-
òåìàòèêè, äëÿ êîòîðûõ ñóáðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ � ãëàâíàÿ ñïåöèàëü-
íîñòü. Çäåñü îòìåòèëèñü ëþäè ñ ñàìûì ðàçíûì îïûòîì: ãèïåðáî-
ëè÷åñêàÿ, êîíôîðìíàÿ è CR-ãåîìåòðèÿ, ãèïîýëëèïòè÷åñêèå îïåðà-
òîðû, íåêîììóòàòèâíûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç, âàðèàöèîííîå èñ-
÷èñëåíèå è ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìåðû, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
è íåãîëîíîìíàÿ ìåõàíèêà. Äàííàÿ ñòàòüÿ íè â êîåì ñëó÷àå íå ïðå-
òåíäóåò íà èñ÷åðïûâàþùèé îáçîð îñíîâ ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè:
çàòðîíóòû ëèøü íåêîòîðûå áëèçêèå àâòîðó òåìû.
ß ñòàðàëñÿ ïèñàòü â íåôîðìàëüíîì ïîâåñòâîâàòåëüíîì ñòèëå, íà-

äåþñü, íå â óùåðá òî÷íîñòè. Ëèòåðàòóðíûå ññûëêè âûíåñåíû â êîì-
ìåíòàðèè ê êàæäîé ãëàâå, ÷òîáû íå ïðåðûâàòü èçëîæåíèå. Öåëü
îáçîðà � ðàññêàçàòü âîçìîæíî áîëåå øèðîêîìó êðóãó ìàòåìàòèêîâ
îá ýòîé êðàñèâîé è óâëåêàòåëüíîé îáëàñòè; âîçìîæíî, ïðèâëå÷ü
íîâûõ èññëåäîâàòåëåé èëè õîòÿ áû äîñòàâèòü ÷èòàòåëþ íåêîòîðîå
èíòåëëåêòóàëüíîå óäîâîëüñòâèå.
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1. Ãåîäåçè÷åñêèå

Èòàê, ïóñòü ∆ ⊂ TM � ãëàäêîå âåêòîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíî-
ãîîáðàçèè M , à ∆̄ � ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M
ñî çíà÷åíèÿìè â ∆. Âåêòîðíûå ïîëÿ èç ∆̄ íàçûâàþòñÿ òàêæå ãîðè-
çîíòàëüíûìè ïîëÿìè. Ïîëîæèì ∆q = ∆ ∩ TqM, q ∈ M . Ãëàäêàÿ
êðèâàÿ γ : [t0, t1] → M íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé èëè äîïóñòè-
ìîé, åñëè γ̇(t) ∈ ∆γ(t), t0 ≤ t ≤ t1. Êîìïîçèöèþ íåñêîëüêèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðîõîäèìûõ äîïóñòèìûõ êðèâûõ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü
äîïóñòèìîé. Òàêàÿ êîìïîçèöèÿ áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãëàäêîé, à
ëèøü êóñî÷íî-ãëàäêîé. Áîëåå ãèáêèé è óäîáíûé êëàññ äîïóñòèìûõ
êðèâûõ îáðàçóþò ëèïøèöåâû äîïóñòèìûå êðèâûå, òî åñòü òàêèå
ëèïøèöåâû êðèâûå γ : [t0, t1]→M , ÷òî γ̇(t) ∈ ∆γ(t) äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ [t0, t1]. Ýòè êðèâûå ñóòü ðåøåíèÿ íåàâòîíîìíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà q̇ = Vt(q), ãäå Vt ∈ ∆̄, t0 ≤ t1, à îòîáðàæåíèå
(q, t) 7→ vt(q) èçìåðèìî è ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî.
Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà M , îáúÿâèâ ïàðó òî÷åê

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ìîæíî ñîåäèíèòü äîïóñòèìîé êðèâîé. Çà-
ìå÷àòåëüíàÿ �Òåîðåìà îá îðáèòàõ� Ñóññìàíà ãëàñèò, ÷òî êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ñóòü ïîãðóæåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â M . Ýòà íå
ñëèøêîì ñëîæíàÿ, íî âàæíàÿ òåîðåìà äà¼ò òàêæå íåêîòîðîå îïè-
ñàíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ê ýòèì ïîäìíîãîîáðàçèÿì, êîòîðîå
ìû ñåé÷àñ ïðèâåä¼ì.
Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå V íàM íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè

ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ q̇ = V (q) îïðåäåëåíû íà
âñåé âåùåñòâåííîé îñè R è ÷òî âñå ïîëÿ ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè
� ïîëíûå. Ïóñòü V � ïîëíîå ïîëå, è îòîáðàæåíèå P t : q(0) 7→ q(t)
ñäâèãàåò êàæäóþ òî÷êó M íà âðåìÿ t âäîëü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
q̇ = V (q), ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ýòó òî÷êó; òîãäà P t : M → M åñòü
äèôôåîìîðôèçì, ïðè÷¼ì P t+s = P t ◦ P s, ∀t, s ∈ R. Îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ P t, t ∈ R, åñòü ïîòîê, ïîðîæ-
ä¼ííûé ïîëåì V. Ýòîò ïîòîê óäîáíî îáîçíà÷àòü â âèäå ýêñïîíåíòû:
P t .= etV . Ïîòîê, ïîðîæä¼ííûé ãîðèçîíòàëüíûì ïîëåì, íàçûâàåòñÿ
ãîðèçîíòàëüíûì.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäãðóïïó ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ ìíî-

ãîîáðàçèÿ M , ïîðîæä¼ííóþ ãîðèçîíòàëüíûìè ïîòîêàìè:

P .
=
{
et1f1 ◦ · · · ◦ etkfk() : fi ∈ ∆̄, ti ∈ R, i = 1, . . . , k, k = 1, 2, . . .

}
.

ßñíî, ÷òî îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû P â M ñîäåðæàòñÿ â íàøèõ
êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, îðáèòû ñîâïàäàþò
ñ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè, à êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îðáèòå,
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ñîäåðæàùåé òî÷êó q ∈M èìååò âèä:

TqP(q) = span{(P∗V )(q) : P ∈ P , V ∈ ∆̄}.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü P1∗V1, . . . , Pk∗Vk îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà span{(P∗V )(q) : P ∈ P , V ∈ ∆̄}. Òîãäà ðîñòîê k-ìåðíîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ{

es1P1∗V1 ◦ · · · ◦ eskPk∗Vk : si áëèçêè ê íóëþ
}

(1.1)

ñîäåðæèòñÿ â îðáèòå P(q); äåéñòâèòåëüíî, esP∗V = P ◦ esV ◦ P−1.
Áîëåå òîãî, ðîñòêè âèäà (1.1), ïîñàæåííûå âî âñåõ òî÷êàõ q ∈M ,

ñëóæàò áàçîé íåêîòîðîé òîïîëîãèè, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ñòðîãîé,
÷åì èñõîäíàÿ òîïîëîãèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M . Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
ïðîñòðàíñòâà M , ñíàáæ¼ííîãî ýòîé ñòðîãîé òîïîëîãèåé, ñóòü ïî-
ãðóæåííûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ôàêòè÷åñêè, ïî îïðåäåëåíèþ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, �îêðåñòíîñòè� (1.1) � êîîðäèíàòíûå êàðòû ýòèõ ïîä-
ìíîãîîáðàçèé. Ãîðèçîíòàëüíûå êðèâûå íåïðåðûâíû â ñòðîãîé òî-
ïîëîãèè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñîâïàäàþò ñ
íàøèìè êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî è åñòü òåîðåìà Ñóññìàíà
îá îðáèòàõ.
Ïîñêîëüêó ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ êàñàþòñÿ îðáèò âî

âñåõ òî÷êàõ, òî è êîììóòàòîðû ýòèõ ïîëåé êàñàþòñÿ. Â êîíå÷íîì
ñ÷¼òå ïîëó÷àåì, ÷òî

Lieq∆
.
= {[V1, [V2, · · · , Vk] · · · ](q) : Vi ∈ ∆̄, i = 1, . . . , k, k = 1, 2, . . .}

ëåæèò â TqP(q). Â ÷àñòíîñòè, åñëè Lieq∆ = TqM , òî ñîäåðæàùàÿ q
îðáèòà � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî M (â èñõîäíîé �ñëàáîé� òîïîëî-
ãèè). Â äàëüíåéøåì, ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî:

Lieq∆ = TqM, ∀ q ∈M. (1.2)

Ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (1.2), ïî ðàçíîìó íàçû-
âàþòñÿ ñïåöèàëèñòàìè èç ðàçíûõ îáëàñòåé: �ñêîáî÷íî ïîðîæäàþ-
ùèìè� , �âïîëíå íåãîëîíîìíûìè� , �óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ
Õåðìàíäåðà�.
Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1.2) ãà-

ðàíòèðóåò òðàíçèòèâíîñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû P íà M . Ýòîò ôàêò
íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ðàøåâñêîãî�×îó.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîãîîáðàçèåM è ðàñïðåäåëåíèå ∆ âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷íû, òî èìååò ìåñòî íå òîëüêî âêëþ÷åíèå Lieq∆ ⊂ TqP(q),
íî è ðàâåíñòâî Lieq∆ = TqP(q). Ýòî ìîæíî âûâåñòè, íàïðèìåð, èç
àíàëèòè÷íîñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ àíàëèòè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (1.2)
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íå òîëüêî äîñòàòî÷íî, íî è íåîáõîäèìî äëÿ òðàíçèòèâíîñòè äåé-
ñòâèÿ ãðóïïû P íà M .

Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîäðàññëîåíèå ∆ ⊂ TM , ñíàá-
æ¼ííîå åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (1.2),
íàçûâàåòñÿ ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïàðû âåêòîðîâ v1, v2 ∈ ∆q ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì 〈v1|v2〉, à äëèíó âåêòîðà v ∈ ∆q ñèìâîëîì

|v| = 〈v|v〉 12 . Äëèíà ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé γ : [t0, t1]→M :

length(γ) =

∫ t1

t0

|γ̇(t)| dt.

ßñíî, ÷òî äëèíà êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ ïðè å¼ ïåðåïàðàìåòðèçàöèè.
Ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè q0, q1 ∈ M , ñ ë¼ãêîé

ðóêè Ìèõàèëà Ãðîìîâà íàçûâàåìîå òàêæå ðàññòîÿíèåì Êàðíî�Êà-
ðàòåîäîðè:

δ(q0, q1) = inf{length(γ) :

γ : [0, 1]→M ãîðèçîíòàëüíà, γ(0) = q0, γ(1) = q1}.
Åñëè ∆ = TM , òî ýòî îáû÷íîå ðèìàíîâî ðàññòîÿíèå; åñëè æå

∆ $ TqM , òî îíî âåñüìà íåîáû÷íî. Êàê áû òî íè áûëî, ñóáðèìàíî-
âà ìåòðèêà, êàê è ðèìàíîâà, èíäóöèðóåò ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãèþ
íà M . Äåéñòâèòåëüíî, àíàëèçèðóÿ óñëîâèå (1.2) íåòðóäíî ïîíÿòü,
÷òî áëèçêèå ê q0 òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ñ q0 êîðîòêèìè ãîðèçîí-
òàëüíûìè ïóòÿìè.
Òàêèì îáðàçîì, ìàëûå ñóáðèìàíîâû øàðû êîìïàêòíû. Áîëåå òî-

ãî, êàê è â ðèìàíîâîì ñëó÷àå, ñóáðèìàíîâî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå øàðû êîìïàêòíû; ïðè
ýòîì öåíòð ëþáîãî êîìïàêòíîãî øàðà ñîåäèí¼í ñî âñåìè òî÷êàìè
øàðà êðàò÷àéøèìè ãîðèçîíòàëüíûìè ïóòÿìè. Èíûìè ñëîâàìè, åñ-
ëè øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â q0 êîìïàêòåí, è q1 íàõîäèòñÿ íà
ðàññòîÿíèè íå áîëåå r îò q0, òî inf â îïðåäåëåíèè δ(q0, q1) ìîæíî
çàìåíèòü íà min.
Èòàê, âàæíî óìåòü îïèñûâàòü êðàò÷àéøèå ïóòè. Êàê è â ðèìàíî-

âîì ñëó÷àå, íåñêîëüêî ïðîùå îïèñàòü ãåîäåçè÷åñêèå, òî åñòü òàêèå
ãîðèçîíòàëüíûå êðèâûå γ : [0, 1] → M , ÷òî γ|[t,s] åñòü êðàò÷àéøèé
ïóòü ìåæäó γ(t) è γ(s) äëÿ ëþáûõ äîñòaòî÷íî áëèçêèõ äðóã ê äðó-
ãó t è s, ïðè òîì, ÷òî âñÿ êðèâàÿ γ ìîæåò è íå áûòü êðàò÷àéøèì
ïóò¼ì ìåæäó γ(0) è γ(1).
Íàïîìíèì, ÷òî â ðèìàíîâîì ñëó÷àå ãåîäåçè÷åñêàÿ õàðàêòåðè-

çóåòñÿ ñâîåé íà÷àëüíîé òî÷êîé è íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ. Åñëè æå
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∆ $ TqM , òî èñõîäÿùèå èç òî÷êè q ãåîäåçè÷åñêèå íå ìîãóò õàðàê-
òåðèçîâàòüñÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ýòî ñðàçó ÿñíî. Â ñàìîì äåëå,
êàê ìû çíàåì, èñõîäÿùèå èç q êðàò÷àéøèå ïóòè çàïîëíÿþò öåëóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè q, íî ïðè ýòîì èõ íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ëåæàò
â ∆q. Ó íàñ ïðîñòî íå õâàòàåò íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé! Ïîëîæåíèå
èñïðàâëÿåò ïåðåõîä îò ñêîðîñòåé ê èìïóëüñàì, òî åñòü îò êàñàòåëü-
íîãî ðàññëîåíèÿ ê êîêàñàòåëüíîìó.
Ïóñòü p ∈ T ∗qM ; ïîëîæèì hq(p) = max{〈p, v〉 : v ∈ ∆q, |v| ≤ 1}

� íîðìà íà ∆∗ = T ∗qM/∆q, äâîéñòâåííàÿ åâêëèäîâîé íîðìå íà ∆q.
Ìåíÿÿ òåïåðü íå òîëüêî p, íî òàêæå è q, ìû ïîëó÷àåì íåîòðèöà-
òåëüíóþ ôóíêöèþ h : T ∗M → R. Áîëåå òîãî, h−1(0) = ∆⊥ � îð-
òîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ∆, à ñóæåíèå h íà T ∗M \∆⊥ � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî h2|T ∗qM � íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, âûðîæäåííàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, ïðè÷¼ì kerh2|T ∗qM = ∆⊥q . Òàêèì îáðàçîì,

ìíîæåñòâà óðîâíÿ h−1(c) ∩ T ∗qM , ãäå c > 0, ñóòü ãîìîòåòè÷íûå ýë-

ëèïòè÷åñêèå öèëèíäðû ñ îáðàçóþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ∆⊥q .
Íàïîìíèì, ÷òî â T ∗M èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà. Ïóñòü π : T ∗M →M � ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ, π(T ∗qM) =
q. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-
ôîðìà s íà T ∗M, sλ = λ ◦ π∗ ∈ T ∗λ (T ∗M), λ ∈ T ∗M , à çàòåì
óæå ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà σ = ds. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
(p, q) íà T ∗M , ãäå q = (q1, . . . , qn), λ = p1dq

1 + · · · + pndq
n, òàâòî-

ëîãè÷åñêàÿ ôîðìà, ñîîòâåòñòâóÿ ñâîåìó íàçâàíèþ, çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå s = p1dq

1 + · · · + pndq
n, à ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò

âèä σ = dp1 ∧ dq1 + · · ·+ dpn ∧ dqn.
Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêîé (õàðàêòåðèñòè÷åñêîé êðèâîé)

äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, ñêîðîñòü êîòîðîé
â êàæäîé òî÷êå ëåæèò â ÿäðå ôîðìû. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà σ
íåâûðîæäåíà, òàê ÷òî ó íå¼ íåò õàðàêòåðèñòèê, à âîò ó ñóæåíèÿ σ
íà ìíîæåñòâî óðîâíÿ ôóíêöèè h îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, åñòü. Õàðàê-
òåðèñòèêè ôîðìû σ|h−1(c) íàçûâàþò ñóáðèìàíîâûìè ýêñòðåìàëÿ-
ìè, ïðè ýòîì ðàçëè÷àþò ñëó÷àè íîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé (c > 0)
è àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé (c = 0). Ýêñòðåìàëè ñóòü êðèâûå â
T ∗M .

Òåîðåìà 1. Ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ åñòü ïðîåêöèÿ â M íåêîòîðîé
ýêñòðåìàëè.
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Ãåîäåçè÷åñêàÿ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè îíà � ïðîåêöèÿ íîð-
ìàëüíîé ýêñòðåìàëè, è àíîðìàëüíîé, åñëè îíà � ïðîåêöèÿ àíîð-
ìàëüíîé ýêñòðåìàëè. Âîîáùå ãîâîðÿ, îäíà è òà æå ãåîäåçè÷åñêàÿ
ìîæåò îêàçàòüñÿ è íîðìàëüíîé, è àíîðìàëüíîé.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ýêñòðåìàëè ïîâíèìàòåëüíåå. Íà÷í¼ì ñ íîð-

ìàëüíûõ. Ïóñòü r > 0; ãîìîòåòèÿ λ 7→ rλ, λ ∈ T ∗qM, q ∈ M, ïå-
ðåâîäèò õàðàêòåðèñòèêè ôîðìû σ|h−1(c) â õàðàêòåðèñòèêè ôîðìû
σ|h−1(rc), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè,
ëåæàùèå â h−1(1). Çàìåòèì, ÷òî h−1(1) � ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàç-
ìåðíîñòè 1 â T ∗M , à êàñàòåëüíîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî â òî÷êå λ
� ÿäðî ëèíåéíîé ôîðìû dλh. Òàêèì îáðàçîì, kerσ|h−1(1) åñòü êî-
ñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ker dλh; ýòî ïðÿìàÿ, ïîðîæä¼ííàÿ
âåêòîðîì ~h(λ), ãäå σ(·,~h(λ)) = dh.

Âåêòîðíîå ïîëå ~h íà T ∗M åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ãàìèëüòîíîâî
ïîëå, îòâå÷àþùåå ãàìèëüòîíèàíó h : T ∗M → R. Òàêèì îáðàçîì,
íîðìàëüíûå ýêñòðåìàëè ñóòü òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
λ̇ = ~h(λ). Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà ãëàñèò, ÷òî ëþáàÿ
ãåîäåçè÷åñêàÿ åñòü ïðîåêöèÿ íåêîòîðîé ýêñòðåìàëè. Â ñëó÷àå íîð-
ìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé âåðíî è îáðàòíîå:

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðîåêöèÿ ëþáîé òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû λ̇ = ~h(λ) åñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Êîðàçìåðíîñòü h−1(0) = ∆⊥ â T ∗M áîëüøå 1, è ðàíã ôîðìû
σ|h−1(0) ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå, ïîýòîìó àíîðìàëüíûå
ýêñòðåìàëè îïèñàòü íåñêîëüêî ñëîæíåå. Çàìåòèì, ÷òî àíîðìàëüíûå
ýêñòðåìàëè, ñîãëàñíî èõ êîíñòðóêöèè, çàâèñÿò òîëüêî îò ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ∆, íî íå îò åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû íà í¼ì. Êðîìå òîãî, ïðî-
åêöèè àíîðìàëüíûõ ýêñòðåìàëåé íå îáÿçàíû áûòü ãåîäåçè÷åñêèìè.

Íàñòàëî âðåìÿ ïðèâåñòè êîíêðåòíûå ïðèìåðû ñóáðèìàíîâûõ ñòðóê-
òóð è èõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Ïðîñòåéøèé êëàññ ñóáðèìàíîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâ îáðàçóþò äîëæíûì îáðàçîì èíòåðïðåòèðîâàííûå èçîïåðè-
ìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà ïëîñêîñòè.
Ïóñòü ω � ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà íà R2,

ωx = a1(x)dx1 + a2(x)dx2, x = (x1, x2) ∈ R2. (1.3)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè äëèíû êðèâûõ γ : [0, 1] → R2,
ñîåäèíÿþùèõ äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè è óäîâëå-
òâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

∫
γ

ω = c, ãäå c � çàäàííàÿ
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êîíñòàíòà. C òàêîé çàäà÷åé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñïåöè-
àëüíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà íà

R3 = {(x, y) : x ∈ R2, y ∈ R}.

Ïóñòü q = (x, y) ∈ R3; ïîëîæèì ∆q = ker(dy− ωx). Äâóìåðíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ∆q, q ∈ R3, îáðàçóþò ðàñïðåäåëåíèå ∆ â R3. Ñóæåíèå
ïðîåêöèè (x, y) 7→ x íà ∆q îáðàòèìî, ïîýòîìó ñòàíäàðòíàÿ åâêëè-
äîâà ñòðóêòóðà (dx1)2 +(dx2)2 â R2 èíäóöèðóåò ñóáðèìàíîâó ñòðóê-
òóðó â R3 ñ ðàñïðåäåëåíèåì ∆.
Êðèâàÿ t 7→ (x(t), y(t)) ãîðèçîíòàëüíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà ẏ(t) = 〈ωx(t), ẋ(t)〉. Òàêèì îáðàçîì, ãîðèçîíòàëüíûå êðèâûå
èìåþò âèä:

t 7→
(
γ(t), y0 +

∫
γ|[0,t]

ω
)
,

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ ëèïøèöåâà êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, ïðè÷¼ì ñóá-
ðèìàíîâà äëèíà ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé ðàâíà äëèíå γ. Ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî èñõîäíàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çà-
äà÷å ìèíèìèçàöèè ñóáðèìàíîâîé äëèíû ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ,
ñîåäèíÿþùèõ äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè â R3.
Îïèøåì ãåîäåçè÷åñêèå ýòîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû; äîñòàòî÷-

íî, êîíå÷íî, îïèñàòü ïðîåêöèè ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòü R2. Ïðåæ-
äå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò áóäåò îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ
ôîðì ω, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà çàìêíóòóþ ôîðìó. Â ñà-
ìîì äåëå, ðàçíîñòü∫

γ

(ω + dϕ)−
∫
γ

ω = ϕ(γ(1))− ϕ(γ(0))

çàâèñèò ëèøü îò êîíöîâ êðèâîé γ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ íà ïëîñ-

êîñòü äîñòàòî÷íî çíàòü ôîðìó dω = b(x)dx1∧dx2, ãäå b = ∂a2
∂x1
− ∂a1

∂x2
.

Êñòàòè, óñëîâèå ïîëíîé íåãîëîíîìíîñòè (1.2) äëÿ ýòîé çàäà÷è ýê-
âèâàëåíòíî òîìó, ÷òî â ëþáîé òî÷êå x ∈ R2 õîòü îäíà ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ∂i+jb

(∂x1)i(∂x2)j
îòëè÷íà îò íóëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Êðèâàÿ γ : [0.1]→ R2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó-
÷àå åñòü ïðîåêöèÿ íîðìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé íà ïëîñêîñòü, êîãäà
êðèâèçíà γ â òî÷êå γ(t) ðàâíà νb(γ(t)) äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1] è íåêîòî-
ðîé êîíñòàíòû ν ∈ R.
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Êðèâàÿ γ åñòü ïðîåêöèÿ àíîðìàëüíîé ýêñòðåìàëè â òîì è òîëü-
êî òîì ñëó÷àå, êîãäà b(γ(t)) = 0, 0 ≤ t ≤ 1. Åñëè æå, äîïîëíè-
òåëüíî, dγ(t)b 6= 0, 0 ≤ t ≤ 1, òî γ åñòü ïðîåêöèÿ àíîðìàëüíîé
ãåîäåçè÷åñêîé.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, çàìåíèâ åâ-
êëèäîâó ïëîñêîñòü R2 ïðîèçâîëüíûì äâóìåðíûì ðèìàíîâûì ìíî-
ãîîáðàçèåì N . Ïðåäëîæåíèå 2 îñòà¼òñÿ â ñèëå, åñëè êðèâèçíó ïëîñ-
êîé êðèâîé çàìåíèòü ãåîäåçè÷åñêîé êðèâèçíîé êðèâîé â N .
Ìîæíî åù¼ îáîáùèòü çàäà÷ó, ðàññìîòðåâ ãëàâíîå îäíîìåðíîå

ðàññëîåíèå íàä N (ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé R èëè S1) âìåñòî ïðÿ-
ìîãî ïðîèçâåäåíèÿ N × R. Ðîëü ôîðìû ω â ýòîì ñëó÷àå èãðàåò
ñâÿçíîñòü íà ãëàâíîì ðàññëîåíèè, à ãîðèçîíòàëüíûå êðèâûå ñóòü
ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû âäîëü êðèâûõ íà áàçå. Ïðåäëîæåíèå 2 îñòà-
¼òñÿ â ñèëå, ïðè÷¼ì b � êðèâèçíà ñâÿçíîñòè.
Ìû âèäèì, ÷òî ïðîåêöèè íîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà N ñóòü

òðàåêòîðèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ìàãíèòíîì ïîëå b, ïðè÷¼ì êîí-
ñòàíòà ν èãðàåò ðîëü çàðÿäà ÷àñòèöû. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îïè-
ñàííûå â ïðåäëîæåíèè 2 àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå íå çàâèñÿò îò
âûáîðà ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ïîâåðõíîñòè!

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû îïÿòü ìèíèìèçèðóåì äëèíó êðèâîé,
ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè íà ïëîñêîñòè, íî ïðè äðóãèõ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèÿõ. Ðàññìîòðèì øàð, êàòÿùèéñÿ ïî ïëîñêîñòè áåç ïðî-
ñêàëüçîâàíèÿ è ïðîêðó÷èâàíèÿ. Ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå òàêîé ñèñòå-
ìû çàäà¼òñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ øàðà ïëîñêîñòè è îðèåíòàöèåé øàðà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé M = R2 × SO(3). Óñëîâèå
íåïðîñêàëüçîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷êà êàñàíèÿ èìååò îäèíà-
êîâûå âåêòîðà ñêîðîñòè íà ïëîñêîñòè è íà ñôåðå, à óñëîâèå íåïðî-
êðó÷èâàíèÿ � â òîì, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ øàðà â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, ïî êîòîðîé øàð êà-
òèòñÿ. Ýòè óñëîâèÿ çàäàþò äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå äîïóñòèìûõ
ñêîðîñòåé ∆ ⊂ TM .
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî øàð ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé îðèåíòàöèåé ìîæíî

åäèíñòâåííûì äîïóñòèìûì ñïîñîáîì ïðîêàòèòü âäîëü ëþáîé ïëîñ-
êîé êðèâîé. Èíûìè ñëîâàìè, èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âçàèìíîîäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äîïóñòèìûìè (ãîðèçîíòàëüíûìè) êðè-
âûìè, íà÷èíàþùèìèñÿ â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé
M , è ïëîñêèìè êðèâûìè, íà÷èíàþùèìèñÿ â ïðîåêöèè ýòîé òî÷êè
â R2. Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íàÿ îðèåíòàöèÿ øàðà îïðåäåëÿåòñÿ åãî
íà÷àëüíîé îðèåíòàöèåé è ïóò¼ì â R2, âäîëü êîòîðîãî øàð êàòèò-
ñÿ. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè êðàò÷àéøåãî ñðåäè âñåõ ïëîñêèõ
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ïóòåé ñ çàäàííûìè êîíöàìè è òàêèõ, ÷òî ïðîêàòèâ âäîëü íèõ øàð,
ìû åãî ïåðåîðèåíòèðóåì äîëæíûì îáðàçîì.
Ïðîåêöèè â R2 íîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â ýòîé çàäà÷å ñóòü ýé-

ëåðîâû ýëàñòèêè, î÷åíü õîðîøî èçâåñòíûå êðèâûå. Ó Ýéëåðà ýòè
êðèâûå ïîÿâèëèñü êàê ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óïðóãîãî ñòåðæíÿ, à â
çàäà÷å êà÷åíèÿ øàðà ïî ïëîñêîñòè èõ îáíàðóæèë Âåëèìèð Äæîðä-
æåâè÷. Ãåîìåòðè÷åñêè ýëàñòèêè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê ãëàä-
êèå êðèâûå â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, êðèâèçíà êîòîðûõ åñòü àôèí-
íàÿ ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò. Èíûìè ñëîâàìè, γ : [0, 1] → R2 åñòü
ýéëåðîâà ýëàñòèêà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéäóòñÿ òàêèå
ā ∈ R2, a ∈ R, ÷òî êðèâèçíà êðèâîé γ â òî÷êå γ(t) ðàâíà 〈ā|γ(t)〉+a
äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî îõàðàêòåðèçîâàííûå òàêèì îáðà-
çîì ýëàñòèêè � ÷àñòíûé ñëó÷àé êðèâûõ, óæå âñòðå÷àâøèõñÿ íàì
ïðè ðàññìîòðåíèè èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è. Âûõîäèò, ÷òî íîð-
ìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ñóòü êà÷åíèÿ øàðà âäîëü òðàåêòîðèé çàðÿ-
æåííûõ ÷àñòèö â àôèííîì ìàãíèòíîì ïîëå.
Ïðèâåä¼ì áîëåå òðàäèöèîííóþ õàðàêòåðèçàöèþ ýëàñòèê. Äëÿ ýòî-

ãî îòîæäåñòâèì R2 ñ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C. Ïóñòü γ : [0, t1] �
êðèâàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ äëèíîé äóãè, òîãäà γ̇(t) = eiθ(t), θ ∈ R.
Êðèâàÿ γ åñòü ýëàñòèêà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà θ̈(t) =
a sin(bt + c), 0 ≤ t ≤ t1, äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò a, b, c. Èíûìè
ñëîâàìè, ïàðàìåòðèçîâàííûå äëèíîé äóãè ýëàñòèêè � ýòî êðèâûå,
íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòåé êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ äâèæå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ðèñóíîê, èçîáðàæàþùèé ðàçíûå
òèïû ýëàñòèê, âçÿò èç ñòàòüè Ýéëåðà. Ýëàñòèêè ñ òî÷êàìè ïåðåãè-
áà îòâå÷àþò êîëåáàòåëüíûì äâèæåíèÿì ìàÿòíèêà (ìàÿòíèê ìåíÿåò
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ), à ýëàñòèêè áåç òî÷åê ïåðåãèáà � âðàùà-
òåëüíûì äâèæåíèÿì.
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Àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å íå ñëèø-
êîì èíòåðåñíû: ýòî ïðîñòî êà÷åíèÿ øàðà âäîëü ïðÿìûõ. Òàêèì
îáðàçîì, àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî íîð-
ìàëüíûìè, ñàìûìè âûðîæäåííûìè èç íèõ.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð â ýòîé ãëàâå � êà÷åíèå øàðà ïî ïëîñêîñòè áåç
ïðîñêàëüçîâàíèÿ íî ñ âîçìîæíûì ïðîêðó÷èâàíèåì. Ïðîñòðàíñòâî
ñîñòîÿíèé òî æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, íî ãîðèçîíòàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå òð¼õìåðíî. Êàê è ïðåæäå, ìû ìîæåì êàòèòü øàð
áåç ïðîñêàëüçîâàíèÿ âäîëü ëþáîé ïëîñêîé êðèâîé, ïðè ýòîì óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ øàðà ïðîèçâîëüíà. Äëèíà ñêîðîñòè ãîðè-
çîíòàëüíîé êðèâîé åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, äëèíà óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ.
Â ýòîé çàäà÷å ãîðèçîíòàëüíûå êðèâûå â M óæå íå âîññòàíàâ-

ëèâàþòñÿ ïî ñâîåé íà÷àëüíîé òî÷êå è ïðîåêöèè â R2, âî âñÿêîì
ñëó÷àå, åñëè ìû ãîâîðèì î íåïàðàìåòðèçîâàííûõ êðèâûõ. Åñëè æå
ìû îãðàíè÷èìñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè êðèâûìè, ïàðàìåòðèçîâàííûìè
äëèíîé äóãè, òî, ïðè íåêîòîðîì ðàçóìíîì äîïîëíèòåëüíîì óñëî-
âèè, ñìîæåì èõ âîññòàíîâèòü ïî íà÷àëüíîé òî÷êå è ïàðàìåòðèçî-
âàííîé ïðîåêöèè â R2. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîåêöèÿ â R2 åñòü òàêàÿ
êðèâàÿ γ : [0, 1] → R2, ÷òî |γ̇(t)| ≤ 1. Èç óñëîâèÿ íåïðîñêàëüçî-
âàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðî-
ñòè âðàùåíèÿ øàðà â ìîìåíò t íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü ðàâíà
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|γ̇(t)|. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëèíà óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ ðàâíà åäèíèöå, òî îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåì äëèíó
âåðòèêàëüíîé ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè. Åñëè æå ìû çàôèêñèðó-
åì íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, òî îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèì âñþ óãëîâóþ ñêîðîñòü.
Ïîäâåä¼ì èòîã: âäîëü âñÿêîé êðèâîé γ : [0, t1]→ R2, óäîâëåòâîðÿ-

þùåé óñëîâèþ |γ̇(t)| ≤ 1, ìîæíî åäèíñòâåííû îáðàçîì ïðîêàòèòü
øàð áåç ïðîñêàëüçîâàíèÿ è ñ åäèíè÷íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïðè
óñëîâèè, ÷òî øàð ìîæåò ïðîêðó÷èâàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè
òîëüêî ïî (ïðîòèâ) ÷àñîâîé ñòðåëêè. Îñòà¼òñÿ îïèñàòü ãåîäåçè÷å-
ñêèå, îíè â ýòîé çàäà÷å î÷åíü ïðîñòûå.
Êðèâàÿ γ[0, t1]→ R2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå åñòü ïðîåêöèÿ

ïàðàìåòðèçîâàííîé äëèíîé äóãè ãåîäåçè÷åñêîé, êîãäà ïîâîðîòîì è
ñäâèãîì ïëîñêîñòè îíà ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â êðèâóþ âèäà:

γ̄(t) = (at, b sin(ct+ d)), 0 ≤ t ≤ t1,

ãäå a2 + (bc)2 ≤ 1.
Øàð êàòèòñÿ ïî ñèíóñîèäå ëèáî (â ñëó÷àå a = 0) êîëåáëåòñÿ

íà îòðåçêå, îäíîâðåìåííî ïðîêðó÷èâàÿñü âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè.
Íåïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè êà÷åíèÿ êîìïåíñèðóåòñÿ ïðîêðó÷èâàíèåì,
ïðè÷¼ì íàïðàâëåíèå ïðîêðó÷èâàíèÿ íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìÿ äâèæå-
íèÿ. Àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå â ýòîé çàäà÷å òå æå, ÷òî è â ïðåäû-
äóùåé: êà÷åíèå âäîëü ïðÿìîé áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ.

Êîììåíòàðèè. Òåîðåìà Ñócñìàíà îá îðáèòàõ äîêàçàíà â [28], íî å¼
ñëåäñòâèå � òåîðåìà Ðàøåâñêîãî�×îó ïîÿâèëîñü íàìíîãî ðàíüøå,
ñì. [24, 16]. Àíàëèòè÷åñêàÿ âåðñèÿ òåîðåìû îá îðáèòàõ ïðèíàäëå-
æèò Íàãàíî [22]. Òåîðåìà 1 ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà [23], å¼ ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî, à òàêæå äîêàçà-
òåëüñòâà ïðåäëîæåíèé 1 è 2 ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3]; â êíèãå
[21] òå æå âåùè ðàññìîòðåíû ñ íåñêîëüêî äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Òî,
÷òî ãåîäåçè÷åñêèå â çàäà÷å î êà÷åíèè øàðà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðî-
êðó÷èâàíèÿ ñóòü ýéëåðîâû ýëàñòèêè, îáíàðóæèë Äæîðäæåâè÷ (ñì.
[19]), äoïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî íàéòè â [27]; ðèñóíîê
ñ ýëàñòèêàìè âçÿò èç êíèãè Ýéëåðà [17]. Ãåîäåçè÷åñêèå â çàäà÷å î
êà÷åíèè ñ ïðîêðó÷èâàíèåì èçó÷åíû â ñòàòüå [10].

2. Øàðû

Îòâëå÷¼ìñÿ òåïåðü îò êàòàíèÿ åâêëèäîâûõ øàðîâ ïî ïëîñêîñòè
è ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàê âûãëÿäÿò øàðû â ñàìîì îáùåì ñóáðè-
ìàíîâîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Íàñ ïðåæäå âñåãî èíòåðåñóþò
øàðû ìàëîãî ðàäèóñà, îíè î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ðèìàíîâûõ.
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Íàïîìíèì, ÷òî øàðîì (ñôåðîé) ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â q ∈ M
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Bq(r) = {x ∈ M : δ(q, x) ≤ r} (ìíîæåñòâî
Sq(r) = {x ∈ M : δ(q, x) = r}); çäåñü δ � ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå.
Ïîñêîëüêó ñóáðèìàíîâà ìåòðèêà èíäóöèðóåò ñòàíäàðòíóþ òîïîëî-
ãèþ â M , òî, êàê è â ðèìàíîâîì ñëó÷àå, Sq(r) = ∂Bq(r), íî äàëüøå
íà÷èíàþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ.
Ñëåäóÿ Ãðîìîâó, ðàññìîòðèì ìàëûé øàð �ïîä ìèêðîñêîïîì�. À

èìåííî, ðàññìîòðèì øàð Bq(εr) è óâåëè÷èì âñå ðàññòîÿíèÿ â í¼ì â
1
ε
, ïîñëå ÷åãî óñòðåìèì ε→ 0. Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì ñåìåé-
ñòâî ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Bq(εr),

1
ε
δ è ïðåäåë ýòîãî ñåìåéñòâà

ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ïðè ε→ 0. Òàêîé ïðåäåë (à äëÿ ñóáðèìàíî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ îí âñåãäà ñóùåñòâóåò) åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, øàð
ðàäèóñà r â ìåòðè÷åñêîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ïðîñòðàíñòâó
(M, δ) â òî÷êå q. Ýòîò øàð, âìåñòå ñ ìåòðèêîé â í¼ì, îáîçíà÷èì

(B̂q(r), δ̂). Èòàê,

(B̂q(r), δ̂) = lim
ε→0

(
Bq(εr),

1

ε
δ

)
.

ßñíî, ÷òî (B̂q(r1), δ̂) ⊂ (B̂q(r2), δ̂) ïðè r1 < r2. Îáúåäèíåíèå M̂q =⋃
r>0

B̂q(r), ñíàáæ¼ííîå ìåòðèêîé δ̂, åñòü êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê

(M, δ) â òî÷êå q.
Â ðèìàíîâîì ñëó÷àå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TqM ê ìíîãîîáðà-

çèþ M ñíàáæåíî åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
TqM è åñòü ìåòðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå (M̂q, δ̂), ýòî äîñòàòî÷íî î÷å-
âèäíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ìåòðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå â îáùåì
ñóáðèìàíîâîì ñëó÷àå, íóæíî ñíà÷àëà ââåñòè ôëàã ðàñïðåäåëåíèÿ ∆
â òî÷êå q.
Ôëàã ðàñïðåäåëåíèÿ � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ

∆q = ∆1
q ⊂ · · · ⊂ ∆m

q = TqM,

îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆k
q = {[V1, [V2, · · · , Vl] · · · ](q) : Vi ∈ ∆̄, i = 1, . . . , l ≤ k}, 0 ≤ k ≤ m.

Ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ ∆k
q ìîãóò çàâèñåòü îò q; ÿñíî, âïðî-

÷åì, ÷òî dim ∆k
q ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî q. Ðàñïðåäåëåíèå ∆ íà-

çûâàåòñÿ ýêâèðåãóëÿðíûì â òî÷êå q, åñëè âåëè÷èíû dim ∆k
x, k =

1, . . . ,m, ïîñòîÿííû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q. Èç ïîëóíå-
ïðåðûâíîñòè öåëî÷èñëåííûõ ôóíêöèé dim ∆k

x ñëåäóåò, ÷òî ∆ ýêâè-
ðåãóëÿðíî íà îòêðûòîì ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå ìíîãîîáðàçèÿ M .
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Ìû ïîäðîáíî îïèøåì M̂q òîëüêî â òî÷êàõ ýêâèðåãóëÿðíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ∆; âïðî÷åì, êîíñòðóêöèÿ M̂q â îñòàëüíûõ òî÷êàõ íå íà-
ìíîãî ñëîæíåå. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôëà-
ãà íå íóæíî èñïîëüçîâàòü âñå ñå÷åíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, äîñòàòî÷-
íî âçÿòü êàêîé-íèáóäü ëîêàëüíûé áàçèñ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü Vi ∈ ∆̄, i = 1, . . . , d, è ∆q = span{Vi(q), i =
1, . . . , d}. Òîãäà ëþáîå ãîðèçîíòàëüíîå ïîëå V â îêðåñòíîñòè òî÷êè

q ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå V =
d∑
i=1

aiVi, ãäå ai � ãëàäêèå ôóíêöèè. Èç

ïðàâèëà Ëåéáíèöà [V, aW ] = a[V,W ] + (V a)W òåïåðü ëåãêî âûâî-
äèì, ÷òî

∆k
q = span{[Vi1 , [Vi2 , · · · , Vil ] · · · ] : 1 ≤ i1, . . . , il ≤ d, l ≤ k}.

Çäåñü (V a)(x)
.
= 〈dxa, V (x)〉 � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè a ïî íàïðàâ-

ëåíèþ V .
Ïóñòü òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå ∆ ýêâèðåãóëÿðíî â òî÷êå q; òîãäà ó

íàñ åñòü öåëûé ôëàã ðàñïðåäåëåíèé ∆1 ⊂ ∆2 ⊂ · · · ⊂ ∆m, îïðåäå-
ë¼ííûé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q. Ïóñòü V ∈ ∆̄i, W ∈ ∆̄j.
Èç òîãî æå ïðàâèëà Ëåéáíèöà âûâîäèì, ÷òî [V,W ](q) ∈ ∆i+j

q è, áî-

ëåå òîãî, ïðîåêöèÿ [V,W ](q) â ∆i+j
q /∆i+j−1

q çàâèñèò òîëüêî îò ïðî-

åêöèé V (q) â ∆i
q/∆

i−1
q è W (q) â ∆j

q/∆
j−1
q .

Èíûìè ñëîâàìè, êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé èíäóöèðóåò ñòðóê-
òóðó àëãåáðû Ëè íà ãðàäóèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå

Lq =
m⊕
i=1

(∆i
q/∆

i−1
q )

(ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ∆0
q = 0 ïî îïðåäåëåíèþ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Lq �

íèëüïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè. Áîëåå òîãî, ýòà ãðàäóèðîâàííàÿ íèëü-
ïîòåíòíàÿ àëãåáðà Ëè ïîðîæäàåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ãðàäóèðîâêè
∆1
q = ∆q. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñóáðèìàíî-

âîé ñòðóêòóðû, ïðîñòðàíñòâî ∆q ñíàáæåíî åâêëèäîâûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì.
Òàê âîò, êîíå÷íîìåðíàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà

Ëè, ïîðîæä¼ííàÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ãðàäóèðîâêè, ñíàáæ¼ííûì åâêëè-
äîâîé ñòðóêòóðîé, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Êàðíî. Îäíîñâÿçíàÿ ãðóï-
ïà Ëè, ïîðîæä¼ííàÿ àëãåáðîé Êàðíî, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Êàðíî.
Ïóñòü Gq � ãðóïïà Êàðíî, ïîðîæä¼ííàÿ àëãåáðîé Êàðíî Lq. Âñÿ-

êîå ïîäïðîñòðàíñòâî àëãåáðû Ëè åñòü ëåâîèíâàðèàíòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïå Ëè. Òàêèì îáðàçîì, ∆q ⊂ Lq
åñòü ëåâîèíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ãðóïïå Ëè Gq è çàäà¼ò íà
ýòîé ãðóïïå ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó, à çíà÷èò
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è ëåâîèíâàðèàíòíóþ ñóáðèìàíîâó ìåòðèêó. Íàçîâ¼ì ýòó ìåòðèêó
êàíîíè÷åñêîé ìåòðèêîé ãðóïïû Êàðíî.

Òåîðåìà 2 (Ãðîìîâ�Ìèò÷åë). Ïóñòü ∆ ýêâèðåãóëÿðíî â òî÷êå

q ∈M ; òîãäà ìåòðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (M̂q, δ̂) èçî-
ìåòðè÷íî ãðóïïå Êàðíî Gq ñ êàíîíè÷åñêîé ìåòðèêîé.

Ýòî âåñüìà òî÷íîå îïèñàíèå êàñàòåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ïîêà, ïðàâäà, ñëèøêîì àáñòðàêòíîå. Ìû ñåé÷àñ îáúÿñíèì,
êàê ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè ðàç-
ãëÿäûâàíèè (M, δ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè q ïîä âñ¼ áîëåå ñèëüíûì
ìèêðîñêîïîì.
Ïóñòü x1, . . . , xn � íåêîòîðûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íàM â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè q, xι(q) = 0, ι = 1, . . . , n. Ñêàæåì, ÷òî îíè ñîãëàñîâà-
íû ñ ôëàãîì ∆1

q ⊂ · · · ⊂ ∆m
q = TqM , åñëè â ýòèõ ëîêàëüíûõ êî-

îðäèíàòàõ ïîäïðîñòðàíñòâà ∆i
q ïðåäñòàâëåíû êîîðäèíàòíûìè ïîä-

ïðîñòðàíñòâàìè â Rn; òî÷íåå, ∆i
q ïðåäñòàâëåíî ïîäïðîñòðàíñòâîì

Rk1 ⊕ · · · ⊕ Rki , i = 1, . . . ,m, ãäå

Rki = {(0, . . . , 0, xk1+···+ki−1+1, . . . , xk1+···+ki , 0, . . . , 0) : xι ∈ R},

ki = dim
(
∆i
q/∆

i−1
q

)
. Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âûáðàííûå

êîîðäèíàòû ñîãëàñîâàíû ñ ôëàãîì.
Êàê ìû çíàåì, ãîðèçîíòàëüíûå ïóòè âåäóò âî âñå òî÷êè, íî ðàç-

íûå íàïðàâëåíèÿ èìåþò ðàçíûé âåñ: ÷åì áîëüøå i, òåì òðóäíåå
äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè Rki . Ñ ïîìîùüþ ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ
ìàëîé äëèíû ε ìû ìîæåì ïðîäâèíóòüñÿ íà (åâêëèäîâî) ðàññòîÿíèå
ïîðÿäêà ε â íàïðàâëåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà Rk1 , íî òîëüêî íà ðàñ-
ñòîÿíèå ïîðÿäêà ε2 â íàïðàâëåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà Rk2 , ïîðÿäêà ε3

� â íàïðàâëåíèè ïîäïðîñòðàíñòâà Rk3 è ò.ä.
Ýòà ñèòóàöèÿ ôîðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ââîäèì

ãðàäóèðîâêó àëãåáðû âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìîâ îò n ïåðåìåííûõ,
îïðåäåëèâ âåñà ïåðåìåííûõ ïðàâèëîì: w(xι) = i, k1+· · ·+ki−1 < ι ≤
k1+· · ·+ki, i = 1, . . . ,m; ñîîòâåòñòâåííî, w(xι1 · · · xιl) = w(xι1)+· · ·+
w(xιl). Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëèíîìû êàê äèôôåðåíöèàëüíûå îïå-
ðàòîðû íóëåâîãî ïîðÿäêà ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîåôôèöèåíòàìè è
ïðîäîëæàåì ýòó ãðàäóèðîâêó íà âñþ àëãåáðó ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîåôôèöèåíòàìè, ïîëî-

æèâ w
(
xα∂l

(∂x)β

)
= w(xα)− w(xβ), ãäå xα = xα1 · · ·xαj , xβ = xβ1 · · ·xβl

� ïðîèçâîëüíûå ìîíîìû, (∂x)β = ∂xβ1 · · · ∂xβl .
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Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì âåñà ν, åñëè âñå âõî-
äÿùèå â íåãî ìîíîìèàëüíûå îïåðàòîðû èìåþò âåñ ν. Âñ¼ ïðîñòðàí-
ñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè îêàçûâàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ðàçáèòî â ïðÿìóþ ñóììó
êâàçèîäíîðîäíûõ îïåðàòîðîâ ðàçëè÷íûõ âåñîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
êîìïîçèöèÿ êâàçèîäíîðîäíûõ îïåðàòîðîâ D1 è D2 êâàçèîäíîðîäíà
è w(D1 ◦D2) = w(D1) + w(D2).
Âåêòîðíûå ïîëÿ ñóòü äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêà 1.

Äëÿ ïàðû êâàçèîäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïîëó÷àåì: w([V1, V2]) =
w(V1) + w(V2). Çàìåòèì, ÷òî âåñ êâàçèîäíîðîäíîãî âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ íå ìîæåò áûòü ìåíüøèì, ÷åì −m è, ÷òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå
íåîòðèöàòåëüíîãî âåñà îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå q. Áîëåå òîãî,
åñëè w(V ) ≥ −i, òî V (q) ∈ ∆i

q.
Çàäàäèì óáûâàþùóþ ôèëüòðàöèþ àëãåáðû Ëè ãëàäêèõ âåêòîð-

íûõ ïîëåé â Rn:

V ec(Rn) = V ec−m(k1, . . . , km) ⊂ V ec1−m(k1, . . . , km) ⊂
· · · ⊂ V ecν(k1, . . . , km) ⊂ · · · ,

ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî V ecν(k1, . . . , km) ñîñòîèò èç ïîëåé, ðàçëîæåíèå
â ðÿä Òåéëîðà êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëüêî ìîíîìèàëüíûå ïîëÿ âåñà
íå ìåíåå ν.

Îïðåäåëåíèå. Ñîãëàñîâàííûå ñ ôëàãîì êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ
ïðèâèëåãèðîâàííûìè, åñëè ∆̄ ⊂ V ec−1(k1, . . . , km).

Óïðàæíåíèå: Ïîêàçàòü, ÷òî ïðèm = 2 ëþáûå ñîãëàñîâàííûå ñ ôëà-
ãîì êîîðäèíàòû ïðèâèëåãèðîâàíû, à ïðè m ≥ 3 ýòî íå òàê.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî âïîëíå íåãîëîíîìíîãî ðîñòêà ðàñïðåäåëå-
íèÿ íàéäóòñÿ ïðèâèëåãèðîâàííûå êîîðäèíàòû.

Îáåùàííîå �ðàçãëÿäûâàíèå ïîä ìèêðîñêîïîì� � ýòî àíèçîòðîï-
íîå ðàñòÿãèâàíèå ïðèâèëåãèðîâàííûõ êîîðäèíàò â ñîîòâåòñòâèè ñ
èõ âåñàìè. À èìåííî, îïðåäåëèì äèëàòàöèþ

ηs : Rk1 ⊕ · · · ⊕ Rkm → Rk1 ⊕ · · ·Rkm , s > 0,

ôîðìóëîé:

ηs(x1 ⊕ · · · ⊕ xm) = sx1 ⊕ s2x2 ⊕ · · · ⊕ smxm.
Ïîëèíîì φ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå êâàçèîäíîðîäåí âåñà ν, êîãäà
φ ◦ ηs = sνφ, s > 0. Ïîëèíîìèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå V â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå êâàçèîäíîðîäíî âåñà ν, êîãäà ηs∗V = s−νV, s > 0.
Ïóñòü V1, . . . , Vk1 ∈ ∆̄ � íåêîòîðûé îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ íàøåé

ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû â çàäàííîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè, à
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δ(·, ·) � ñóáðèìàíîâî ðàññòîÿíèå, ïîðîæä¼ííîå ýòîé ñòðóêòóðîé. Òî-
ãäà, äëÿ ëþáîãî ε > 0, ïîëÿ εV1, . . . , εVk1 îáðàçóþò îðòîíîðìàëü-
íûé áàçèñ äëÿ ïåðåìàøòàáèðîâàííîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû, ïî-
ðîæäàþùåé ðàññòîÿíèå 1

ε
δ. Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî V ∈ ∆̄ ñóùåñòâóåò

lim
ε→0

εη 1
ε ∗
V = V̂ , ãäå V̂ � êâàçèîäíîðîäíîå ïîëå âåñà −1 � ñóììà

ìîíîìèàëüíûõ ïîëåé âåñà −1 èç ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ïîëÿ V . Äåé-
ñòâèòåëüíî, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìû ðàáîòàåì â ïðèâèëåãèðî-
âàííûõ êîîðäèíàòàõ, è ðàçëîæåíèå Òåéëîðà ïîëÿ V íå ñîäåðæèò
ìîíîìèàëüíûõ ïîëåé âåñà < −1.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìàøòàáèðóÿ ðàññòîÿíèå è îäíîâðåìåííî ðàñ-

òÿãèâàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè q ñ ïîìîùüþ äèëàòàöèè, ìû, ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå (M̂q, δ̂) åñòü ñóá-
ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëÿåìîå ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé
â Rn ñ îðòîíîðìàëüíûì áàçèñîì V̂1, . . . , V̂k1 , ñîñòîÿùèì èç êâàçèîä-
íîðîäíûõ ïîëåé âåñà −1.
Êàê ìû çíàåì, êîììóòàòîð êâàçèîäíîðîäíûõ ïîëåé êâàçèîäíî-

ðîäåí, ïðè÷¼ì âåñà ïðè êîììóòèðîâàíèè ñêëàäûâàþòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîëÿ V̂1, . . . , V̂k1 ïîðîæäàþò ãðàäóèðîâàííóþ íèëüïîòåíò-
íóþ àëãåáðó Ëè, ïðè÷¼ì âñå èòåðèðîâàííûå êîììóòàòîðû ýòèõ ïî-
ëåé ïîðÿäêà, áîëüøå, ÷åì m, ðàâíû íóëþ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî,
ïðè óñëîâèè ýêâèðåãóëÿðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ∆, ýòà ãðàäóèðîâàí-
íàÿ àëãåáðà Ëè èìååò ðàçìåðíîñòü n è èçîìîðôíà îïèñàííîé âûøå

àëãåáðå Lq =
m⊕
i=1

(
∆i
q/∆

i−1
q

)
. Â îáùåì, íå ýêâèðåãóëÿðíîì ñëó÷àå

ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè, ïîðîæä¼ííîé ïîëÿìè V̂1, . . . , V̂k1 , ìîæåò
áûòü áîëüøåé, ÷åì n.
Ïóñòü Π(k1, . . . , km; ε) = {x1 ⊕ · · · ⊕ xm : xi ∈ Rni , |xi| ≤ εi, i =

1, . . . ,m}. Íåñêîëüêî îãðóáëÿÿ íàø îïûò ðàçãëÿäûâàíèÿ ïîä ìèê-
ðîñêîïîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ìàëîì ε > 0 ñóáðèìàíîâ øàð ñëåäó-
þùèì îáðàçîì îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó è ñíèçó:

cΠ(k1, . . . , km; ε) ⊂ Bq(ε) ⊂ c′Π(k1, . . . , km; ε),

ãäå êîíñòàíòû c è c′ íå çàâèñÿò îò ε.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìîñòèòü êóá ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà, òðå-

áóåòñÿ ïîðÿäêà
(

1
ε

)k1+2k2+···+mkm
(ïðè ε → 0) ñäâèíóòûõ �ÿùèêîâ�

Π(k1, . . . , km; ε). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ñóáðèìà-
íîâà ïðîñòðàíñòâà ðàâíà k1 + 2k2 + · · · + mkm. Ìû âèäèì, ÷òî
ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ñóáðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà ñòðîãî áîëüøå
åãî òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå ðèìàíîâà.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñóáðèìàíîâî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî èìååò
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ôðàêòàëüíûé õàðàêòåð; â òî æå âðåìÿ, òîïîëîãè÷åñêè ýòî ñàìîå
îáû÷íîå ìíîãîîáðàçèå.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñóáðèìàíîâó ñòðóêòóðó â R3 ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì ðàíãà 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå ðàñïðåäåëåíèå â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå ýêâèðåãóëÿðíî â òî÷êå q, êîãäà îíî çàäà¼ò êîíòàêòíóþ
ñòðóêòóðó â îêðåñòíîñòè q. Â ýòîì ñëó÷àå ∆2

q = R3. Ýëåìåíòàðíîå
âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åäèíñòâåííîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîõðà-
íÿþùåãî ìåòðèêó èçîìîðôèçìà, 3-ìåðíîé ãðóïïîé Êàðíî ÿâëÿåò-
ñÿ ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà. Ýòî ïðîñòåéøåå íå ðèìàíîâî ñóáðèìàíîâî
ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü V1, V2 ∈ ∆ � ëåâîèíâàðèàíòíûé îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ ðàñïðåäåëåíèÿ ∆ â ýòîì ñëó÷àå; òîãäà V1, V2, [V1, V2]
� áàçèñ àëãåáðû Ëè Ãåéçåíáåðãà, ïðè÷¼ì [V1, V2] êîììóòèðóåò êàê ñ
V1, òàê è ñ V2.
Â ãëàâå 1 ìû ðàññìîòðåëè 3-ìåðíûå ñóáðèìàíîâû ñòðóêòóðû,

ñâÿçàííûå ñ èçîïåðèìåòðè÷åñêèìè çàäà÷àìè íà ïëîñêîñòè. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà ñîîòâåòñòâóåò ñàìîé çíàìåíèòîé
èç ýòèõ çàäà÷ � çàäà÷å Äèäîíû, êîãäà ôóíêöèÿ b, õàðàêòåðèçóþ-
ùàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó, � êîíñòàíòà. Ñóáðèìàíîâa ñôåðà
â ðàçðåçå íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Èç êâàçèîäíîðîäíîñòè è ëåâîèíâàðèàíòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî âñå
ñôåðû â ãðóïïå Êàðíî óñòðîåíû îäèíàêîâî è ïîëó÷àþòñÿ äðóã
èç äðóãà äèëàòàöèåé è ëåâûì ñäâèãîì íà ãðóïïå. Ìû âèäèì, ÷òî
ñôåðû, ïðè÷¼ì ñôåðû ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ðàäèóñà, èìåþò òî÷êè
íåãëàäêîñòè: ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ �
ñäâèãîì öåíòðà ãðóïïû, ñîäåðæàùèì öåíòð øàðà). Íàëè÷èå òî÷åê
íåãëàäêîñòè íåñëó÷àéíî, èõ íåèçáåæíîñòü âûòåêàåò èç ïðîñòåéøèõ
ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ, ñòàðòóþùèõ â öåíòðå øàðà.
Çàôèêñèðóåì q0 ∈M è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ c(q) = δ(q0, q). Øà-

ðû ñ öåíòðîì â q0 ñóòü ìíîæåñòâà Ëåáåãà ôóíêöèè c, à ñôåðû � å¼
ìíîæåñòâà óðîâíÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè Tq0M 6= ∆q0 , òî íà
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ëþáîé ñôåðå Sq0(r) äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà åñòü òî÷êè íåãëàä-
êîñòè ôóíêöèè c. Â òî æå âðåìÿ, ôóíêöèÿ c � ãëàäêàÿ íà îòêðûòîì
ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå â îêðåñòíîñòè q0. Ýòî, ïîæàëóé, âñ¼, ÷òî èç-
âåñòíî î ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ c â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñóáðèìàíî-
âîé ñòðóêòóðû, êðîìå å¼ î÷åâèäíîé ã¼ëüäåðîâîñòè ñ ïîêàçàòåëåì
Ã¼ëüäåðà 1

m
, åñëè ∆m = TM . Â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ èçâåñòíî, êî-

íå÷íî, íàìíîãî áîëüøå.
Îáúÿñíèì, êàê àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ñâÿ-

çàíû ñ ãåîäåçè÷åñêèìè. Íàïîìíèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûé ïóòü
γ : [0, t] → M íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøèì, åñëè äëèíà γ ðàâíà ðàñ-
ñòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè γ(0) è γ(t). Íàçîâ¼ì êðàò÷àéøèé ïóòü γ
ïðîäîëæàåìûì, åñëè íàéä¼òñÿ òàêîé êðàò÷àéøèé ïóòü γ̄ : [0, t̄] →
M, t̄ > t, ÷òî γ = γ̄|[0,t] è γ̄(t̄) 6= γ(t).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü q ïðèíàäëåæèò êîìïàêòíîìó øàðó ñ öåíòðîì
â q0. Ôóíêöèÿ c � ãëàäêàÿ â òî÷êå q â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà q ñîåäèíåíî ñ q0 åäèíñòâåííûì êðàò÷àéøèì ïóò¼ì, ïðè÷¼ì
ýòîò êðàò÷àéøèé ïóòü ïðîäîëæàåì è ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìàëü-
íîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Â òî÷êàõ, ãäå íàðóøàåòñÿ ãëàäêîñòü ôóíêöèè c, õàðàêòåð íåãëàä-
êîñòè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, âåäóò ëè â ýòó òî÷êó íîðìàëü-
íûå èëè àíîðìàëüíûå êðàò÷àéøèå ïóòè. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ
íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ïîëóâîãíóòîé (ïîëóâûïóêëîé), åñ-
ëè â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé âîãíóòîé
(âûïóêëîé) è ãëàäêîé ôóíêöèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî óñëîâèå íå
çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò. ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ïîëóâî-
ãíóòàÿ (ïîëóâûïóêëàÿ) ôóíêöèÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà; áîëåå òîãî,
ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå À. Ä. Àëåêñàíäðîâà, ó íå¼ ïî÷òè âñþäó
ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Òåîðåìà 5. Åñëè ïðèíàäëåæàùàÿ êîìïàêòíîìó øàðó ñ öåíòðîì
â q0 òî÷êà q ñîåäèíåíà ñ q0 òîëüêî ñòðîãî íîðìàëüíûìè êðàò÷àé-
øèìè ïóòÿìè, òî ôóíêöèÿ c ïîëóâîãíóòà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè q.

Ïîëóâîãíóòîñòü ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ î÷åíü õîðîøî âèäíà íà ðè-
ñóíêå øàðà íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà: êàñàòåëüíûé êîíóñ øàðà â òî÷êå
íåãëàäêîñòè åñòü äîïîëíåíèå ê âûïóêëîìó êîíóñó.

Òåîðåìà 6. Åñëè âñå íà÷èíàþùèåñÿ â òî÷êå q0 íåïîñòîÿííûå êðàò-
÷àéøèå ïóòè ñòðîãî íîðìàëüíû, òî ñôåðà Sq0(r) åñòü ëèïøèöåâî
ïîäìíîãîîáðàçèå â M äëÿ ïî÷òè âñåõ òàêèõ r ≥ 0, ÷òî øàð Bq0(r)
êîìïàêòåí.
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Â êà÷åñòâå êîíòðàïóíêòà ê �íîðìàëüíîé� ñèòóàöèè ïðèâåä¼ì ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ïðèíàäëåæàùàÿ êîìïàêòíîìó øàðó ñ öåí-
òðîì â q0 òî÷êà q ñîåäèíåíà ñ q0 òîëüêî ñòðîãî àíîðìàëüíûìè
êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè, òî |dqnc| → ∞ äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê q
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {qn} òî÷åê ãëàäêîñòè ôóíêöèè c. Â ÷àñòíî-
ñòè, ôóíêöèÿ c íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîé â îêðåñòíîñòè
òî÷êè q.

Ïðîñòåéøååå ñóáðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ àíîðìàëüíûìè ãåîäå-
çè÷åñêèìè ïîëó÷àåòñÿ èç èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è íà ïëîñêî-
ñòè R2 ñ ôîðìîé ω = (x1)2dx2 (ñì. (1.3)). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
b : R2 → R, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè dxω = b(x)dx1 ∧ dx2, ëèíåéíà,
b(x) = 2x1 è, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2, ïðîåêöèè àíîðìàëüíûõ ãåî-
äåçè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòü R2 ñóòü ñåãìåíòû ïðÿìîé {(0, x2) : x2 ∈
R}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñàìè àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå â ýòîì ñëó-
÷àå ñóòü ñåãìåíòû ïðÿìûõ {(0, x2, c) ∈ R3 : x2 ∈ R}, ãäå c ∈ R �
ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå îêàçûâàþòñÿ
â ýòîì ñëó÷àå îäíîâðåìåííî è íîðìàëüíûìè. Äåéñòâèòåëüíî, îòðåç-
êè ïðÿìûõ � êðàò÷àéøèå ïóòè äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè äàæå áåç
èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî îãðàíè÷åíèÿ.
Âåêòîðíûå ïîëÿ V1 = ∂

∂x1
, V2 = ∂

∂x2
+ (x1)2 ∂

∂y
îáðàçóþò îðòîíîð-

ìàëüíûé áàçèñ ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû â R3. Ýòà ñòðóêòóðà
íå ýêâèðåãóëÿðíà â òî÷êàõ ïëîñêîñòè {(0, x2, y) : x2, y ∈ R}. Ôëàã
ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå q = (0, x2, y) èìååò âèä:

∆̂1
q = ∆̂2

q = {(ξ1, ξ2, 0) : ξ1, ξ2 ∈ R}, ∆̂3
q = R3.

Ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð íåêîòîðûì îáðàçîì óíèâåðñàëåí: åñëè
ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà îïèñûâàëà ìåòðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî â ëþáîé ýêâèðåãóëÿðíîé òî÷êå ñóáðèìàíîâîé ìåòðèêè íà òð¼õ-
ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè, òî ýòîò ïðèìåð îïèñûâàåò ìåòðè÷åñêîå êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ëþáîé òàêîé òî÷êå q, ÷òî ∆1

q = ∆2
q 6= ∆3

q.
Ñîãëàñíî ââåä¼ííûì ðàíåå îáîçíà÷åíèÿì, ýòî ñëó÷àé k1 = 2, k2 =
0, k3 = 1.
Îïèñàííóþ ìîäåëü íàçûâàþò ïëîñêîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòó-

ðîé Ìàðòèíå, à ïëîñêîñòü {(0, x2, y) : x2, y ∈ R} � ïëîñêîñòüþ
Ìàðòèíå. Âñå ñôåðû ñ öåíòðîì íà ïëîñêîñòè Ìàðòèíå óñòðîåíû
îäèíàêîâî, ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî òî÷åê íåãëàäêîñòè ñóáðèìàíîâà ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò òî÷êè íà ïëîñêîñòè Ìàðòèíå åñòü ñàìà ýòà ïëîñêîñòü.
Ðàññìîòðèì ñôåðó ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå. Ýòà ñôåðà ãëàäêàÿ
âíå ïëîñêîñòè Ìàðòèíå, à å¼ ïåðåñå÷åíèå ñ ïëîñêîñòüþ Ìàðòèíå
èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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2x

y

0

Ýòî ïåðåñå÷åíèå � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ãëàäêîñòü êîòîðîé íàðó-
øàåòñÿ â äâóõ òî÷êàõ ñôåðû, ñîåäèí¼ííûõ ñ öåíòðîì àíîðìàëü-
íûìè ãåîäåçè÷åñêèìè. Êàæäûé èç äâóõ ãëàäêèõ ñåãìåíòîâ êðèâîé
êàñàåòñÿ àíîðìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé ñ îäíîãî êîíöà è ïîäõîäèò ê
íåé ïîä íåíóëåâûì óãëîì ñ äðóãîãî. Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà ðàñò¼ò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ âäîëü ëþáîé ïàðàìåòðèçî-
âàííîé äëèíîé äóãè êðàò÷àéøåé êðèâîé, â òîì ÷èñëå, âäîëü íàøåé
àíîðìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé. Â òî æå âðåìÿ, àíîðìàëüíàÿ ãåîäå-
çè÷åñêàÿ êàñàåòñÿ êðèâîé, ëåæàùåé íà ñôåðå (ò. å. íà ìíîæåñòâå
óðîâíÿ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà). Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà íå ìîæåò áûòü ëèïøèöåâûì â îêðåñòíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè ñôåðû. Âïðî÷åì, ñàìà ñôåðà â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå � ëèïøèöåâî ìíîãîîáðàçèå.
Ìåòðè÷åñêèå êàñàòåëüíûå, áåçóñëîâíî, âàæíûå, íî âñ¼-òàêè î÷åíü

ñïåöèàëüíûå ñóáðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà. ×òî æå èçâåñòíî î ïðî-
ñòðàíñòâàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ? Ñâîéñòâàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìû
çäåñü ñ÷èòàåì òå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû èç íåêî-
òîðîãî îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà ñóá-
ðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà äàííîì ìíîãîîáðàçèè â C∞ òîïîëîãèè Óèò-
íè.
Íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ îäíà è

òà æå ãåîäåçè÷åñêàÿ íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî íîðìàëüíîé è
àíîðìàëüíîé. Áîëåå òîãî, åñëè ïðîåêöèè äâóõ àíîðìàëüíûõ ýêñ-
òðåìàëåé ñîâïàäàþò, òî ýòè ýêñòðåìàëè ïðîïîðöèîíàëüíû â T ∗M ,
îòëè÷àÿñü äðóã îò äðóãà ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî âñå ýêñòðåìàëè (íîðìàëüíûå è àíîðìàëüíûå) èìåþò
êîðàíã 1. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå òîëü-
êî äëÿ îòäåëüíûõ ñòðóêòóð îáùåãî ïîëîæåíèÿ, íî è äëÿ ãëàäêî
çàâèñÿùèõ îò êîíå÷íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ñåìåéñòâ



ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ ÑÓÁÐÈÌÀÍÎÂÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ 23

ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð. Èìååòñÿ ââèäó, ÷òî âñå ýêñòðåìàëè âñåõ
ñòðóêòóð ñåìåéñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìåþò êîðàíã 1. Ýòî îçíà÷à-
åò (ñîãëàñíî îáû÷íîé òåðìèíîëîãèè òåîðèè îñîáåííîñòåé), ÷òî ìíî-
æåñòâî ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð, íå âñå ýêñòðåìàëè êîòîðûõ èìåþò
êîðàíã 1, åñòü ïîäìíîæåñòâî êîðàçìåðíîñòè áåñêîíå÷íîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå âñåõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð.
Óñëîâèå, ÷òî âñå ýêñòðåìàëè èìåþò êîðàíã 1, âëå÷¼ò íåêîòîðûå

îãðàíè÷åíèÿ íà ëîêàëüíîå óñòðîéñòâî ñôåð, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ îïè-
øåì. Ïóñòü TqM ⊃ E0 � êîîðèåíòèðîâàííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â êàñà-
òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Êîîðèåíòèðóåìîñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, îçíà-
÷àåò, ÷òî ñðåäè äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûå ýòà ãèïåðïëîñ-
êîñòü äåëèò TqM , îäíî ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à äðóãîå îòðèöà-
òåëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, TqM = E− ∪E0 ∪E+, ãäå E± � îòêðûòûå
ïîëóïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü q ∈ Sq0(r); ñêàæåì, ÷òî E0 � êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü

ê øàðó Bq0(r) â òî÷êå q, åñëè äëÿ âñÿêîé òðàíñâåðñàëüíîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè E0 ãëàäêîé êðèâîé φ : (−1, 1) → M, φ(0) = q, íàéä¼òñÿ
òàêîå ε > 0, ÷òî φ(−ε, 0) ⊂ Bq0(r), φ(0, ε) ∩ Bq0(r) = ∅. ßñíî, ÷òî
øàð ìîæåò îáëàäàòü íå áîëåå, ÷åì îäíîé êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñ-
êîñòüþ â òî÷êå q, íî òàêîé ãèïåðïëîñêîñòè ìîæåò è âîâñå íå áûòü,
êàê, íàïðèìåð, â òî÷êàõ àíîðìàëüíîé êðàò÷àéøåé ðàññìîòðåííîé
âûøå ïëîñêîé ñòðóêòóðû Ìàðòèíå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè âñå ãåîäåçè÷åñêèå èìåþò êîðàíã 1 è q0 ñî-
åäèíåíî ñ q ïðîäîëæàåìûì êðàò÷àéøèì ïóò¼ì, òî øàð Bq0(r)
îáëàäàåò êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ E0 â òî÷êå q. Ïóñòü γ �
êðàò÷àéøèé ïóòü, ïàðàìåòðèçîâàííûé äëèíîé γ(0) = q0, γ(r) =
q. Åñëè γ � íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, òî γ̇(r) ∈ E+. Åñëè γ � äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå r àíîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, òî γ̇(r) ∈
E0.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû îáùåãî
ïîëîæåíèÿ â R3; ïóñòü V1(x), V2(x), x ∈ R3 � å¼ îðòîíîðìàëüíûé áà-
çèñ. Óðàâíåíèå det(V1, V2, [V1, V2]) = 0 çàäà¼ò ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü
Σ, êîòîðóþ íàçûâàþò ïîâåðõíîñòüþ Ìàðòèíå:

Σ = {x ∈ R3 : det (V1(x), V2(x), [V1, V2](x)) = 0}.

Íàøà ñòðóêòóðà ýêâèðåãóëÿðíà âî âñåõ òî÷êàõ èç R3 \Σ è íå ýêâè-
ðåãóëÿðíà â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè Σ.
Âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè Σ çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî äèñ-

êðåòíîãî ïîäìíîæåñòâà ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåíèå

∆x = span{V1(x), V2(x)}
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òðàíñâåðñàëüíî ïîâåðõíîñòè, òàê ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ∆x∩TxΣ îä-
íîìåðíî. Òàêèå òî÷êè x õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèåì ∆1

x = ∆2
x 6= ∆3

x

è íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè Ìàðòèíå. Ïðÿìûå ∆x ∩ TxΣ, x ∈ Σ, îáðà-
çóþò ïîëå íàïðââëåíèé íà Σ (ñ èçîëèðîâàííûìè îñîáåííîñòÿìè).
Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýòîãî ïîëÿ íàïðàâëåíèé ñóòü àíîðìàëüíûå
ãåîäåçè÷åñêèå: íåïîñòîÿííàÿ äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ åñòü àíîðìàëüíàÿ
ãåîäåçè÷åñêàÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà öåëèêîì ëåæèò
íà ïîâåðõíîñòè Ìàðòèíå.
Ïóñòü x � òî÷êà Ìàðòèíå; ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4, ìàëûå ñôåðû

ñ öåíòðîì â x îáëàäàþò êàñàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè â òî÷êàõ ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç x àíîðìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé, è ïåðåñå÷åíèå ñôåðû
ñ ïîâåðõíîñòüþ Ìàðòèíå âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê:

2x

y

0

Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî ïåðåñå÷åíèå íå ñîâïàäàåò ñ ìíî-
æåñòâîì òî÷åê íåãëàäêîñòè ñôåðû. Áîëåå òîãî, ïðîñòûå òîïîëî-
ãè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîäñêàçûâàþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî
òî÷åê íåãëàäêîñòè ñôåðû íå ìîæåò áûòü çàìêíóòîé êðèâîé è äîëæ-
íî ñîñòîÿòü èç äâóõ ñòÿãèâàåìûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàëûå ñôåðû ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ R3 \ Σ.

Ìåòðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå â òî÷êå x èçîìåòðè÷íî ðàññìîòðåííîé
âûøå ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà, îíî î÷åíü ñèììåòðè÷íî. Ïðè ïåðåõîäå
îò ñôåðû â ìåòðè÷åñêîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ê ìàëîé ñôåðå
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñèììåòðèÿ ðàçðóøàåòñÿ è ñòðóêòóðà îñîáåííî-
ñòåé ìåíÿåòñÿ.
Ñòðóêòóðà îñîáåííîñòåé ñôåðû òåñíî ñâÿçàíà ñ îñîáåííîñòÿìè

ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ, èñõîäÿùèõ èç å¼ öåíòðà. Îáúÿñíèì ýòî
ïîäðîáíåå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñå ãåîäåçè÷åñêèå íîðìàëü-
íû è ñëåäîâàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íà M = R3 òðàåêòîðèé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

λ̇ = ~h(λ), λ ∈ T ∗M, h(λ) = 1
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(ñì. ãëàâó 1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè ïðîåêöèè ïàðàìåòðèçîâàíû
äëèíîé äóãè. Ãåîäåçè÷åñêèå, èñõîäÿùèå èç òî÷êè x, ñóòü ïðîåêöèè
òðàåêòîðèé ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì λ(0) = T ∗xM ∩ h−1(1).
Ïóñòü π : T ∗M → M � ñòàíäàðòíàÿ ïðîåêöèÿ, π(T ∗xM) = x.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Hx = T ∗xM ∩ h−1(1) è ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöè-
àëüíîå îòîáðàæåíèå

Ex : (t, λ) 7→ π ◦ et~h(λ), t > 0, λ ∈ Hx. (2.1)

Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå t 7→ Ex(t, λ) ñóòü ãåîäåçè÷åñêèå, ñòàðòóþùèå â
òî÷êå x, è ÷òî âñÿêèé êîìïàêòíûé øàð Bx(r) åñòü îáðàç ìíîæåñòâà
[0, r] ×Hx ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì îòîáðàæåíèè, Bx(r) = Ex([0, r] ×
Hx). Êðîìå òîãî, Sx(r) ⊂ Ex(r,Hx). Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå âñåãäà
ñòðîãîå, òàê êàê íå âñå ãåîäåçè÷åñêèå äëèíû r ñóòü êðàò÷àéøèå
ïóòè, ñêîëü áû ìàëî íè áûëî r.
Êàê îòëè÷èòü êðàò÷àéøóþ íîðìàëüíóþ ãåîäåçè÷åñêóþ îò íå êðàò-

÷àéøåé? Ðåöåïò, â îáùåì, òîò æå, ÷òî è â êëàññè÷åñêîé ðèìàíîâîé
ãåîìåòðèè. Ìàëûé îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé

γ(t) = Ex(t, λ), t > 0, (2.2)

êðàò÷àéøèé ïî îïðåäåëåíèþ. Ñòðîãî íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ïå-
ðåñòà¼ò áûòü êðàò÷àéøåé, ïðîéäÿ ëèáî òî÷êó ðàçðåçà, ëèáî ïåðâóþ
ñîïðÿæ¼ííóþ òî÷êó. Ýòè òî÷êè äëÿ íàñ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíû òàê-
æå è ïîòîìó, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 4, ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ òåðÿåò
ãëàäêîñòü êàê ðàç â êîíöàõ íåïðîäîëæàåìûõ êðàò÷àéøèõ.

Îïðåäåëåíèå. Ìîìåíòîì ðàçðåçà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé (2.2) íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî

t̄ = min{t > 0 : ∃λ′ ∈ Hx, λ
′ 6= λ, γ(t) = Ex(t, λ′)};

òî÷êà γ(t̄) = E(t̄, λ) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðåçà.
Ñîïðÿæ¼ííûì ìîìåíòîì âäîëü γ íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî t̂ >

0, ÷òî (t, λ) åñòü êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ex; òî÷êà γ(t̂) =
E(t̂, λ) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííîé òî÷êîé.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ðàçðåçà � ýòî òî÷êà, â êîòîðîé ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ âïåðâûå âñòðå÷àåò äðóãóþ ãåîäåçè÷åñêóþ òîé æå äëèíû, èñõî-
äÿùóþ èç x. Ñîïðÿæ¼ííûå òî÷êè � ýòî òî÷êè �îãèáàþùåé ïîâåðõíî-
ñòè� ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ, èñõîäÿùèõ èç x. Âûðàæàÿñü íåìíîãî
ñòàðîìîäíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ñîïðÿæ¼ííîé òî÷êå ãåîäåçè÷åñêàÿ
âñòðå÷àåò èíôèíèòåçèìàëüíî áëèçêóþ ê íåé ãåîäåçè÷åñêóþ, èñõî-
äÿùóþ èç x. Ýòè äâà òèïà òî÷åê èãðàþò íåñêîëüêî ðàçíóþ ðîëü:
ãåîäåçè÷åñêàÿ ïåðåñòà¼ò áûòü êðàò÷àéøåé, ïðîéäÿ òî÷êó ðàçðåçà,
íî îñòà¼òñÿ ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé (ò. å. êîðî÷å âñåõ C0-áëèçêèõ ê
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íåé äîïóñòèìûõ ïóòåé ñ òåìè æå êîíöàìè) âïëîòü äî ïåðâîé ñîïðÿ-
æ¼ííîé òî÷êè. Ïðîéäÿ ïåðâóþ ñîïðÿæ¼ííóþ òî÷êó, ãåîäåçè÷åñêàÿ
ïåðåñòà¼ò áûòü ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé.
Ãåîäåçè÷åñêèå íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà ñóòü êðóãîâûå ñïèðàëè, à

èõ �îãèáàþùàÿ ïîâåðõíîñòü� âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ (âåðòèêàëü-
íóþ êîîðäèíàòíóþ îñü), òî÷êè ðàçðåçà è ïåðâûå ñîïðÿæ¼ííûå òî÷-
êè ñîâïàäàþò, ãåîäåçè÷åñêàÿ îäíîâðåìåííî ïåðåñòà¼ò áûòü è ãëî-
áàëüíî è ëîêàëüíî êðàò÷àéøåé. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî
íå òàê, è ó ïî÷òè âñåõ íåïðîäîëæàåìûõ êðàò÷àéøèõ êîíöû ñóòü
òî÷êè ðàçðåçà, íî íå ñîïðÿæ¼ííûå òî÷êè.
Ìíîæåñòâî êîíöîâ èñõîäÿùèõ èç x íåïðîäîëæàåìûõ êðàò÷àéøèõ

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàçðåçà, à ìíîæåñòâî ïåðâûõ ñîïðÿæ¼í-
íûõ òî÷åê � ïåðâîé êàóñòèêîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
ðàçðåçà ëåæèò â çàìûêàíèè ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðåçà, ïðè÷¼ì ýòî
âåðíî íå òîëüêî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé 3-ìåðíîé çàäà÷è, à è äëÿ ëþ-
áîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóòóðû, ó êîòîðîé âñå êðàò÷àéøèå ïóòè ñòðîãî
íîðìàëüíû. Çàìåòèì, ÷òî è íà÷àëüíàÿ òî÷êà x ëåæèò â çàìûêàíèè
ìíîæåñòâà òî÷åê ðàçðåçà, åñëè òîëüêî ∆x 6= TxM .
Â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ìíîæå-

ñòâà ðàçðåçà è ïåðâîé êàóñòèêè âáëèçè x äëÿ ðîñòêà 3-ìåðíîé ñóá-
ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ñì. ïîñëåäíèé ðèñóíîê
ñëåäóþùåé ãëàâû).

Êîììåíòàðèè. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà â [20] (ñì. òàêæå [18]), à òåîðå-
ìà 3 â [8] è [11] (ñì. òàêæå áîëåå ïîçäíþþ ðàáîòó [9]). Äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 4 è ïðåäëîæåíèÿ 3 åñòü â [3], êàê è äîêàçàòåëüñòâî
ïðèíàäëåæàùåé Ðèôôîðó [26] òåîðåìû 6; òåîðåìà 5 ñëåäóåò èç áî-
ëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà Êàííàðñà è Ðèôôîðà [13]. Ñôåðà íà ãðóïïå
Ãåéçåíáåðãà îïèñàíà â îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò ïî ñóáðèìàíîâîé ãåî-
ìåòðèè [12], ñôåðà äëÿ ïëîñêîé ñòðóêòóðû Ìàðòèíå � â ðàáîòå [6].
Òèïè÷íîñòü ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð, èìåþùèõ òîëüêî ýêñòðåìàëè
êîðàíãà 1, óñòàíîâëåíà â [15], ïðåäëîæåíèå 4 äîêàçàíî â [2].

3. Êðèâèçíà

Èáî êòî ìîæåò âûïðÿìèòü
òî, ÷òî Îí ñäåëàë êðèâûì?1

Îïðåäåëåíèå ñóáðèìàíîâîé êðèâèçíû îñíîâàíî íà èäåå, âîñõî-
äÿùåé åù¼ ê Ãàóññó ñ åãî ãåîäåçè÷åñêèìè òðåóãîëüíèêàìè. Ïóñòü
A,B,C � òðè äîñòàòî÷íî áëèçêèå òî÷êè ñóáðèìàíîâîì ìíîãîîá-
ðàçèè. Ñîåäèíèì òî÷êè A è B ñ òî÷êîé C êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè.

1Ýêëåñèàñò 7:13
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè ïóòè � íîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå. Â ñëó÷àå
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû êàðòèíà äîëæíà áûòü ïðèìåðíî òàêîé:

A

B

à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû � âîò òàêîé:

A

B

Èíûìè ñëîâàìè, ÷åì áîëüøå êðèâèçíà, òåì äëèííåå âåêòîð ðàç-
íîñòè ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîäåçè÷åñêèõ â òî÷êå C. Ñâî¼
ñòðîãîå èíôèíèòåçèìàëüíîå âîïëîùåíèå ýòà èäåÿ îáðåòàåò â ñëå-
äóþùåé êîíñòðóêöèè.
Â êîíñòðóêöèè ó÷àñòâóþò íå âñå íîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå, à

òîëüêî îáèëüíûå (ïî-àíãëèéñêè ample) ãåîäåçè÷åñêèå. ×òî òàêîå
îáèëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå, ìû îáúÿñíèì íåìíîãî ïîçæå, ïîêà æå äî-
ñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî ∀q0 ∈ M ïî÷òè âñå èñõîäÿùèå èç òî÷êè q0 ãåî-
äåçè÷åñêèå òàêîâû. Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ñóòü
ïðîåêöèè íàM òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû λ̇ = ~h(λ), h(λ) =
1, ïðè÷¼ì ýòè ãåîäåçè÷åñêèå àâòîìàòè÷åñêè ïàðàìåòðèçîâàíû äëè-
íîé äóãè.
Ãàìèëüòîíèàí h � îäíîðîäíûé ñòåïåíè 1 íà ñëîÿõ êîêàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ, ïîýòîìó ïîýòîìó òðàåêòîðèè ñèñòåìû λ̇ = ~h(λ), h(λ) =
c, äëÿ ëþáîãî c > 0 èìåþò òå æå ïðîåêöèè íà M ñ òîé æå ïàðàìåò-
ðèçàöèåé. Âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ óäîáíåå ðàáîòàòü ñ êâàäðàòè÷íûì
íà ñëîÿõ ãàìèëüòîíèàíîì 1

2
h2(λ) è ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìîé:

λ̇ = h(λ)~h(λ), λ ∈ T ∗M. (3.1)

Ïðîåêöèè òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû íà M � òå æå ñàìûå ãåîäå-
çè÷åñêèå, ïàðàìåòðèçîâàííûå ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè, íî íå
îáÿçàòåëüíî ñàìîé äëèíîé äóãè. Èõ ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç ýêñïîíåí-
öèàëüíîå îòîáðàæåíèå (2.1). Åñëè λ(0) ∈ T ∗q0M è h(λ(0)) = c > 0, òî

ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè t 7→ λ(t) åñòü ãåîäåçè÷åñêàÿ t 7→ Eq0(ct, 1
c
λ(0)).

Åñëè æå h(λ(0)) = 0, òî λ(0) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
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Èòàê, ïóñòü γ : t 7→ γ(t), γ(0) = q0, � ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïðîïîð-
öèîíàëüíî äëèíå äóãè îáèëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ. Çàôèêñèðóåì íåêî-
òîðîå äîñòàòî÷íî ìàëîå t > 0; òîãäà äëÿ ëþáîãî q èç íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè q0 âM íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûé ïàðàìåòðèçîâàí-
íûé ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè êðàò÷àéøèé ïóòü γq : [0, t]→ M
òàêîé, ÷òî γq(0) = q, γq(t) = γ(t):

q

0q 

q

( ) ( )qt t 

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ q 7→ bt(q)
.
= 1

2
|γ̇q(t) − γ̇(t)|2; ýòî ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè q0. Áîëåå òîãî, ýòà
ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå q0. Òàêèì îáðà-
çîì, dq0bt = 0, à ãåññèàí D2

q0
bt åñòü êîððåêòíî îïðåäåë¼ííàÿ íåîòðè-

öàòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà Tq0M . Ìû èçâëå÷¼ì êðèâèçíó
èç àñèìïòîòèêè ñåìåéñòâà êâàäðàòè÷íûõ ôîðì D2

q0
bt
∣∣
∆q0

ïðè t→ 0.

×òîáû ïîíÿòü, êàê ìîæåò áûòü óñòðîåíà ýòà àñèìïòîòèêà, âû÷èñ-
ëèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ bt â òî÷êàõ ãåîäåçè÷åñêîé γ. Ìû ïîëó÷àåì:

γγ(s)(τ) = γ

(
s+

t− s
t

τ

)
, 0 ≤ τ ≤ t,

bt(γ(s)) =
s2

2t2
|γ̇(t)|2 =

s2

2t2
|γ̇(0)|2.

Ñëåäîâàòåëüíî, D2
q0
bt(γ̇(0)) = 1

t2
|γ̇(0)|2.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü M � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ò. å. ïðîñòðàí-
ñòâî Rn, ñíàáæ¼ííîå åâêëèäîâîé ìåòðèêîé); òîãäà ôóíêöèÿ bt �
îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ñòàðòóþùèõ â òî÷êå q0 ãåîäåçè÷åñêèõ:

bt(q) =
|q − q0|2

2t2
, D2

q0
bt(v) =

1

t2
|v|2, v ∈ Rn.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ðèìàíîâ ñëó÷àé. Ñîãëàñíî ïåðâîíà-
÷àëüíîé êîíñòðóêöèè Ðèìàíà, åãî êðèâèçíà èçìåðÿåò èíôèíèòå-
çèìàëüíîå îòêëîíåíèå êâàäðàòà ðèìàíîâà ðàññòîÿíèÿ îò åâêëèäî-
âîãî, òàê ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ íèæå ôîðìóëà íå äîëæíà óäèâëÿòü. Â
ðèìàíîâîì ñëó÷àå âñå ãåîäåçè÷åñêèå îáèëüíû è èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ àñèìïòîòèêà:

D2
q0
bt(v) =

1

t2
|v|2 +

1

3
〈R(v|γ̇)γ̇|v〉+O(t), v ∈ Tq0M,

ïðè t→ 0. ÇäåñüR �ðèìàíîâ òåíçîð: åñëè |γ̇(0)| = |v| = 1, 〈γ̇(0)|v〉 =
0, òî 〈R(v|γ̇)γ̇|v〉 � ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà â íàïðàâëåíèè span{γ̇(0), v}.
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Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñàìûé îáùèé ñóáðèìàíîâ ñëó÷àé.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü γ � îáèëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ. Òîãäà ñóùåñòâó-
þò òàêèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû Q, Rγ íà ∆q0, ïðè÷¼ì Q(v) ≥
|v|2, ∀v ∈ ∆q0, ÷òî

D2
q0
bt(v) =

1

t2
Qγ(v) +

1

3
Rγ(v) +O(t), v ∈ ∆q0 ,

ïðè t→ 0.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Rγ íàçûâàåòñÿ ôîðìîé êðèâèçíû â íàïðàâ-
ëåíèè ãåîäåçè÷åñêîé γ, à ïðåäøåñòâóþùàÿ åé â àñèìïòîòèêå ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìàQγ � ñâîåãî ðîäà ðàçìåðíîñòíûé èí-
âàðèàíò, õàðàêòåðèçóþùèé àíèçîòðîïíîñòü ñóáðèìàíîâîé ìåòðèêè
íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ. Ðàâåíñòâî Qγ(v) = |v|2, ∀v ∈ ∆q0 èìååò ìå-
ñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ∆q0 = Tq0M , òî åñòü òîëüêî â
ðèìàíîâîì ñëó÷àå.
Òåïåðü ìû äàäèì îïðåäåëåíèå îáèëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, à çàîäíî

íàó÷èìñÿ âû÷èñëÿòü ñïåêòð ôîðìû Q è ïîñòàðàåìñÿ îáúÿñíèòü å¼
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Íà ñàìîì äåëå, ñâîéñòâî îáèëüíîñòè çàâè-
ñèò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ è ðîñòêà ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé, îíî
íèêàê íå ñâÿçàíî ñ åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé íà ∆ è òåì ôàêòîì, ÷òî
γ � íîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ðîñòîê ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé â òî÷êå
q0 íàçûâàåòñÿ îáèëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k > 0, ÷òî k-
ñòðóÿ ýòîãî ðîñòêà íå ñîâïàäàåò ñ k-ñòðó¼é íè îäíîé àíîðìàëü-
íîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Ýòî îïðåäåëåíèå ÷åðåñ÷óð àáñòðàêòíî. Äàâàéòå åãî êîíêðåòèçè-
ðóåì è íàó÷èìñÿ ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿòü îáèëüíîñòü. Ïóñòü
Φt : M → M, t ∈ R, � íåêîòîðûé ãîðèçîíòàëüíûé ïîòîê, ïðè÷¼ì
Φt(q0) = γ(t), t ≥ 0. Èíûìè ñëîâàìè, γ � îäíà èç òðàåêòîðèé ïî-
òîêà Φt. Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâà ∆γ(t) ⊂ Tγ(t)M è ïåðåíåñ¼ì
èõ â òî÷êó q0 ñ ïîìîùüþ íàøåãî ïîòîêà. Ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî
ïîäïðîñòðàíñòâ

∆t
q0

= Φt
−1
∗ ∆γ(t), ∆t

q0
⊂ Tq0M.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ γ|[0,t] åñòü àíîðìàëüíàÿ ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà span{∆τ

q0
, 0 ≤ τ ≤ t} åñòü

ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Tq0M .
Îïðåäåëèì òåïåðü ôëàã ðàñïðåäåëåíèÿ ∆ âäîëü ðîñòêà ãîðèçîí-

òàëüíîé êðèâîé γ:

∆(i+1)
γ =

di

dti
∆t
q0

∣∣
t=0
, i = 0, 1, 2, . . . .
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Çäåñü ïîä i-é ïðèçâîäíîé ñåìåéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ ïîíèìàåòñÿ ëè-
íåéíàÿ îáîëî÷êà i-é ïðîèçâîäíîé âñåõ ñå÷åíèé t 7→ v(t) ∈ ∆t

q0
, t ≥

0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∆q0 = ∆(1)
γ ⊂ ∆(2)

γ ⊂ · · · ⊂ ∆(i)
γ ⊂ · · · , (3.2)

ïðè÷¼ì ïîäïðîñòðàíñòâà ∆
(i)
γ çàâèñÿò òîëüêî îò ∆ è γ, íî íå îò

âûáîðà ïîòîêà Φt. Áîëåå òîãî, ðîñòîê êðèâîé γ îáèëåí â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå k, ÷òî ∆
(k)
γ = Tq0M .

Ðàçóìååòñÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ∆i
γ, íåò íóæäû äèôôå-

ðåíöèðîâàòü âñå ñå÷åíèÿ ∆t
q0
, äà è íàõîäèòü ñàìî ñåìåéñòâî ∆t

q0

íåîáÿçàòåëüíî. Ïóñòü Φt = etX , ∆q = span{V1(q), . . . , Vd(q)}, ãäå
X, V1, . . . , Vd � ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî
d
dt
e−tX∗ V = e−tX∗ [X, V ]; îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

∆(i+1)
γ = span{[X, · · · , [X︸ ︷︷ ︸

j

, Vl] · · · ] : 0 ≤ j ≤ i, 1 ≤ l ≤ d}.

Ìû âèäèì, ÷òî ôëàã (3.2) åñòü ìèêðîëîêàëüíàÿ âåðñèÿ ôëàãà
ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî â ãëàâå 2. Ïðè ïîñòðîåíèè ôëàãà
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå èòåðèðîâàííûå êîììóòàòîðû
ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à äëÿ ôëàãà âäîëü êðèâîé èòå-
ðèðóåòñÿ òîëüêî êîììóòèðîâàíèå ñ ôèêñèðîâàííûì ïîëåì, ïîðîæ-
äàþùèì ýòó êðèâóþ. Ôëàãè âäîëü ðàçíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ,
èñõîäÿùèõ èç îäíîé è òîé æå òî÷êè, ìîãóò áûòü, êîíå÷íî, ðàçíû-
ìè. Íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþò ôëàãè âäîëü íîðìàëüíûõ
ãåîäåçè÷åñêèõ.
Ïóñòü ξ ∈ T ∗q0M ; îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ξ̄ ãåîäåçè÷åñêóþ, îòâå÷àþ-

ùóþ ðåøåíèþ ñèñòåìû (3.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì λ(0) = ξ. Èíû-

ìè ñëîâàìè, ξ̄(t) = E
(
h(ξ)t, 1

h(ξ)
ξ
)
, åñëè h(ξ) 6= 0, è ξ̄(t) ≡ q0, åñëè

h(ξ) = 0. Êàæäîìó ξ ∈ T ∗q0M îòâå÷àåò ôëàã

∆q0 = ∆
(1)

ξ̄
⊂ ∆

(2)

ξ̄
⊂ · · · ⊂ Tq0M.

Ïðåäëîæåíèå 5. Öåëî÷èñëåííûå ôóíêöèè

ξ 7→ dim ∆
(i)

ξ̄
, ξ ∈ T ∗q0M, i = 1, 2, . . . , (3.3)

ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà T ∗q0M . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå
îòêðûòîå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâî Oq0 ⊂ T ∗q0M , ÷òî äëÿ âñÿ-

êîãî ξ ∈ Oq0 ãåîäåçè÷åñêàÿ ξ̄ îáèëüíà, à ôóíêöèè ξ 7→ dim ∆
(i)

ξ̄
, i =

1, 2, . . . , ïîñòîÿííû íà Oq0 è ðàâíû ñâîèì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíè-
ÿì íà T ∗q0M .
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Ïåðåéä¼ì ê âû÷èñëåíèþ ñïåêòðà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Qγ. Ìû
ñäåëàåì ýòî íå äëÿ ëþáîãî îáèëüíîãî ðîñòêà, à òîëüêî äëÿ ðîñòêîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó íå ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíî-
ìó óñëîâèþ ýêâèðåãóëÿðíîñòè. Îáúÿñíèì ýòî óñëîâèå.
Äî ñèõ ïîð ìû ôèêñèðîâàëè òî÷êó q0 ∈M è ðàññìàòðèâàëè ðîñò-

êè âñåõ íîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ, èñõîäÿùèõ èç ýòîé òî÷êè. Òå-
ïåðü äàâàéòå çàôèêñèðóåì ãåîäåçè÷åñêóþ γ : [0, t1]→M è ðàññìîò-
ðèì ðîñòêè ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé â ðàçíûõ òî÷êàõ. À èìåííî, äëÿ âñÿ-

êîãî s ∈ [0, t1) ïîëîæèì γs(t) = γ(s+ t). Òîãäà ∆
(1)
γs ⊂ ∆

(2)
γs ⊂ T ∗γ(s)M.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ôóíêöèè s 7→ dim ∆
(i)
γs ïî-

ëóíåïðåðûâíû ñíèçó. Ýòè ôóíêöèè ëîêàëüíî ïîñòîÿííû íà îòêðû-
òîì âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå ïîëóèíòåðâàëà [0, t1). Ðîñòîê ãåî-
äåçè÷åñêîé γ â íóëå íàçûâàåòñÿ ýêâèðåãóëÿðíûì, åñëè ôóíêöèè

s 7→ dim ∆
(i)
γs , i = 1, 2, . . . , ëîêàëüíî ïîñòîÿííû â îêðåñòíîñòè íóëÿ,

ò. å. dim ∆
(i)
γs = dim ∆

(i)
γ äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ s > 0.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåä¼ííûå ïîíÿòèÿ íà ðàññìîòðåííûõ â ãëàâå
2 ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóðàõ â R3. Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà q0 = x ëå-
æèò âíå ïîâåðõíîñòè Ìàðòèíå, òî âñå íåïîñòîÿííûå ãåîäåçè÷åñêèå
îáèëüíû è ýêâèðåãóëÿðíû, à ôëàãè âäîëü èõ ðîñòêîâ ñîâïàäàþò

ñ ôëàãîì ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå q0; â ÷àñòíîñòè, ∆
(2)

ξ̄
= R3. Åñëè

æå q0 = x � òî÷êà Ìàðòèíå, òî âñå íå àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå
îáèëüíû, íî íè îäíà èç íèõ íå ýêâèðåãóëÿðíà. Äëÿ ξ ∈ Oq0 ïî-

ëó÷àåì: ∆
(2)

ξ̄
= ∆

(1)

ξ̄
= ∆q0 , ∆

(3)

ξ̄
= R3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè

ê ýêâèðåãóëÿðíûì ðîñòêàì, íóæíî ÷óòü-÷óòü ïðîäâèíóòüñÿ âäîëü
ãåîäåçè÷åñêîé, âûéäÿ òàêèì îáðàçîì çà ïðåäåëû ïîâåðõíîñòè Ìàð-
òèíå.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäëîæåíèå 5 ìîæåò áûòü äîïîëíåíî ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

Äëÿ âñåõ q0 èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíî-
æåñòâà â M îáèëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ξ̄, ξ ∈ Oq0, ýêâèðåãóëÿðíû.

Òåïåðü ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ýêâèðåãóëÿðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü

dim ∆q0 = d è ∆m
γ = Tq0M . Ïîëîæèì d1 = d, di+1 = dim ∆

(i+1)
γ −

dim ∆
(i)
γ , i = 1, . . . ,m− 1. Â ýêâèðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ÷èñåë d1, . . . , dm � íåâîçðàñòàþùàÿ, di+1 ≤ di, 1 ≤ i ≤ m− 1.
Ñîñòàâèì äèàãðàììó Þíãà ñî ñòîëáöàìè äëèíû d1, . . . , dm:
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1d d
2d md

1n

2n

dn

Ïóñòü ñòðîêè ýòîé äèàãðàììû èìåþò äëèíó n1, . . . , nd. Òîãäà

specQγ = {n2
1, . . . , n

2
d}. (3.3)

Íàïîìíèì, ÷òî Qγ åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà d-ìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå ∆q0 , ýëåìåíòû ñïåêòðà òàêîé ôîðìû ñóòü ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà íà ∆q0 .
Ñðåäè ÷èñåë n1, . . . , nd ìîãóò áûòü ïîâòîðÿþùèåñÿ, êîëè÷åñòâî ïî-
âòîðåíèé ñîîòâåòñòâóåò êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî ÷èñëà.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ íå ýêâèðåãóëÿðíîãî ðîñòêà îáèëüíîé ãåîäåçè÷å-

ñêîé ñîáñòâåííûå ÷èñëà ôîðìû Qγ íå îáÿçàíû áûòü öåëûìè. Íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àå M = R3 äëÿ ðîñòêîâ îáèëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â
òî÷êå Ìàðòèíå ïîëó÷àåì: specQγ = {1, 9

4
}.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôîðì Qγ õîðîøî èëëþñòðèðóåò ïîíÿòèå
ãåîäåçè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ñóáðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà M â òî÷êå
q0. Âîò, ÷òî ýòî òàêîå.
Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî C ⊂ M ñ

íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ (íàïðèìåð, øàð ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåí-
òðîì q0). Ñîåäèíèì âñå òî÷êè ìíîæåñòâà C c òî÷êîé q0 êðàò÷àéøè-
ìè ãåîäåçè÷åñêèìè. Ãåîäåçè÷åñêèå ïàðàìåòðèçóåì ïðîïîðöèîíàëü-
íî äëèíå äóãè òàê, ÷òîáû âñå îíè áûëè çàäàíû íà îäíîì è òîì æå
îòðåçêå [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x ∈ C ñîåäèíåíà ñ q0 ãåîäåçè-
÷åñêîé γx : [0, 1]→ M , ãäå γx(0) = q0, γx(1) = x. Åñëè òî÷êè q0 è x
ñîåäèíåíû íåñêîëüêèìè êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè, òî ìû áåð¼ì èõ âñå:
òîãäà γx íå îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ, à íåêîòîðîå èõ ìíîæåñòâî.
Òåïåðü ìû õîòèì ñòÿíóòü C ê q0 âäîëü êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Ïî-

ëîæèì Ct = {γx(t) : x ∈ C}, 0 ≤ t ≤ 1, òîãäà C1 = C, C0 = {q0}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà M çàäàíà íåêîòîðàÿ ôîðìà îáú¼ìà, òàê ÷òî
îïðåäåëåíû îáú¼ìû vol(Ct) > 0, 0 < t ≤ 1. Ãåîäåçè÷åñêîé ðàç-
ìåðíîñòüþ ñóáðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà M â òî÷êå q0 íàçûâàåòñÿ
lim
t→0

1
t

ln vol(Ct), åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò âûáî-

ðà ìíîæåñòâà C è ôîðìû îáú¼ìà. Èíûìè ñëîâàìè, ãåîäåçè÷åñêàÿ
ðàçìåðíîñòü � ýòî ïîðÿäîê, ñ êîòîðûì îáú¼ì ìíîæåñòâà Ct ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ 0.
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Òåîðåìà 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå ξ̄, ξ ∈ Oq0 , ýêâèðå-
ãóëÿðíû, à èñõîäÿùèå èç òî÷êè q0 àíîðìàëüíûå êðàò÷àéøèå ïó-
òè çàïîëíÿþò ïîäìíîæåñòâî ìåðû íîëü â M . Òîãäà ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ ðàçìåðíîñòü ñóáðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà M â òî÷êå q0 ðàâíà
trQξ̄, ∀ ξ̄ ∈ Oq0.

Íåêîòîðûå ïîÿñíåíèÿ ê ïîñëåäíåé òåîðåìå. Êàê ìû óæå îòìå÷à-
ëè, óñëîâèå ýêâèðåãóëÿðíîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ ξ̄ ïðè ξ ∈ Oq0 âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ âñåõ q0 èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà â M . ×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ íà èñõîäÿùèå èç òî÷êè q0

àíîðìàëüíûå êðàò÷àéøèå ïóòè, òî îíî âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ
âñåõ èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ ñóáðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, íî äîêàçà-
òåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòî âñåãäà òàê, íåò. Ìû çíàåì, ÷òî òàêèå ïóòè
çàïîëíÿþò çàìêíóòîå íèãäå íå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â M , íî íå
çíàåì, ìîæåò ëè îíî èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó. Ýòî âàæíûé îò-
êðûòûé âîïðîñ â ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.
Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû ó íàñ åñòü ÿâíàÿ ôîðìóëà

äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè (ñì. (3.3)). Ãåîäåçè÷åñêàÿ ðàçìåð-
íîñòü ðàâíà

d∑
i=1

n2
i =

m∑
i=1

(2i− 1)di.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü å¼ ñ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ, âû÷èñëåí-
íîé â ãëàâå 2. Ìû ñäåëàåì ýòî â ñëó÷àå, êîãäà m = 2, òî åñòü

∆
(1)

ξ̄
6= ∆

(2)

ξ̄
= Tq0M ïðè ξ ∈ Oq0 . Â ýòîì ñëó÷àå ôëàãè âäîëü ãåî-

äåçè÷åñêèõ ñîâïàäàþò ñ ôëàãîì ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå q0. Òàêèì
îáðàçîì, õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ñóáðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà M
ðàâíà d+2(n−d), à åãî ãåîäåçè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà d+3(n−d),
ãäå n � òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M . Òàêèì îáðà-
çîì, ãåîäåçè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ñòðîãî áîëüøå õàóñäîðôîâîé.
Íàïîìíèì, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü åñòü ïîðÿäîê, ñ êîòî-

ðûì îáú¼ì øàðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ðàäèóñà.
Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî åñòü ñàìîå ãðóáîå (íà óðîâíå ðàçìåðíîñòè)
ïðîÿâëåíèå óæå îòìå÷àâøåãîñÿ ñâîéñòâà ñóáðèìàíîâûõ (íî íå ðè-
ìàíîâûõ) ïðîñòðàíñòâ: íàëè÷èå ìíîæåñòâà ñêîëü óãîäíî êîðîòêèõ
ãåîäåçè÷åñêèõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ êðàò÷àéøèìè ïóòÿìè.
Íàïðèìåð, ïðè ñòÿãèâàíèè øàðà C = Bq0(r) ê åãî öåíòðó âäîëü

êðàò÷àéøèõ ïóòåé, ìíîæåñòâî Ct çàïîëíÿåò ëèøü ÷àñòü øàðàBq0(tr),
ïîñêîëüêó ïðè óìåíüøåíèè äëèíû âñ¼ áîëüøå èñõîäÿùèõ èç òî÷-
êè q0 ãåîäåçè÷åñêèõ îêàçûâàþòñÿ êðàò÷àéøèìè (îíè íå âûõîäÿò íà
ñôåðó Sq0(r), à íà ñôåðó Sq0(tr) âûõîäÿò). Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî
Ct �óïëîùàåòñÿ� ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì Bq0(tr), ïðè t → 0. Âñ¼ ýòî
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õîðîøî âèäíî óæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ãðóïïû Ãåéçåíáåðãà, ãäå
òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà òð¼ì, õàóñäîðôîâà ÷åòûð¼ì, à
ãåîäåçè÷åñêàÿ ïÿòè.

Ïåðåéä¼ì ê îáñóæäåíèþ ôîðì êðèâèçíû Rγ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî γ̇(0) ∈ kerRγ, òàê ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Rγ ôàêòè÷åñêè
îïðåäåëåíà íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå ∆q0/Rγ̇(0). Âàæíî ïîíÿòü, êàê
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Rξ̄ çàâèñèò îò ξ ∈ T ∗q0M .
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ξ 7→ Rξ̄(v) åñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ,

ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè 2, ∀v ∈ ∆q0. Ýòà
ôóíêöèÿ êîíå÷íà íà Oq0 è ìîæåò èìåòü ïîëþñà âíå Oq0 . Íàïîìíèì,
÷òî â ðèìàíîâîì ñëó÷àå Rξ̄(v) = 〈R(v, ˙̄ξ) ˙̄ξ, v〉, ãäå R � ðèìàíîâà
êðèâèçíà. Òàêèì îáðàçîì, â ðèìàíîâîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ξ 7→ Rξ̄(v)
åñòü ïðîñòî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, íî â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê.
Âîîáùå, î ñòðóêòóðå ýòèõ ôóíêöèé èçâåñòíî î÷åíü ìàëî, èõ ñå-

ðü¼çíîå èçó÷åíèå òîëüêî íà÷àëîñü. Åñëè çàïèñàòü ðàöèîíàëüíóþ
ôóíêöèþ ξ 7→ Rξ̄(v) â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, òî å¼ êîýôôèöèåí-
òû ñàìè îêàæóòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè îò ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ãàìèëüòîíèàíà h. ßâíûå âûðàæåíèÿ îäíàêî ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíû è ïî÷òè áåñïîëåçíû äëÿ ïîíèìàíèÿ ãåîìåòðèè.
Â ýòîé ñòàòüå ìû ãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì ôîðì Rξ̄ â õîðîøî èçó-

÷åííîì ñëó÷àå êîíòàêòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà 3-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè ξ 7→ Rξ̄(v) � êâàäðàòè÷íûå
ôîðìû2 íà T ∗q0M .
Èòàê, ïóñòü ∆ � êîíòàêòíîå ðàïðåäåëåíèå íà 3-ìåðíîì ðèìà-

íîâîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà dim ∆q0 = 2 è Rξ̄ åñòü êâàäðàòè÷-
íà ôîðìà íà îäíîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ∆q0/Rγ̇(0), òî
åñòü, ïî-ñóùåñòâó, ÷èñëî (åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñèì-
ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòè÷íîé ôîðìå).
Ïóñòü r(ξ) � ýòî ÷èñëî. Ôóíêöèÿ ξ 7→ r(ξ) ñàìà åñòü êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà íà T ∗q0M . Âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóæåíèå ýòîé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ∆q0 åñòü ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôîðìà: r|∆⊥q0 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâèçíà êîíòàêòíîé ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû
íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî
ïðîòèàîðå÷èò ïðèâû÷íîé ðèìàíîâîé êàðòèíå, îäíàêî, åñëè ïðè-
ãëÿäåòüñÿ, òî îêàæåòñÿ, ÷òî, íàîáîðîò, ïîëíîñòüþ åé ñîîòâåòñòâó-
åò. Äåéñòâèòåëüíî, â ñóáðèìàíîâîì, íî íå ðèìàíîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå âñåãäà èìåþòñÿ ñêîëü óãîäíî êîðîòêèå íå ëîêàëüíî êðàò÷àé-
øèå ãåîäåçè÷åñêèå. Òàêèì îáðàçîì, êðèâèçíà íå òîëüêî íå ìîæåò

2Äëÿ êîíòàêòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð íà ìíîãîîáðàçèÿõ áîëüøåé ðàç-
ìåðíîñòè ýòî óæå íå òàê.
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áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, íî è íå äîëæíà áûòü ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó íà ïðîñòðàíñòâå ãåîäåçè÷åñêèõ ôèêñèðîâàí-
íîé äëèíû. Èìåííî ýòî è ïðîèñõîäèò.
Íàïîìíèì, ÷òî ãåîäåçè÷åñêàÿ ξ̄ ïàðàìåòðèçîâàíà ïðîïîðöèîíàëü-

íî äëèíå äóãè, ïðè÷¼ì | ˙̄ξ| = h(ξ), ξ ∈ T ∗q0M . Êðîìå òîãî, h2 åñòü

êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, à ∆⊥q0 � å¼ ÿäðî. Äîáàâëÿÿ ê äàííîìó ξ ∈
T ∗q0M äîñòàòî÷íî áîëüøîé ýëåìåíò èç ∆⊥q0 , ìû íå ìåíÿåì ñêîðîñòè

ãåîäåçè÷åñêîé ξ̄, íî óâåëè÷èâàåì êðèâèçíó è ïðèáëèæàåì ïåðâûé
ñîïðÿæ¼ííûé ìîìåíò ê íóëþ. Îïðåäåëåíèå ñîïðÿæ¼ííîãî ìîìåíòà
äàíî â êîíöå ãëàâû 2.
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, èìååòñÿ î÷åíü òåñíàÿ, íå òîëüêî êà÷åñòâåí-

íàÿ, íî è êîëè÷åñòâåííàÿ ñâÿçü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû r(ξ), ξ ∈
T ∗q0M , ñî ñòðóêòóðîé ïåðâîé êàóñòèêè è ìíîæåñòâà ðàçðåçà âáëèçè
òî÷êè q0. Ñåé÷àñ ìû îïèøåì ýòó ñâÿçü, ïðè ýòîì íàì áóäåò óäîáíî
ïåðåíîðìèðîâàòü ôîðìó r(·), çàìåíèâ å¼ íà 5

2
r(·).

Âñÿêóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ïðè÷¼ì ìíîãèìè ñïîñîáàìè, â âè-
äå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êâàäðàòîâ ëèíåéíûõ ôîðì. Åñëè íà ïðî-
ñòðàíñòâå çàäàíà åâêëèäîâà ñòðóêòóðà, òî ìû ïîëó÷èì êàíîíè÷å-
ñêîå ïðåäñòàâëåíèå, âçÿâ êâàäðàòû ïîäõîäÿùåãî îðòîíîðìàëüíîãî
áàçèñà ëèíåéíûõ ôîðì.
Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà r(·) îïðåäåëåíà íà ïðîñòðàíñòâå T ∗q0M , à åâ-

êëèäîâà ñòðóêòóðà çàäàíà òîëüêî íà ïîäïðîñòðàíñòâå ∆q0 ⊂ Tq0M .
Ìû çíàåì òàêæå, ÷òî r|∆⊥q0 > 0. Ýòîé èíôîðìàöèè äîñòàòî÷íî äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìû 5
2
r â

âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êâàäðàòîâ:

5

2
r(ξ) = 〈ξ, f0〉2 + α1〈ξ, f1〉+ α2〈ξ, f2〉,

ãäå α1 ≥ α2, à f1, f2 ëåæàò â ∆q0 è îáðàçóþò îðòîíîðìàëüíûé áà-
çèñ ýòîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Âåêòîð f0 òðàíñâåðñàëåí ïëîñêîñòè
∆q0 è îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Åñëè α1 6= α2, òî âåêòîðû
f1, f2 òàêæå îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïîäõîäèò ëþáîé îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ ïëîñêîñòè ∆q0 . Íåñëîæíûé
âûâîä ýòîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìû ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Çàìåòèì, ÷òî h2(ξ) = 〈ξ, f1〉2 + 〈ξ, f2〉2 è ˙̄ξ(0) = 〈ξ, f1〉f1 + 〈ξ, f2〉f2.
Ââåä¼ì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå ν = 1

|〈ξ,f0〉| äëÿ âåëè÷èíû, îáðàò-

íîé ê àáñîëþòíîé âåëè÷èíå òðåòüåé êîîðäèíàòû âåêòîðà ξ, êîòîðàÿ
íå âëèÿåò íà íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ãåîäåçè÷åñêîé ξ̄. Ïîëîæèì òàêæå
κ = 1

2
(α1 +α2), χ = 1

6
(α1−α2); âåëè÷èíû κ è χ � ãëàâíûå ÷èñëîâûå

èíâàðèàíòû ñóáðèìàíîâîé ñòðóêòóðû.
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Ïóñòü lengthconj(γ) � äëèíà îòðåçêà ãåîäåçè÷åñêîé γ äî ïåðâîé
ñîïðÿæ¼ííîé òî÷êè (ïî-àíãëèéñêè conjugate point). Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

lengthconj(ξ̄) = 2πν − πκν3 +O(ν4)

ïðè ν → 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ 6= 0, ò. å. α1 > α2. Â ýòîì ñëó÷àå
ïåðåñå÷åíèå ïåðâîé êàóñòèêè è ìíîæåñòâà ðàçðåçà ñ ìàëîé îêðåñò-
íîñòüþ òî÷êè q0 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Êàñàòåëüíûé êîíóñ è ê êàóñòèêå, è ê ìíîæåñòâó ðàçðåçà â òî÷êå
q0 åñòü ïðÿìàÿ Rf0. Ïåðâàÿ êàóñòèêà ñîñòîèò èç äâóõ �ïèðàìèä�
ñ âåðøèíîé q0, îäíà èç ïèðàìèä îòâå÷àåò ïîëîæèòåëüíûì çíà÷å-
íèÿì âåëè÷èíû 〈ξ, f0〉, à äðóãàÿ îòðèöàòåëüíûì. Êàæäàÿ èç ïèðà-
ìèä èìååò ïî 4 ðåáðà âîçâðàòà. Àñèìïòîòè÷åñêè ýòè ð¼áðà âîçâðàòà
ñóòü ïîëóêóáè÷åñêèå ïàðàáîëû. Åñëè ñ÷èòàòü îñü Rf0 âåðòèêàëüíîé
îñüþ, òî ãîðèçîíòàëüíûå ñå÷åíèÿ ïåðâîé êàñòèêè àñèìïòîòè÷åñêè
� àñòðîèäû ñ öåíòðîì íà îñè Rf0, ïðè÷¼ì ñèììåòðè÷íûå àñòðîèäû
(ò. å. äâå äèàãîíàëè àñòðîèäû ðàâíû). Âåðøèíû àñòðîèä ëåæàò íà
ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì Rf1,Rf2.
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Ïåðâàÿ ñîïðÿæ¼ííàÿ òî÷êà ãåîäåçè÷åñêîé ξ ëåæèò íà âûñîòå πν2+
O(ν4), à äëèíà äèàãîíàëè `àñòðîèäû', ïîëó÷àåìîé ñå÷åíèåì êàóñòè-
êè íà ýòîé âûñîòå ðàâíà 4πχν3 + O(ν4). Ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå
ìíîæåñòâà ðàçðåçà (ïî-àíãëèéñêè cut locus) àñèìïòîòè÷åñêè åñòü
äèàãîíàëü àñòðîèäû, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíû, ëåæàùèå íà ïðÿìîé,
ïàðàëëåëüíîé îñè Rf1. Ñëîâî �àñèìïòîòè÷åñêè� çäåñü (êàê è âûøå)
çàìåíÿåò ìíîãîñëîâíîå, íî äîñòàòî÷íî ÿñíîå èç ðèñóíêà è, íà ìîé
âçãëÿä, èçëèøíå çàãðîìîæäàþùåå òåêñò, îïèñàíèå. Ìîæíî áûëî
áû íàïèñàòü: ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå ìíîæåñòâà ðàçðåçà íà âûñî-
òå πν2 åñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ïðîòèâîïîëîæíûå ð¼áðà
âîçâðàòà êàóñòèêè; ïðè ðàñòÿæåíèè ãîðèçîíòàëüíûõ êîîðäèíàò (íî
íå âåðòèêàëüíîé!) â 1

ν3
ðàç è ñòðåìëåíèè ν ê íóëþ ýòà êðèâàÿ ðàâ-

íîìåðíî ñõîäèòñÿ ê èíòåðâàëó (−2πχf1, 2πχf1).
Ìû âèäèì, ÷òî êðèâèçíà Rξ̄, ξ ∈ T ∗q0M ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-

åò ôîðìó ïåðâîé êàóñòèêè è ìíîæåñòâà ðàçðåçà âáëèçè òî÷êè q0

íå òîëüêî êà÷åñòâåííî, íî è êîëè÷åñòâåííîé. Äîëæåí îäíàêî ïðè-
çíàòü, ÷òî ìåõàíèçì ýòîé ñâÿçè ïîêà ïîíÿò ïëîõî: ó íàñ íåò îáùèõ
òåîðåì, âûâîäÿùèõ îñíîâíûå ñâîéñòâà êàóñòèêè è ìíîæåñòâà ðàç-
ðåçà èç ñòðóêòóðû ôîðì êðèâèçíû.
Äî ñèõ ïîð ìû çàíèìàëèñü êðèâèçíîé â çàäàííîé òî÷êå q0 ∈ M ,

íî, ïîñêîëüêó ýòî ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ, ìû òàêèì îá-
ðàçîì íàõîäèì êðèâèçíó è å¼ íîðìàëüíóþ ôîðìó âî âñåõ òî÷êàõ.
Ïîëó÷àåì ãëàäêèå ôóíêöèè q 7→ κ(q) è q 7→ χ(q), à òàêæå âåêòîð-
íîå ïîëå q 7→ f0(q). Â ñëó÷àå χ(q0) = 0 ôîðìà ïåðâîé êàóñòèêè è
ìíîæåñòâà ðàçðåçà ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîé âûøå è äîñòà-
òî÷íî òî÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ïðîèçâîäíûì ôóíêöèè χ â òî÷êå
q0. Åñëè æå χ(q) = 0, ∀q ∈ M , òî âñ¼ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíûìè
ôóíêöèè κ. Â ñëó÷àå æå χ ≡ 0, κ ≡ const ïåðâàÿ êàóñòèêà âáëèçè
òî÷êè q0 ñëèâàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ðàçðåçà è ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðè-
åé ïîëÿ f0.
Âîîáùå, êëàññ êîíòàêòíûõ ñóáðèìàíîâûõ ñòðóêòóð, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ χ ≡ 0, èìååò âåñüìà ïðîçðà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ïîòîê, ïîðîæä¼ííûé ïîëåì f0,
ñîñòîèò èç ñóáðèìàíîâûõ èçîìåòðèé. Ðàñïðÿìèâ ïîëå f0 â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q0, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ýòó îêðåñòíîñòü
êàê ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëà (êóñî÷êà òàåêòîðèè ïîëÿ f0) è äâóìåð-
íîé îáëàñòè. Ðàñïðåäåëåíèå ∆ òðàíñâåðñàëüíî òðàåêòîðèÿì ïîëÿ
f0, à ñóáðèìàíîâà äëèíà âåêòîðîâ èç ∆ çàâèñèò òîëüêî èõ ïðîåêöèé
íà äâóìåðíóþ îáëàñòü, ïîñêîëüêó ñäâèã âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ f0
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åñòü èçîìåòðèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñóáðèìàíîâà äëèíà ãîðèçîíòàëü-
íûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ðèìàíîâó ñòðóêòóðó íà äâó-
ìåðíîé îáëàñòè, ïðåâðàùàÿ ýòó îáëàñòü â ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü.
Äàëåå, ôóíêöèÿ κ, áóäó÷è ñóáðèìàíîâûì èíâàðèàíòîì, ïîñòîÿííà
íà òðàåêòîðèÿõ ïîëÿ f0 è ÿâëÿåòñÿ, ïî-ñóùåñòâó, ôóíêöèåé íà ýòîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.
Îêàçûâàåòñÿ, κ åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ãàóññîâà êðèâèçíà ýòîé ðè-

ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, à èñõîäíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà ëîêàëüíî
èçîìåòðè÷íà ñòðóêòóðå, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å Äèäîíû íà ðè-
ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à Äèäîíû � ýòî ñïå-
öèàëüíàÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè:
âíåøíèé äèôôåðåíöèàë 1-ôîðìû, çàäàþùåé èçîïåðèìåòðè÷åñêîå
îãðàíè÷åíèå â ýòîé çàäà÷å, ðàâåí ôîðìå ïëîùàäè íà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà ñîîòâåò-
ñòâóåò çàäà÷å Äèäîíû íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, òî åñòü ñëó÷àþ
χ(·) ≡ κ(·) ≡ 0.
Òàêèì îáðàçîì, êîíòàêòíàÿ ñóáðèìàíîâà ñòðóêòóðà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà ñâîåìó ìåòðè÷åñêîìó êàñàòåëüíî-
ìó, êîãäà χ = κ = 0 âî âñåõ òî÷êàõ èëè, ýêâèâàëåíòíî, êîãäà êâàä-
ðàòè÷íàÿ ôîðìà ξ 7→ r(ξ), ξ ∈ T ∗q0M, èìååò ðàíã 1 äëÿ âñåõ q0. Ìû
óæå âûÿñíèëè, ÷òî ýòà ôîðìà íå ìîæåò áûòü íóëåâîé.

Êîììåíòàðèè. Ñóáðèìàíîâà êðèâèçíà áûëà îòêðûòà ñîâñåì íåäàâ-
íî (ñì. [4, 5]), å¼ îïðåäåëåíèå íàïîìèíàåò îðèãèíàëüíóþ êîíñòðóê-
öèþ Ðèìàíà êðèâèçíû åãî èìåíè [25]. Òåîðåìû 7,8 è ïðåäëîæåíèå
5 äîêàçàíû â [4]. Òèïè÷íûå òð¼õìåðíûå êîíòàêòíûå ñòðóêòóðû ïî-
äðîáíî èññëåäîâàíû â [1, 14, 7] çàäîëãî äî îòêðûòèÿ ñóáðèìàíîâîé
êðèâèçíû.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] A. Agrachev, Exponential mappings for contact sub-Riemannian structures. J.
Dynam. Contr. Syst., 1996, v.2, 321�358

[2] A. Agrachev, Tangent hyperplanes to subriemannian balls. J. Dynam. Contr.
Syst., 2016, v.22, 683�692

[3] A. Agrachev, D. Barilari, U. Boscain, Introduction to Riemannian and
sub-Riemannian geometry. https://webusers.imj-prg.fr/ davide.barilari/ABB-
SRnotes-110715.pdf

[4] A. Agrachev, B. Barilari, L. Rizzi, Curvature: a variational approach.
ArXiv:1306.5318; Memoires Amer. Math. Soc., â ïå÷àòè

[5] A. Agrachev, B. Barilari, L. Rizzi, Sub-Riemannian curvature in contact
geometry. ArXiv:1505.04374; J. Geom. Anal., â ïå÷àòè

[6] A. Agrachev, B. Bonnard, M. Chyba, I. Kupka, Sub-Riemannian sphere in
Martinet �at case. ESAIM: Control, Optimisation and Calculus of Variations,
1997, v.2, 377�448



ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ ÑÓÁÐÈÌÀÍÎÂÎÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ 39

[7] A. Agrachev, H. Chakir, J.-P. Gauthier, Sub-Riemannian metrics on R3. Proc.
Canadian Math. Soc., 1998, v.25, 29�78

[8] A. Agrachev, R. Gamkrelidze, A. Sarychev, Local invariants of smooth control
systems. Acta. Appl. Math., 1989, v.14, 191�237

[9] A. Bellaiche, The tangent space in sub-Riemannian geometry. In: Sub-
Riemannian Geometry, v.144 of Progr. Math., pp.1-78. Birkh�auser, Basel, 1996

[10] È. Áåñ÷àñòíûé, Îá îïòèìàëüíîì êà÷åíèè ñôåðû ñ ïðîêðó÷èâàíèåì, áåç
ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ìàòåì. ñá. 2014, ò.205, 3-�38

[11] R. Bianchini, G. Stefani, Graded approximations and controllability along a
trajectory. SIAM J. Control Optim., 1990, v.28, 903�924

[12] À. Âåðøèê, Â. Ãåðøêîâè÷, Íåãîëîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Ãåîìåò-
ðèÿ ðàñïðåäåëåíèé è âàðèàöèîííûå çàäà÷è. Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñî-
âðåì. ïðîáë. ìàò. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ, 1987, ò.16, 5�85

[13] P. Cannarsa, L. Ri�ord, Semiconcavity results for optimal control problems
admitting no singular minimizing controls. Ann. Inst. H. Poincar�e Anal. Non
Lin�eaire, 2008, v.25, 773-802

[14] H. Chakir, J.-P. Gauthier, I. Kupka, Small sub-Riemannian balls on R3. J.
Dynam. Contr. Syst., 1996, v.2, 359�421

[15] Y. Chitour, F. Jean, E. Tr�elat, Genericity results for singular curves. J. Di�er.
Geom., 2006, v.73, 45-73

[16] W.-L. Chow, �Uber Systeme von linearen partiellen Di�erentialgleichungen
erster Ordnung. Math. Ann., 1939, v.117, 98�105

[17] L.Euler, Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate
gaudentes, sive Solutio problematis isoperimitrici latissimo sensu accepti,
Lausanne, Geneva, 1744.

[18] M. Gromov, Carnot-Carath�eodory spaces seen from within. In: Sub-
Riemannian geometry, v.144 of Progr. Math., pp. 79�323. Birkh�auser, Basel,
1996

[19] V. Jurdjevic, Geometric control theory. Cambridge Univ. Press, 1997
[20] J. Mithell, On Carnot�Carath�eodory metrics. J. Di�erential Geom., 1985, v.21,

35�45
[21] R. Montgomery, A tour of subriemannian geometries, their geodesics and

applications. Mathematical Surveys and Monographs, v91. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2002

[22] T. Nagano, Linear di�erential systems with singularities and applications to
transitive Lie algebras. J. Math. Soc. Japan, 1966, v.15, 398�404

[23] Ë. Ïîíòðÿãèí, Â. Áîëòÿíñêèé, Ð. Ãàìêðåëèäçå, Å. Ìèùåíêî, Ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ. Ôèçìàòãèç, Ìîñêâà, 1961

[24] Ï. Ðàøåâñêèé, Î ñîåäèíèìîñòè ëþáûõ äâóõ òî÷åê âïîëíå íåãîëîíîìíîãî
ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìîé ëèíèåé. Ó÷. çàï. Ìîñ. ãîñ. ïåä. èí-òà. èì. Ê.
Ëèáíåõòà. Ñåð. ôèç.-ìàò. 1938, ò.3, 83-�94

[25] B. Riemann, Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. In:
Abhandlungen der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu G�ottingen
1868, v.13, 133-150

[26] L. Ri�ord, A propos des spheres sous-riemanniennes. Bull. Belg. Math. Soc.
Simon Stevin, 2006 v.13, 521-526

[27] Þ. Ñà÷êîâ, Ñèììåòðèè è ñòðàòû Ìàêñâåëëà â çàäà÷å îá îïòèìàëüíîì êà-
÷åíèè ñôåðû ïî ïëîñêîñòè Ìàòåì. ñá., 2010, ò.201, 99�120



40 À. À. Àãðà÷åâ

[28] H. Sussmann, Orbits of families of vector �elds and integrability of
distributions. Trans. Amer. Math. Soc., 1973, v.180, 172�188


