
À. À. Àãðà÷åâ: êðàòêèé ïóòåâîäèòåëü ïî ñïèñêó ðàáîò

Â ðàáîòàõ ïðåäñòàâëåíà ñàìàÿ ðàçíîîáðàçíàÿ ìàòåìàòèêà: è àíàëèç,
è ãåîìåòðèÿ, è òîïîëîãèÿ, è àëãåáðà, íî ìîòèâèðîâêîé âñåãäà ñëóæàò
çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ïðåæäå âñåãî, òåñíî ñâÿçàí-
íûå ìåæäó ñîáîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è óïðàâëÿåìîñòè, íî
òàêæå è çàäà÷è êëàññèôèêàöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíî åñòå-
ñòâåííûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé. Áîëüøèíñòâî ðàáîò íàïèñàíû â ñîàâ-
òîðñòâå ñ äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè, áîëüøå âñåãî, ñ ìîèì ó÷èòåëåì Ðåâà-
çîì Âàëåðèàíîâè÷åì Ãàìêðåëèäçå.

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âçàèìîäåéñòâèå íåêîì-
ìóòèðóþùèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Òàêîé óãîë çðåíèÿ óêàçûâàåò åñòå-
ñòâåííîå ìåñòî òåîðèè óïðàâëåíèÿ â ìàòåìàòèêå è åñòåñòâåííûé èñòî÷-
íèê íîâûõ ìåòîäîâ è ïðèëîæåíèé.

Ïåðâûå ñåðü¼çíûå ðàáîòû, ñîñòàâèâøèå ñîäåðæàíèå êàíäèäàòñêîé äèñ-
ñåðòàöèè (ñì. [117, 116] â ïðèëîæåííîì ñïèñêå ïóáëèêàöèé) êàñàëèñü ïî-
òî÷å÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè, ïðåæäå âñåãî, äëÿ îñîáûõ ýêñòðåìà-
ëåé. Ýòà òåìà ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â [109, 98]. Îïûò ðàáîòû ñî
ñëîæíûìè "ïàêåòàìè âàðèàöèé" ïðè ðàçðàáîòêå ýòèõ óñëîâèé ïîçâîëèë
ïîñòðîèòü îáùåå õðîíîëîãè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå. Ýòî èñ÷èñëåíèå (ñì. [115,
96]) ñâÿçûâàåò ðåøåíèå íåàâòîíîìíîé ýâîëþöèîííîé ñèñòåìû ñ êîììó-
òàöèîííûìè ñâîéñòâàìè àâòîíîìíûõ ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ "çàìîðàæèâà-
íèåì âðåìåíè" â ïðàâîé ÷àñòè.

×èñòî àíàëèòè÷åñêèì ñëåäñòâèåì èñ÷èñëåíèÿ îêàçàëîñü îáîáùåíèå
êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êîøè�Êîâàëåâñêîé íà ñëó÷àé ðàçðûâíîé ïî âðå-
ìåíè ïðàâîé ÷àñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ
(ñì. [113]). Ýòî èñ÷èñëåíèå èìåëî òàêæå è àëãåáðàè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå:
óäàëîñü âûäåëèòü âàæíûé êëàññ õðîíîëîãè÷åñêèõ àëãåáð, ðàññìîòðåííûé
â [114] è çàòåì ìíîãîêðàòíî ïåðåîòêðûòûé ïîä ðàçíûìè íàçâàíèÿìè.
Ýëåìåíòàìè àääèòèâíîãî áàçèñà ïîñòðîåííîé â [114] ñâîáîäíîé õðîíîëî-
ãè÷åñêîé àëãåáðû, ÿâëÿþòñÿ êîðíåâûå äåðåâüÿ.

Ñëåäóþùåé âàæíîé òåìîé ñòàëè îáùèå êâàäðàòè÷íûå óñëîâèÿ îï-
òèìàëüíîñòè, íå òîëüêî ïîòî÷å÷íûå, íî è "ðàñïðåäåë¼ííûå". Çäåñü áû-
ëè äâå ãëàâíûå çàäà÷è: 1) íàéòè ðàçóìíûå óñëîâèÿ, óñòîé÷èâûå ê âñå-
âîçìîæíûì âûðîæäåíèÿì (íåèçáåæíûì èç-çà íàëè÷èÿ îñîáûõ ýêñòðå-
ìàëåé); 2) íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü ñ âåêòîðíûìè êâàäðàòè÷íûìè îòîáðàæå-
íèÿìè, à íå òîëüêî ñî ñêàëÿðíûìè êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè. Ðåøåíèå
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êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷ çàâåëî äîñòàòî÷íî äàëåêî, à ðåçóëüòàòû ñîñòàâèëè
îñíîâó äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè.

Äëÿ áîðüáû ñ âûðîæäåíèÿìè ÷ðåçâû÷àéíî ýôôåêòèâíûì îêàçàëñÿ
ÿçûê ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ðàíåå óæå ïðîÿâèâøèé ñåáÿ â ãàìèëü-
òîíîâîé ôîðìóëèðîâêå Ïðèíöèïà Ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. À èìåííî,
êàæäîé îïòèìàëüíîé ïîíòðÿãèíñêîé ýêñòðåìàëè ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÿêîáè-

åâà êðèâàÿ â ëàãðàíæåâîì ãðàññìàíèàíå, à óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïè-
øóòñÿ â òåðìèíàõ èíäåêñà Ìàñëîâà ýòèõ êðèâûõ, òî÷íåå, íåêîòîðîé ìî-
äèôèêàöèè èíäåêñà Ìàñëîâà, îïðåäåë¼ííîé è äëÿ ðàçðûâíûõ êðèâûõ è
èãðàþùåé ðîëü ñâîåîáðàçíîé äèñêðåòíîé äëèíû êðèâîé íà ëàãðàíæå-
âîì ãðàññìàíèàíå. Òàêæå, êàê ïîíòðÿãèíñêèå ñîïðÿæ¼ííûå ïåðåìåííûå
çàìåíÿþò äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè öåíû, êîãäà äèôôåðåíöèàëà íå ñóùå-
ñòâóåò, òî÷êè ÿêîáèåâîé êðèâîé çàìåíÿþò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
öåíû. Ýòà òåîðèÿ è å¼ ïðèëîæåíèÿ èçëîæåíû â ðàáîòàõ [106, 104, 95, 94,
93, 73, 72, 71, 51, 49, 40] (ñì. òàêæå ëåêöèîííûå çàìåòêè [28])

Òåïåðü ïî ïîâîäó êâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé. Êâàäðàòè÷íûå óñëî-
âèÿ îïòèìàëüíîñòè ñâîäÿòñÿ ê óñëîâèÿì ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ ñè-
ñòåì êâäðàòíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâþ Óïîìÿíóòûå âûøå èíäåêñû
Ìàñëîâà ÿêîáèåâûõ êðèâûõ � ñóòü èíäåêñû èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì,
âõîäÿùèõ â ñèñòåìó. Íàéòè óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû â òåðìèíàõ
ýòèõ èíäåêñîâ è äîñòóïíîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè � îòäåëüíàÿ
âåñüìà ñåðü¼çíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ïðîáëåìà.

Â ðàáîòàõ [103, 102, 101, 97] ðåøàåòñÿ ãîðàçäî áîëåå îáùàÿ çàäà-
÷à: âû÷èñëåíèå ÷èñåë Áåòòè ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé ñè-
ñòåìû êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Òàì ïîñòðîåíà íåêîòîðàÿ
ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê ãîìîëîãèÿì ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé; ÷ëåí E2 ýòîé ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçó-
åò òîëüêî èíäåêñû èíåðöèè, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ íóæíû
åù¼ íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû, îïðåäåëÿåìûå
ñèñòåìîé.

Îòäåëüíàÿ òåìà � âûñøèå âàðèàöèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, ò.å. å¼ ïî-
ëèíîìèàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè. Çäåñü òîæå ñëåäó-
åò âûäåëèòü äâà ñóùåñòâåííî ðàçíûõ àñïåêòà: àëãåáðàè÷åñêèé è àíàëèòèêî-
ãåîìåòðè÷åñêèé. Àëãåáðàè÷åñêîìó àñïåêòó ïîñâÿùåíà ðàáîòà [91]. Äåëî â
òîì, ÷òî ÷ëåí äàííîé ñòåïåíè â ðàçëîæåíèè ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ ãëàâíûì
òàì, ãäå ïðåäûäóùèå ÷ëåíû îáðàùàþòñÿ â íîëü, è åãî àëãåáðàè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå ôàêòè÷åñêè îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ïîëèíîìà îò ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ. Ýòî ïîðîæäàåò áîãàòóþ àëãåá-
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ðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ñâÿçàííóþ ñ âûñøèìè âàðèàöèÿìè è èçó÷åííóþ
â óïîìÿíóòîé ðàáîòå. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò � ïîëíîå îïèñàíèå ñèììåòðèé
âûñøèõ âàðèàöèé è îòêðûòèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâà-
þùåãî òàñîâî÷íîå óìíîæåíèå ñ ïðîèçâåäåíèåì â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå.

Àíàëèòèêî-ãåîìåòðè÷åñêèé àñïåêò ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [105, 96, 48].
Ãëàâíûé ðåçóëüòàò çäåñü � ïîñòðîåíèå ñïåöèàëüíûõ ïðèâèëåãèðîâàííûõ
êîîðäèíàò, ïîçâîëÿþùèõ âûäåëèòü êàíîíè÷åñêóþ êâàçèîäíîðîäíóþ ïî-
ëèíîìèàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ñèñòåìû � íåãîëîíîìíûé àíàëîã ëèíåà-
ðèçàöèè.

Ê ðàáîòàì î âûñøèõ âàðèàöèÿõ ïðèìûêàþò ñòàòüè [108, 90, 88, 87],
ïîñâÿù¼ííûå óñëîâèÿì ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ãëàäêèõ ñèñòåì. Ïðî-
äîëæåíèå óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû íà ïðîñòðàíñòâà ñòðóé è ñèñòåìàòè÷å-
ñêîå èñïîëüçîâàíèå áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ âàðèàöèé ïîçâîëèëî ïîëó-
÷èòü íàèáîëåå ñèëüíûå èç èçâåñòíûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëîêàëüíîé
óïðàâëÿåìîñòè.

Öåëûé ðÿä ðàáîò ïîñâÿù¼í çàäà÷å ãëîáàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ îá-
ëàäàþùèõ áîãàòîé ñèììåòðèåé ñèñòåì èç ãåîìåòðèè, ìåõàíèêè è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè [111, 46, 44, 39, 38, 35, 27, 24, 18]. Áûñòðî îñöèëëèðó-
þùèå (ïðè÷¼ì ñðàçó â íåñêîëüêèõ øêàëàõ) âàðèàöèè îêàçàëèñü îñîáåííî
ýôôåêòèâíûìè ïðè óïðàâëåíèè óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäè-
íàìèêè, à åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì óïðàâëÿåìîñòè � ðåãóëÿðíîñòü ðå-
øåíèé ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóù¼ííûõ óðàâíåíèé (ñì. [34]). Â ðàáîòå [39] îá
óïðàâëÿåìîñòè íà óíèòàðíîé è äðóãèõ êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ â êà÷åñòâå
ïîáî÷íîãî ðåçóëüòàòà íàéäåíû äèàìåòðû ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ.

Áîëüøîé öèêë ðàáîò ïîñâÿù¼í ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè: ñóáðèìàíî-
âî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè îòëè÷àåòñÿ îò ðèìàíîâà íàëè÷èåì
íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé íà äîïóñòèìûå êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè. Â ðà-
áîòàõ [84, 82, 78] ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ æ¼ñòêî-
ñòè è ëîêàëüíîé ìèíèìàëüíîñòè (êàê ñëàáîé, òàê è ñèëüíîé) àíîðìàëü-
íûõ ñóáðèìàíîâûõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Â ðàáîòàõ [82, 80, 79, 75, 70, 63, 61, 60,
55, 21, 9, 2, 1] ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ òð¼õìåðíûå ñóáðèìàíîâû ïðîñòðàí-
ñòâà: èõ äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû, íîðìàëüíûå ôîðìû, àíàëîã
ôîðìóëû Ãàóññà�Áîííý, ãåîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà, òèïè÷íûå îñîáåíî-
ñòè ñôåð, êàóñòèê è âîëíîâûõ ôðîíòîâ, à òàêæå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñóáðèìàíîâûõ
ìåòðèê íà òð¼õìåðíûõ óíèìîäóëÿðíûõ ãðóïïàõ.

Â ðàáîòàõ [75, 67, 64, 57] ðåøåí îñòàâàâøèéñÿ äîëãîå âðåìÿ îòêðûòûì
âîïðîñ î ñóáàíàëèòè÷íîñòè ñóáðèìàíîâà ðàññòîÿíèÿ äëÿ âåùåñòâåííî-
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àíàëèòè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Â [75] ïðèâåä¼í ïåðâûé ïðèìåð íåñóáàíàëè-
òè÷íîãî ðàññòîÿíèÿ, à â [57] � îáùèå íåáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ñóáàíàëèòè÷íîñòè. Äðóãàÿ ñòàðàÿ çàäà÷à, îòíîñÿùàÿñÿ ê ïðîèçâîëü-
íûì ñóáðèìàíîâûì ìåòðèêàì, ðåøåíà â [30]. Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî
ôóíêöèÿ ñóáðèìàíîâà ðàññòîÿíèÿ � ãëàäêàÿ íà îòêðûòîì ïëîòíîì ïîä-
ìíîæåñòâå: â òî÷êè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà âåäóò òîëüêî ñòðîãî íîðìàëüíûå
ìèíèìèçèðóþùèå äëèíó ãåîäåçè÷åñêèå.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, èññëåäîâàíèå âòîðîé âàðèàöèè â çàäà÷àõ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ÿêîáèåâûõ êðèâûõ: ñïå-
öèàëüíûõ êðèâûõ â ëàãðàíæåâîì ãðàññìàíèàíå, îòâå÷àþùèõ îïòèìàëü-
íûì ýêñòðåìàëÿì. Ëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí åñòü îäíîðîäíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñèìïëåêòè÷åñêîé ãðóïïû; äåéñòâèå ãðóïïû ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëèòü êðèâèçíó êðèâîé è ðàçëè÷àòü êðèâûå ïîëîæèòåëü-
íîé è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Íàêîíåö, êðèâèçíà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, êðèâèçíà ÿêîáèåâîé êðèâîé, îòâå÷à-
þùåé ýêñòðåìàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçà-
öèè äëèíû êðèâîé íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ýòà êðèâèçíà ñîâïàäàåò ñ
îáû÷íîé ñåêöèîííîé êðèâèçíîé, òàê ÷òî îáùàÿ êîíñòðóêöèÿ îêàçûâàåòñÿ
î÷åíü äàë¼êèì îáîáùåíèåì ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè è, êàê è â ðèìàíîâîì
ñëó÷àå, äà¼ò ìîùíîå ñðåäñòâî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãëàäêèõ çàäà÷ îïòèìàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ áåç ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòà òåîðèÿ
ðàçâèâàåòñÿ â ðàáîòàõ [77, 68, 54, 52, 43, 36, 13, 7] è åù¼ äàëåêà îò ñâîåãî
çàâåðøåíèÿ. Ñðåäè íåäàâíèõ ïðèëîæåíèé ìîæíî óïîìÿíóòü ðàáîòû [20,
16, 15], ïîñâÿù¼ííûå îïòèìàëüíîìó ñèíòåçó äëÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ñ
áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì è ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòíûõ ëàãðàíæåâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé.

Ñðåäè ðàáîò, íå âõîäÿùèõ â ïåðå÷èñëåíûå öèêëû, ìîæíî óïîìÿíóòü:

• ñàìîþ ïåðâóþ ñòóäåí÷åñêóþ çàìåòêó [118], ãäå, ãðóáî ãîâîðÿ, ïî-
êàçàíî, ÷òî çíàìåíèòîå ïðåäñòàâëåíèå Êîëìîãîðîâà íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ â âèäå ñïåöèàëüíûõ ñóïåðïîçèöèé
ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî è ñëîæåíèÿ íåëüçÿ ñèëüíî óïðîñòèòü;

• ðàáîòó [76], ãäå ïîñòðîåíà òåîðèÿ Ìîðñà äëÿ íåïðåðûâíûõ ñåëåê-
òîðîâ èç íåñêîëüêèõ ãëàäêèõ ôóíêöèé.

• ðàáîòó [33], ãäå ïîëó÷åíû íîðìàëüíûå ôîðìû äëÿ øèðîêîãî êëàññà
àôèííûõ ïî óïðàâëåíèþ ñèñòåì è ïðåäëîæåí ñïîñîá êëàññèôèêà-
öèè çàäà÷ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè ìîäóëÿìè.
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• Ðàáîòû [23, 17] î "çàäà÷å Ìîíæà�Êàíòîðîâè÷à" è "ñëàáîé ÊÀÌ
òåîðåìå" äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

• Ðàáîòû [8, 5] î ìåðå Õàóñäîðôà è òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâ ïóòåé â
ñóáðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

• Â êíèãå [47] èçëîæåíû îñíîâû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ.

Çäåñü ïåðå÷èñëåíû íå âñå òåìû, ïðåäñòàâëåííûå â ñïèñêå ïóáëèêàöèé,
è íå âñå ñòàòüè âêëþ÷åíû â ýòîò ñïèñîê, íî íàèáîëåå âàæíûå ðàáîòû
áåçóñëîâíî îòìå÷åíû.
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