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Introduzione

Questo testo di Meccanica Quantistica ha origine dalle lezioni che ho tenuto nel
corso degli anni agli studenti del quarto anno, e poi della laurea specialistica,
del Dipartimento di Matematica dell’Università di Roma La Sapienza. È stato
di spunto per miei seminari/lezioni agli studenti della Scuola di Dottorato in
Matematica della Università di Roma La Sapienza e agli studenti di Dottorato
in Matematica del settore di Fisica Matematica della Sissa di Trieste.
Ho cercato di delineare una presentazione che, senza togliere alla precisione ma-
tematica, facesse cogliere la struttura concettuale e l’unità della teoria. Occorre
chiarire subito che la Meccanica Quantistica che viene descritta in questo libro
è la meccanica quantistica non-relativistica formulata nelle sue parti essenziali
da De Broglie e soprattutto Schrödinger da un lato, e da Born, Heisenberg e
Jordan dall’altro, con contributi importanti di Dirac e Pauli. Questo libro non
tratta, se non molto marginalmente, argomenti relativi a sistemi quantistici con
infiniti gradi di libertà, Teoria dei Campi Quantizzati e Meccanica Statistica
Quantistica.
Ho avuto modo di compiere una rielaborazione di tutto il testo durante gli anni
in distacco all’Accademia dei Lincei, e la stesura definitiva di alcuni capitoli
è stata fatta in occasione della preparazione di una serie di lezioni/seminari
che ho tenuto al Dipartimento di Fisica dell’Università Federico II di Napoli
nell’ambito del progetto Mecenas. La forma finale della presentazione di questi
capitoli ha tratto molto beneficio dall’attenta partecipazione dei presenti.

Desidero qui ringraziare gli studenti che hanno seguito i miei corsi e i nume-
rosi colleghi con i quali ho discusso il contenuto di questo libro per commenti,
suggerimenti e critiche costruttive che ne hanno molto migliorato la fruibilità
da parte degli studenti. In particolare desidero ringraziare Sergio Albeverio e
Andrea Posilicano per l’attenta lettura e Giuseppe Marmo e Alessandro Teta
per i numerosi commenti.
Desidero ringraziare il mio gruppo di ricerca delocalizzato MMQM (Mathema-
tical Methods in Quantum Mechanics) per l’aiuto datomi nella correzione di
errori, di stampa e non solo: un grazie particolare va a Alessandro Teta per il
lavoro di coordinamento.
Desidero infine ringraziare caldamente Alessandro Zampini per la preziosa col-
laborazione nel porre il testo in veste di stampa, e per l’accurata revisione; ed
ancora Giuseppe Marmo per il contributo dato all’edizione presso Bibliopolis.

Presentazione

Il primo volume del libro (Capitoli da 1 fino a 10) contiene gli elementi essen-
ziali della costruzione matematica e concettuale della Meccanica Quantistica, e
alcuni degli strumenti matematici che maggiormente sono utilizzati per la sua
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formulazione. Alcuni capitoli contengono costruzioni specifiche della dinamica
quantistica e applicazioni tratte da problemi di Fisica.
Questa parte introduttiva serve a familiarizzare lo studente con il formalismo
della Meccanica Quantistica, e tuttavia contiene argomenti che sono ancora
oggetto di ricerca.
Ciascuno dei capitoli del secondo volume (Capitoli da 11 a 19) tratta un tema
specifico, spesso oggetto tuttora di ricerca, scelto tra quelli che considero più in-
teressanti. Poiché la definizione interessante è largamente soggettiva, alcuni dei
temi non trattati possono essere da altri considerati più rilevanti o di maggiore
interesse per alcune applicazioni. Le applicazioni della Meccanica Quantistica
coprono un vastissimo spettro di argomenti di ricerca, e la scelta di quali trattare
non può essere che individuale.

Il Capitolo 1 è una breve introduzione storica, a mio avviso necessaria per
comprendere la formulazione della Meccanica Quantistica.
Il Capitolo 2 contiene un’analisi del linguaggio (anche matematico) della Mec-
canica Quantistica e delle difficoltà concettuali che si incontrano nel rapportare
questo linguaggio alla realtà sperimentale, in particolare per quanto riguarda la
teoria della misurazione e la decoerenza. La Meccanica Quantistica è un model-
lo, denso di aspetti storici e culturali, che possiamo utilizzare per descrivere e
organizzare le esperienze relative a sistemi fisici delle dimensioni atomiche, e in
questo campo ci dà risposte estremamente accurate e previsioni di straordinaria
efficacia. Gran parte della tecnologia che è stata sviluppata negli ultimi decenni
è basata sull’utilizzazione del formalismo della Meccanica Quantistica. Tuttavia
una parte concettuale della Meccanica Quantistica non è stata finora posta in
forma completamente soddisfacente e può darsi che il modello Meccanica Quan-
tistica, nel modo in cui è esposto in questo libro, non colga completamente la
complessità dei fenomeni su scala atomica. Questo è in parte dovuto al fatto che
il linguaggio (nel senso linguistico del termine) che viene utilizzato per descrivere
l’organizzazione degli esperimenti e per comunicare i risultati di un’esperienza
(e addirittura per descrivere un’esperienza e la sua importanza) è quello della
fisica classica (macroscopica), l’unica a cui accediamo direttamente con i nostri
sensi.
In particolare la formalizzazione che dà la Meccanica Quantistica dei processi di
misurazione presenta notevoli problemi concettuali. Un’appendice viene dedica-
ta alla descrizione di un formalismo, originato da de Broglie e che chiameremo
dell’onda guida. In questa formulazione i punti materiali (elementari) vengono
guidati da un campo di velocità costruito a partire da una funzione d’onda com-
plessa che nella sua dipendenza dallo spazio e dal tempo soddisfa l’equazione di
Schrödinger. Questo formalismo evita i problemi connessi alla misurazione, ma
ne introduce altri di natura statistica.
Il Capitolo 3 contiene i primi elementi di dinamica quantistica e la loro connes-
sione con i gruppi che preservano strutture fondamentali relative ai concetti di
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stato e osservabile. Questo formalismo viene successivamente esemplificato con
la trattazione del moto di un sistema quantistico non soggetto a forze, allo scopo
di introdurre tecniche di analisi che verranno utilizzate in seguito per studiare la
dinamica di sistemi con interazioni. In un’appendice viene data una trattazio-
ne elementare del ruolo di strutture topologiche nella descrizione quantistica di
sistemi semplici nei quali la hamiltoniana varia lentamente nel tempo (sistemi
adiabatici); in particolare viene trattata brevemente la fase topologica (fase di
Berry).
I Capitoli 4, 5, 6, 9 danno una breve introduzione alle strutture matematiche che
formano la base matematica della Meccanica Quantistica. A questo proposito
conviene notare che la Meccanica Quantistica ha avuto un ruolo determinante
nello sviluppo di gran parte della matematica moderna, in parte attraverso il
contributo di Fisici Matematici e in parte come stimolo per lo sviluppo di tec-
niche che hanno poi avuto applicazioni in altri campi della matematica. Questi
capitoli danno i primi rudimenti e applicazioni relativamente elementari della
teoria delle algebre di von Neumann, della teoria dei semigruppi, in particolare
semigruppi di Markov, della teoria degli operatori su spazi di Hilbert e della teo-
ria delle estensioni di questi operatori, quando necessario e possibile, per fornire
generatori di gruppi ad un parametro di simmetrie o di evoluzione temporale.
Tutte queste strutture hanno un ruolo essenziale nella formulazione matematica
della Meccanica Quantistica e delle sue applicazioni.
Il Capitolo 7 tratta il sistema di Weyl e la sua algebra, uno degli strumenti chiave
nella formulazione matematica della Meccanica Quantistica. Viene descritta la
sua relazione con la descrizione della quantità di moto in Meccanica Quantistica,
un punto centrale sia nella linea di De Broglie-Schrödinger che in quella di
Born-Heisenberg-Jordan. Vengono anche descritte le rappresentazioni che hanno
avuto un ruolo principale nella successiva estensione della Meccanica Quantistica
a sistemi con infiniti gradi di libertà e vengono dati brevi cenni al problema di
cosa debba intendersi per quantizzazione. A questo proposito è interessante
notare che il termine quanto utilizzato da Planck e poi più efficacemente da
Einstein – quanto di luce – è poco connesso alla quantizzazione introdotta in
Meccanica Quantistica non relativistica.
Il Capitolo 8 tratta in modo relativamente elementare il problema del limite
semiclassico, cioè il modo in cui la dinamica quantistica rifletta la dinamica
classica quando viene applicata in circostanze in cui, per i fenomeni conside-
rati, le quantità che vengono misurate e che hanno la dimensione di un’azione
risultano avere valori molto maggiori della costante di Planck. In una parte
di questo capitolo utilizziamo anche i metodi di fase stazionaria, in analogia a
quanto avviene nella trattazione dell’ottica geometrica e della sua relazione con
l’ottica ondulatoria. Una trattazione più completa del limite semiclassico con
strumenti matematici più avanzati viene ripresa nella seconda parte di questo
libro, al capitolo 11.
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Il Capitolo 10 utilizza gli strumenti matematici descritti nei capitoli 4, 5, 6, 9 per
analizzare la dinamica quantistica di uno o più punti materiali che interagiscono
tra loro mediante forze di natura potenziale; vengono descritte in questo capitolo
le dinamiche associate a potenziali di varia regolarità, vengono date tecniche
generali di costruzione e vengono esplicitate classi di potenziali per i quali è
possibile la costruzione di una dinamica quantistica.

Il Capitolo 11 inizia con la descrizione della funzioni di Wigner, uno strumento
introdotto per descrivere aspetti del limite semiclassico ma che ha assunto una
rilevanza propria nella trattazione della Meccanica Quantistica. Strettamente
connessa a questo tema, attraverso la quantizzazione di Weyl descritta nel Capi-
tolo 7, è la formulazione mediante operatori pseudodifferenziali, generalizzazione
naturale ed efficace degli operatori differenziali che appaiono nell’equazione di
Schrödinger. Gli operatori pseudodifferenziali giocano un ruolo importante nel-
la trattazione matematica della materia cristallina, soprattutto in presenza di
campi magnetici, e in generale nei problemi che provengono dalla Fisica dello
stato solido.

Il Capitolo 12 riguarda una particolare classe di operatori in uno spazio di Hil-
bert, gli operatori compatti. Essi giocano un ruolo particolare nella trattazione
matematica della Meccanica Quantistica, e le loro proprietà sono alla base di
numerosi risultati matematici che hanno rilevanza in Fisica. Questo capitolo
raccoglie anche un’antologia di disuguaglianze che sono utili e di uso comune.

Il Capitolo 13 contiene una trattazione matematica della parte di Meccanica
Quantistica che riguarda i potenziali periodici, utilizzati per descrivere la strut-
tura cristallina. Questo aspetto della Meccanica Quantistica copre una larga
parte delle applicazioni alla Fisica dello stato solido, e costituisce un campo di
ricerca molto attivo e denso di problemi aperti.

Il Capitolo 14 introduce la formula di Feymann-Kac, uno degli argomenti più
discussi soprattutto per la sua utilizzazione nella trattazione di sistemi con in-
finiti gradi di libertà (teoria dei campi quantizzati). Nella maggior parte di
queste trattazioni la formula stessa viene utilizzata in modo formale, senza una
vera giustificazione matematica. In questo capitolo la formula di Feymann-Kac
viene connessa al semigruppo del calore; i questo contesto viene data una breve
trattazione della teoria matematica delle probabilità, delle variabili casuali, del
moto Browniano e sue generalizzazioni e dei processi di Markov.

Il Capitolo 15 analizza la teoria delle forme quadratiche, in particolare della
forma di Dirichlet, in connessione con la formulazione della teoria degli ope-
ratori autoaggiunti come teoria delle forme quadratiche. Viene anche discussa
la connessione con l’operatore modulare e con la condizione K.M.S. utilizzata
soprattutto, ma non solo, in Meccanica Statistica Quantistica, nonché con la
versione non commutativa dell’equivalenza tra misure espressa dalla derivata di
Radon-Nikodym.
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Il Capitolo 16 contiene la trattazione quantistica dell’atomo di idrogeno e degli
atomi idrogenoidi, sottolineando nel primo caso il ruolo, in analogia con il caso
classico, della presenza di un’ulteriore costante del moto (oltre a quelle che per
il teorema di Noether vengono associate alle simmetrie continue del sistema).
Il capitolo termina con la descrizione dei metodi con cui è possibile dare una
stima, in generale dall’alto, del numero di stati legati di un sistema quantistico.
Il Capitolo 17 riguarda elementi di teoria dello scattering in Meccanica Quanti-
stica. Vengono discusse la formulazione dipendente dal tempo, in cui si analizza
direttamente il comportamento asintotico nel tempo di uno stato puro quanti-
stico sotto l’evoluzione generata da una forza di natura potenziale, e la teoria
stazionaria dello scattering in cui lo stesso comportamento viene analizzato at-
traverso lo studio dell’operatore risolvente e delle sue proprietà. Il capitolo con-
tiene anche la descrizione di un metodo, dovuto ad Enss, basato su uno studio
dettagliato della propagazione della funzione nello spazio delle configurazioni.
Per la sua efficacia questo metodo di Enss viene utilizzato negli articoli di ricerca
che riguardano la struttura generale dello scattering in Meccanica Quantistica;
gli altri due metodi, e soprattutto la teoria stazionaria dello scattering, sono
più utilizzati per analizzare in dettaglio la matrice di scattering per il caso di
specifici interessanti potenziali.
Il Capitolo 18 riprende la teoria dello scattering analizzando il metodo di Mour-
re, che prende spunto dal metodo di Enss e lo generalizza. Il metodo di Mourre
(e le sue generalizzazioni successive, come ad esempio il metodo degli operatori
coniugati) è oggi il metodo che viene più comunemente utilizzato nello studio
degli aspetti matematici della teoria dello scattering da forze di natura poten-
ziale. Il metodo stesso è stato poi generalizzato per permettere una trattazione
matematica del sistema composto da N corpi quantistici interagenti mutuamen-
te mediante forze di natura potenziale. In questo capitolo viene brevemente
descritta la struttura spettrale del sistema quantistico di N corpi e vengono dati
elementi della teoria dello scattering per questo sistema.
Nel Capitolo 19 viene descritta la teoria delle applicazioni completamente posi-
tive, che giocano un ruolo determinante nella trattazione dei sistemi quantistici
aperti (cioè in interazione con un ambiente quantistico esterno della cui mo-
dificazione non è possibile tener traccia). In questo contesto si analizzano i
semigruppi markoviani e le proprietà di ipercontrattività di operatori su spa-
zi di funzioni (contrattività tra spazi dotati di topologie diverse, che portano
in generale ad avere proprietà di regolarità maggiore della funzione immagine).
Queste proprietà di ipercontrattività portano spesso in Meccanica Quantistica a
formulare criteri di esistenza e unicità dello stato di energia minima (stato fon-
damentale) e sono alla base della costruzione della teoria dei campi quantizzati.
Esse generalizzano al caso di dimensione infinita gli strumenti di teoria delle
funzioni tipici della formulazione di Schrödinger della Meccanica Quantistica.
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Capitolo 1
Cenni storici

Diamo in questo capitolo alcuni cenni sui risultati sperimentali e le analisi teo-
riche che hanno portato alla formulazione attuale della Meccanica Quantistica.
Alle fine dell’Ottocento la Meccanica Classica (hamiltoniana) e l’Elettromagne-
tismo avevano raggiunto un notevole grado di formalizzazione e avevano assunto
(specie la Meccanica) una struttura matematicamente molto raffinata.
Era convinzione comune che questa teoria classica potesse rendere conto (almeno
in linea di principio) di tutti i fenomeni che riguardavano le interazioni della
materia con il campo elettromagnetico. Si venivano però accumulando un gran
numero di dati sperimentali che non potevano trovare una spiegazione facile
nell’ambito di questa teoria classica. Ne citiamo alcuni.
Ricordiamo che Rutherford, fra il 1888 e il 1909, studiando la radiazione α, riuscì
a determinare che questa radiazione è composta da atomi di elio doppiamente
ionizzati. In questi esperimenti si determinò anche il valore del rapporto e/m
tra carica e massa. E nel 1909 gli esperimenti condotti da Millikan portarono a
determinare la carica elementare (tutti gli oggetti carichi hanno come carica un
multiplo intero della carica elementare).

1) Un’analisi approfondita della natura degli atomi fu fatta mediante lo scatte-
ring di particelle α da un atomo. Negli esperimenti di Marsden e Geiger furo-
no osservati eventi in cui l’angolo di deviazione era superiore ad un radiante
anche in casi in cui lo spessore del materiale attraversato era dell’ordine di
grandezza di 6.10−5 cm; quindi si poteva ritenere che gli scattering multipli
fossero trascurabili.

Rutherford propose quindi nel 1909 che questa deviazione fosse dovuta ad
un singolo evento di scattering. Se questo è vero, la teoria classica dello
scattering prevede che l’urto sia avvenuto con una particella il cui diametro
è dell’ordine di grandezza di 4.10−12 cm.

D’altra parte il raggio dell’atomo, stimato utilizzando in numero di Avogadro
e l’ipotesi che il raggio dell’atomo fosse dello stesso ordine di grandezza della
distanza interatomica, come suggerito da altri esperimenti, risultava essere
dell’ordine di 10−8cm.

Dunque l’atomo risultava essere composto di un piccolo nucleo a carica po-
sitiva e di un certo numero di particelle (elettroni) di carica negativa e di
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massa molto più piccola della massa del nucleo. Gli elettroni si muovono
attorno al nucleo entro un raggio dell’ordine di 10−8 cm.

Prima di questi esperimenti il modello atomico più diffuso era quello di
Thomson, in cui la carica positiva si estende in modo uniforme su una palla
di raggio di circa 10−8 cm. Gli esperimenti successivi, soprattutto ad opera
di Geiger e Marsden, confermarono la validità del modello di Rutherford, e
anche che la carica del nucleo è circa la metà del numero atomico.

D’altra parte, assumendo il modello di Rutherford, la meccanica classica pre-
vede una grande instabilità dell’atomo, poiché gli elettroni, muovendosi di
moto accelerato (secondo le leggi di Newton) devono emettere radiazione,
quindi energia, e precipitare sul nucleo. I dati sperimentali, al contrario, mo-
stravano una notevole stabilità degli atomi. Era quindi necessario postulare
un meccanismo che rendesse conto di questa stabilità.

2) Altri risultati sperimentali mettevano in luce aspetti del mondo fisico diffi-
cilmente spiegabili con le leggi della Meccanica Classica e dell’Elettromagne-
tismo (classico).

Tra questi era l’effetto fotoelettrico. La quantità di elettroni emessa quando
la luce incide su di una superficie metallica è proporzionale all’intensità del
flusso luminoso se la frequenza della luce eccede una soglia ν0 (che dipende
dal materiale di cui è composta la superficie) ma è nulla, qualunque sia
l’intensità della luce, se ν < ν0.

La naturale interpretazione di questo fenomeno, data da Einstein, è che in
questa circostanza la luce si comporta come se fosse costituita da una grande
collezione di particelle, i fotoni. Un fotone di frequenza ν ha un’energia hν,
con h costante universale (costante di Planck). Se l’energia di legame degli
elettroni meno legati è data da hν0 i fotoni di frequenza ν < ν0 non hanno
energia sufficiente a compensare l’energia di legame e la ionizzazione non ha
luogo.

D’altra parte, la luce uscente dopo la ionizzazione ha una successione discreta
di frequenze possibili, e questo suggerisce che l’energia degli elettroni in un
metallo sia quantizzata (abbia solo un insieme discreto di valori possibili).

Nota 1.1

È interessante notare che è questa quantizzazione delle energie degli stati
atomici, su cui ritorneremo in seguito, che ha dato luogo al termine Mec-
canica Quantistica. La descrizione della radiazione elettromagnetica come
composta da quanti di luce è più propriamente legata al formalismo della
seconda quantizzazione e quindi alla teoria dei campi quantizzati.

♣
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3) Che l’energia scambiata nei fenomeni elettromagnetici fosse quantizzata era
stato suggerito indipendentemente da Planck per giustificare la formula em-
pirica da lui trovata studiando la distribuzione di frequenze in un corpo nero
in equilibrio termico.
Un corpo nero si può rappresentare come una cavità con pareti perfettamente
riflettenti. Si pratica un piccolo foro, attraverso il quale si fa entrare una
radiazione elettromagnetica che interagisce con il bordo interno della cavità.
Chiuso il foro e dopo aver atteso che il sistema all’interno della cavità sia di
nuovo in equilibrio, si apre nuovamente il foro e si misura lo spettro della
radiazione uscente.
La radiazione di corpo nero ha una legge di distribuzione in frequenza che
per considerazioni di natura termodinamica deve avere la forma

ρ(ν) = ν3Φ
( ν
T

)
1.1

dove Φ è una funzione arbitraria e ρ è la densità di probabilità che la
frequenza della radiazione sia ν.
Questa legge (legge di Wien) viene dedotta studiando la variazione dello
stato della radiazione elettromagnetica quando questa viene assoggettata a
un ciclo di Carnot.
Se si applicano al campo elettromagnetico le considerazioni di equipartizione
di energia utilizzate in Meccanica Statistica Classica si giunge alla legge di
distribuzione di frequenze di Rayleigh-Wien, ρ(ν) = 8π

c3 ν
2KT dove T è la

temperatura in equilibrio e K la costante di Boltzmann.
La legge di Rayleigh-Wien segue dalla (1.1) ponendo Φ(z) = 1

z .
La legge trovata empiricamente da Planck è invece

ρ(ν) =
8πh
c3

ν3

e
hν
KT − 1

1.2

dove h è una costante universale. La legge di Planck corrisponde a Φ(z) =
(e

h
K z − 1)−1.

Per ν piccolo, o in unità di misura nelle quali la costante h risulti piccola
(h ha le dimensione di un’azione), queste due leggi di distribuzione sono
praticamente coincidenti ma esse si discostano molto tra loro per ν grande.
Notiamo che la legge di Wien, che segue dall’ipotesi di equipartizione del-
l’energia tra i vari modi di oscillazione del campo elettromagnetico, prevede
una energia totale infinita (questo è comprensibile, perché sono infiniti i modi
di oscillazione di un campo elettromagnetico in una cavità).
Va precisato tuttavia che ricerche successive hanno dimostrato che per siste-
mi di oscillatori armonici con accoppiamento non lineare tra loro, la legge
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di equipartizione dell’energia non è in generale soddisfatta (il sistema non è
ergodico in generale) e anche nei casi in cui è soddisfatta almeno approssi-
mativamente (ad esempio quando il numero di oscillatori è molto grande) il
tempo richiesto al sistema per raggiungere l’equilibrio può essere estrema-
mente lungo (in casi realistici, qualche migliaio di anni, secondo una stima
di Jeans (1903)).

4) Se la radiazione elettromagnetica è composta da fotoni e questi vengono
assimilati a particelle la legge di Planck si può invece dedurre sulla base di
considerazioni statistiche (simili a quelle fatte da Gibbs nella sua formulazio-
ne della Meccanica Statistica) sul numero di fotoni di frequenza ν (e quindi
di energia hν ) che sono presenti quando la radiazione si trova in uno stato
di equilibrio termico.
Assumendo che i fotoni di frequenza ν abbiano energia hν la legge di Planck
si deduce dalla distribuzione di Gibbs e la costante universale K si identifica
con la costante di Boltzmann. La legge di Planck riflette il fatto che per ν
grande i fotoni hanno energia grande e quindi in uno stato di energia media
fissata vi possono essere solo pochi fotoni di frequenza grande.
Diamo qui brevemente la derivazione della legge di Planck fatta da Einstein
nel 1917. Consideriamo un atomo in equilibrio con la radiazione. Sia

∆w = Anm∆t

la probabilità di passaggio spontaneo (in un tempo ∆t) dell’atomo da uno
stato di energia Em (per semplicità, stato m) ad uno stato n con emissione
di un fotone.
Sia dw

dt = Bmn ρ la (densità di) probabilità di emissione, per irraggiamento
con simultaneo passaggio dallo stato m allo stato n, quando la densità della
radiazione presente è ρ.
Sia dw

dt = Bnmρ la probabilità di assorbimento della radiazione con simultaneo
passaggio dell’atomo dallo stato n allo stato m.
Secondo le leggi della Meccanica Statistica di Gibbs, lo stato del sistema
atomo-radiazione sarà di equilibrio se risultano uguali (per ogni frequenza)
le probabilità di emissione e di assorbimento
Dunque, indicando con pn la probabilità che l’atomo si trovi nella stato n,
si dovrà soddisfare

pne
− En
KT Bmn ρ = pme

−EmKT (Bnmρ+Anm) 1.3

(i fattori En
KT vengono dedotti dalle leggi di Gibbs).

Questa relazione deve valere per ogni temperatura ed ogni densità. Pren-
dendo prima il limite ρ→∞ e poi il limite T →∞ si deduce

Bmn pn = Bnmpm 1.4
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da cui, sostituendo in (1.3) si ottiene

ρ =
Anm
Bnm

1

e
En−Em
KT − 1

. 1.5

Confrontando con la legge di Planck, si ottiene

Em − En = hν. 1.6

Dunque, se il fotone segue le leggi della Meccanica Statistica, la sua energia
deve essere hν.

In seguito, studiando le proprietà termodinamiche (inclusa la pressione) di
un campo elettromagnetico soggetto a compressione (la dimensione spaziale
del corpo nero viene modificata dall’azione di un pistone) Einstein mise in
luce che il fotone possiede anche una quantità di moto, e che la relazione tra
energia e quantità di moto è E2 = c2p2 dove c è la velocità della luce nel
vuoto. Questa è la relazione che intercorrerebbe tra l’energia e la quantità
di moto di una particella classica di massa a riposo zero.

5) Nel frattempo erano stati accumulati numerosi dati sui valori delle frequenze
delle radiazioni luminose emesse o assorbite dagli atomi. In particolare per
l’atomo di idrogeno era stata trovata empiricamente la Formula di Balmer

km = 2πR
(

1
22
− 1
m2

)
, m = 1, 2, . . . 1.7

dove km è il numero d’onda (≡ 2π/λ) e R è (approssimativamente) una
costante universale (costante di Rydberg). Per atomi più complessi si trovava
invece

km = K0 − 2πR
(m+ p)2

, p = 1, 2, . . . 1.8

dove K0 è una costante.

Ammettendo l’ipotesi fotonica della luce, le (1.8) e (1.7) danno una regola
per calcolare l’energia degli stati nei quali si trova l’atomo prima e dopo
l’emissione (o l’assorbimento) di un fotone di frequenza ν.

Questi risultati, e altri sulla frequenza della luce emessa o assorbita dagli atomi,
anche in presenza di campi elettrici o magnetici, erano noti in dettaglio fin dal
1905-1909, ma non avevano trovato un inquadramento teorico soddisfacente.
Un primo tentativo era stato fatto da Haas (1910) nell’ambito del modello di
Thomson (considerato allora significativo) uguagliando l’energia potenziale di un
elettrone (come ricavata dal modello) con la sua frequenza di rotazione, facendo
quindi l’ipotesi che anche per un elettrone valesse la relazione tra energia e
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frequenza. Posto anche qui E = hν si trova un valore di h non molto diverso da
quello ottenuto studiando lo spettro del corpo nero o l’effetto fotoelettrico.
Un ulteriore passo per stabilire una relazione tra energia potenziale di un elet-
trone e frequenza della radiazione emessa o assorbita fu fatto da Nicholson nel
1911 in un modello a bande in cui gli elettroni formano bande che ruotano at-
torno ai nuclei (a questo punto il modello di Rutherford aveva soppiantato il
modello di Thomson).

1.1 Nascita della meccanica quantistica: i precedenti

La prima collezione organica di regole per determinare l’energia degli stati di un
atomo sulla base della Meccanica Classica e di regole di selezione fu formulata
da Niels Bohr nel 1913.
Assumendo che l’atomo raggiunga lo stato di equilibrio mediante emissione di
radiazione omogenea e monocromatica si ottiene per l’energia potenziale W ,
utilizzando il teorema del viriale (la media dell’energia cinetica dell’elettrone
sull’orbita coincide con la media dell’energia potenziale)

W = τ
hν

2
, τ ∈ {0,±1,±2, . . .} 1.9

D’altra parte, dalla Meccanica Newtoniana, se in un moto circolare ω è la
frequenza orbitale ed a è il raggio dell’orbita, si ha

ω =
√

2
π

a3/2

eQ
√
m

1.10

dove Q è la carica del nucleo. Un confronto con i dati sperimentali fornisce
quindi i possibili raggi delle orbite, che risultano quantizzati.
I primi due principi enunciati da Bohr furono

1) Gli stati di equilibrio di un atomo si possono descrivere mediante la Mecca-
nica Classica. Almeno nel caso semplice dell’atomo di idrogeno si tratta di
orbite circolari per gli elettroni e i raggi permessi soddisfano (1.10).

2) La transizione da uno stato all’altro non è descritta dalla Meccanica Classica.
La transizione è accompagnata dall’emissione (o assorbimento) di radiazione
monocromatica con conservazione dell’energia secondo la legge di Planck.

Dunque vale l’implicazione

Eτ2 − Eτ1 = hντ1→τ2 ⇒ ν =
2π2me4

h3

1
τ2
2 − τ2

1

dove τk sono i numeri quantici che caratterizzano ciascun atomo. Bohr notò
anche che, per orbite circolari, la condizione trovata implica che gli stati
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di equilibrio di un atomo sono quelli in cui le orbite degli elettroni hanno
momento angolare multiplo di ~ ≡ h

2π .

Nota 1.2

A rigore, questo modello è valido solo per l’atomo di idrogeno. Per atomi
più complessi il moto classico non è così semplice e la regola che connette
l’energia degli stati legati del sistema quantistico ad alcuni moti periodici del
sistema classico risulta molto più complessa.

♣

Il terzo principio enunciato da Bohr permette di determinare il valore della
costante di Rydberg in funzione delle altre costanti che intervengono nella
teoria. Si tratta del principio di corrispondenza.

3) (Principio di corrispondenza )

Per N (numero quantico dello stato) molto grande, la frequenza della ra-
diazione che accompagna la transizione da uno stato τN ad uno stato τN−1

deve essere (approssimativamente) uguale alla frequenza orbitale del moto
dell’elettrone, così che per N grande vale (approssimativamente) la teoria
della radiazione elettromagnetica per una particella carica classica in moto
circolare uniforme, come descritto da Maxwell ed Hertz.

Nota 1.3

Dei tre Principi enunciati da Bohr solo il terzo, il principio di corrispondenza,
è un elemento della formulazione attuale della Meccanica Quantistica. Il suo
ruolo è quello di determinare il valore dei parametri della teoria.

I principi di Bohr considerano valida la cinematica classica e una parte della
dinamica ma sostituiscono una parte della dinamica (teoria dell’assorbimen-
to ed emissione di onde elettromagnetiche) con un meccanismo ad hoc che
provoca il passaggio da uno stato all’altro.

Al contrario, la formulazione attuale della Meccanica Quantistica, come ve-
dremo, introduce una cinematica del tutto diversa, ed una descrizione di
quantità osservabili sostanzialmente differente da quanto avviene in Mecca-
nica Classica. D’altra parte, la struttura della dinamica rimane invariata.

♣

Un ulteriore supporto al modello di Rutherford e ai principi di Bohr venne dalla
determinazione del numero di elettroni nell’atomo e della carica del nucleo.
Franck e Hertz fecero misure di ionizzazione di un gas di atomi, ed i loro ri-
sultati furono in buon accordo con le previsioni del modello di Rutherford e
Bohr, anche se l’accordo risultò meno soddisfacente per numeri atomici grandi.
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D’altra parte, le previsioni teoriche erano meno accurate per numeri atomici
grandi, poiché esse erano basate sull’ipotesi che le sole orbite che dovessero es-
sere considerate fossero orbite circolari, con momento angolare multiplo di ~, e
nel caso di atomi più complessi la teoria classica non porta ad orbite circolari, se
non in qualche approssimazione. La seconda linea di sviluppo della Meccanica
Quantistica prende spunto dai fenomeni di emissione e di assorbimento della
luce. La descrizione empirica di questi fenomeni porta a formulare relazioni tra
le energie dei livelli atomici, intensità di radiazione e di assorbimento della luce
emessa o assorbita e la sua frequenza (relazioni di dispersione ).
Queste relazioni empiriche, che possono essere espresse in termini di matrici (poi-
ché si riferiscono a due stati dell’atomo, quello iniziale e quello finale) possono
essere confrontate con le formule che descrivono, in Meccanica ed Elettromagne-
tismo classici, l’intensità di radiazione per un sistema che descrive classicamente
l’atomo di Rutherford.
Tale procedura permette un confronto diretto tra la descrizione teorica di uno
stesso fenomeno da una parte mediante il formalismo Hamiltoniano classico e
dall’altra un nuovo formalismo basato sull’algebra delle matrici. Per compren-
dere meglio come possa essere fatto questo confronto, consideriamo la situazio-
ne come si presentava ai Fisici Teorici nel 1917. Alcune considerazioni erano
considerate significative:

A) L’ipotesi adiabatica [Ehr17]
Se un sistema è sottoposto a cambiamenti adiabatici reversibili, i moti
permessi si trasformano in moto permessi.
Quest’ipotesi sottolinea l’importanza nella dinamica della presenza di inva-
rianti adiabatici; ad esempio per qualunque moto periodico, è un invariante
adiabatico il rapporto 2T̄ /ν dove ν è la frequenza del moto e T̄ è il valor
medio su un periodo dell’energia cinetica. Nel caso di un moto armonico
per un sistema con un grado di libertà si ha 2T̄

ν = E.
Ehrenfest connette l’ipotesi adiabatica con le espressioni introdotte da Planck,
Bohr e Sommerfeld; in particolare che un oscillatore armonico (che veni-
va considerato il tramite dell’interazione della materia con un campo elet-
tromagnetico ) con frequenza ν0 può avere solamente energia Nhν0, N ∈
Z+.
Segue dall’ipotesi adiabatica che anche per un oscillatore armonico (tutti i
moti sono periodici) deve valere

2T̄
ν

=
∫∫

dq dp = nh, n ∈ Z+

Analoghe considerazione valgono per un rotatore rigido e un dipolo in cam-
po magnetico. In generale il rapporto energia/frequenza per un moto pe-
riodico deve essere un invariante adiabatico. Dunque per i moti (periodici)
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realizzabili in un atomo deve essere

E = ν

∫∫ ∑
k

dqk ∧ dpk 1.12

e l’integrale deve assumere valori interi, perché questo avviene per un sistema
di oscillatori armonici.

Si assume che possa essere riguardata come una successione di trasforma-
zioni adiabatiche la trasformazione simplettica che permette di utilizzare
per un sistema completamente integrabile (come l’atomo di idrogeno clas-
sico) le variabili azione-angolo (e che quindi rende il sistema formalmente
equivalente ad un insieme di oscillatori armonici).

B) I postulati di Niels Bohr [Boh17]

1) Gli stati stazionari sono una collezione numerabile.

2) La frequenza della radiazione emessa (o assorbita) quando un atomo
passa da uno stato stazionario ad un altro è data dalla relazione ν =
|En − Em|, dove En è l’energia dello stato n.

Dal punto B) utilizzando i risultati delle esperienze di Balmer, Rydberg e
Ritz si deduce che per ogni atomo deve esistere una funzione positiva fτ con
le proprietà

νn,m = |fτ (n)− fτ (m)|, Eτ (n) = −fτ (n) 1.13

Dunque gli stati degli atomi possono essere catalogati mediante due para-
metri, uno (n) che assume valori interi, e l’altro (τ) che assume un insieme
numerabile di valori a priori arbitrario.

Per l’atomo di idrogeno il parametro τ è assente. Questo è coerente con il
fatto che in Meccanica Classica per il sistema Newtoniano a due corpi l’ener-
gia dipende da una sola delle variabili d’azione. La presenza del parametro
τ riflette la maggiore complessità degli altri sistemi classici e la conseguente
maggior complessità delle regole di quantizzazione.

C) Il Principio di Corrispondenza

La nuova Meccanica deve dare le stesse previsioni della meccanica classica
quando ν è piccolo (legge di Wien) e quindi anche quando la frequenza della
radiazione emessa o assorbita è piccola, dunque la quantità n−m

n è piccola
(in particolare quando n è un numero molto grande e n−m è piccolo).

D) Principio di Trasformabilità meccanica

Le leggi della Meccanica Classica devono valere per gli invarianti adiabatici.
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Nota 1.4
Si può notare che il punto D) coincide sostanzialmente con l’ipotesi adiaba-

tica di Ehrenfest; il punto C) è necessario per poter fare previsioni sulla forma
della funzione fτ la cui esistenza è postulata.

♣

Negli anni immediatamente successivi al 1917 le ricerche volte a determinare
la struttura della nuova teoria ruotarono attorno all’ipotesi che nell’interazione
con il campo elettromagnetico gli atomi agissero come se fossero degli oscillatori
armonici (virtuali) le cui frequenze corrispondono uno-a-uno con le frequenze di
emissione e assorbimento.
Questa descrizione in termini di oscillatori virtuali fu suggerita da R. Ladenburg
[Lad21] e ripresa da N. Bohr, H. Kramers e J. Slater [BKS24]. J. Slater parla
esplicitamente virtual field of radiation [Sla24] ma il campo elettromagnetico
non viene considerato come composto da fotoni; l’interazione con il campo elet-
tromagnetico viene ancora vista come mediata da oscillatori virtuali. Le ricerche
quindi si concentrarono soprattutto sulla determinazione di formule empiriche
sempre più raffinate (eventualmente con un maggior numero di parametri) che
riproducessero le frequenze degli oscillatori virtuali.
Un secondo filone di ricerca, sempre nella direzione dell’emissione o assorbimento
di radiazione elettromagnetica da atomi, fu l’analisi di relazioni di dispersione,
cioè di relazioni tra lunghezza d’onda della luce emessa (o assorbita) e l’intensità
del fenomeno di emissione (o assorbimento). Questo filone si rivelò fondamentale
per la costruzione della nuova teoria; il motivo è che in questo modo venivano
scritte delle relazioni che avevano una controparte classica, e il confronto poteva
suggerire importanti analogie.
La più semplice relazione di dispersione che si ottiene nell’ambito della Mecca-
nica ed Elettromagnetismo Classici è la seguente.
Consideriamo un oscillatore armonico dotato di carica elettrica in interazione
con un campo elettromagnetico variabile nel tempo, che per semplicità assumia-
mo essere monocromatico.
Facciamo l’ipotesi che l’interazione possa essere schematizzata come la somma
di una forza conservativa proporzionale all’intensità del campo elettromagnetico
(che supporremo indipendente dalla posizione, almeno nella regione in cui ha
luogo il moto dell’oscillatore) e di un termine dissipativo, proporzionale alla
velocità , che tenga conto della perdita di energia per irraggiamento.
L’equazione per l’oscillatore armonico considerato (che si può identificare con il
momento di dipolo di un atomo) è allora

d2P

dt2
+ γ

dP

dt
+ (2πν0)2P =

e2

m
E(t), E(t) = E0e

2πiνt 1.14

dove ν0 è la frequenza propria dell’oscillatore, ν è la frequenza del campo
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elettromagnetico e γ è la costante di dissipazione. Una soluzione di (1.14) è

P (t) = αE(t), α =
e2

m

[
4π2ν2

0 − 4π2ν2 + 2πiνγ
]−1

1.15

nell’ipotesi ν 6= ν0 (assenza di risonanza).
Ricordiamo ora che l’atomo veniva considerato equivalente a una collezione di
oscillatori armonici (postulato di Ehrenfest); pertanto (1.15) va confrontata
con la legge che descrive la variazione nel tempo del momento di dipolo di un
atomo in un campo elettromagnetico esterno omogeneo e con una dipendenza
monocromatica dal tempo.
Esperimenti per determinare la dipendenza dal tempo del dipolo (corrispon-
dente, in teoria classica, all’emissione di onde elettromagnetiche) portarono alla
seguente formula empirica per la sua intensità [Kra24]

P = E
e2

4π2m

∑
k

fk
[
ν2 − ν2

k

]−1 − E e2

4π2m

∑
j

gj
[
ν2 − ν2

j

]−1
1.16

dove νk sono le frequenze di assorbimento, νj le frequenze di emissione (spon-
tanea o indotta) ed i coefficienti fk e gj rappresentano la probabilità che la
radiazione venga assorbita o emessa.
Il confronto della (1.16) con la (1.14) suggerisce che il coefficiente di dissipazione
γ sia trascurabile; la sua presenza sta ad indicare che le frequenze caratteristiche
del sistema possono essere definite solo approssimativamente.
La formula (1.16) va completata dall’indicazione di Einstein, secondo la quale
le frequenze devono avere la forma

νk,n =
1
h

[E(k)− E(n)] 1.17

dove E(k) è l’energia del k-mo stato. Si può dunque immaginare che l’atomo
sia descrivibile mediante una collezione di oscillatori armonici, e le transizioni
tra livelli diversi siano da attribuirsi all’interazione tra questi oscillatori virtuali
ed il campo elettromagnetico.

1.2 Nascita della Meccanica quantistica: l’analisi di De Broglie

Una prima ipotesi su come dovesse essere modificata la Meccanica Classica per
tener conto dei nuovi risultati sperimentali fu formulata da L. de Broglie. Que-
sta formulazione fu poi ripresa (e modificata in una sua parte concettualmente
essenziale) da Schrödinger nel 1926, culminando nell’equazione che porta il suo
nome.
La linea di ricerca di de Broglie, iniziata grosso modo nel 1923, era volta a
riconciliare due aspetti della fenomenologia: la natura ondulatoria e la natura
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corpuscolare della radiazione e a metterli in relazione con la natura quantica dei
livelli di energia dell’atomo. Questa ricerca è contenuta nella sua tesi e in varî
articoli [deB23, deB25, deB27]
Abbiamo visto che alcuni aspetti dell’interazione della luce con la materia si
possono interpretare assumendo che la luce sia composta da fotoni che hanno
una natura particellare. Il fenomeno della diffrazione per raggi X era stato
messo in luce da von Laue nel 1914 [Lau14]; de Broglie fece l’ipotesi che questa
doppia natura (ondulatoria e particellare) fosse comune anche per gli elettroni
e fosse possibile fare esperimenti di diffrazione degli elettroni da una sostanza
cristallina che avesso un passo reticolare opportuno. Sulla base dell’analogia con
le proprietà dei fotoni de Broglie fece l’ipotesi che a ciascun elettrone di quantità
di moto p fosse associata un’onda monocromatica di frequenza ν = |p|/h (in
unità in cui la velocità della luce è posta essere uno).
Pochi anni dopo (1928) esperimenti di diffrazione di elettroni da un cristallo
furono compiuti da Thomson e indipendentemente da Davisson e Germer e
confermarono pienamente l’ipotesi di de Broglie. Molto più tardi, negli anni
Quaranta, fu possibile misurare la diffrazione di neutroni, e questa relazione tra
quantità di moto e frequenza dell’onda associata venne confermata. La difficoltà
di realizzare esperimenti di diffrazione con neutroni è dovuta al fatto che la loro
massa è molto maggiore di quella di un elettrone e quindi la loro velocità deve
essere molto bassa affinché la lunghezza d’onda sia confrontabile alla spaziatura
cristallina del materiale diffrangente. Lo sviluppo della tecnologia dei neutroni
lenti (neutroni termici) fu dovuta a Fermi e avvenne nell’ambito della costruzione
della pila atomica.
De Broglie notò che la determinazione delle orbite stabili degli elettroni nel-
l’atomo faceva riferimento a numeri interi come accade all’interferenza delle
oscillazioni proprie. De Broglie propose che le regole di quantizzazione fossero
dovute alla condizione che l’elettrone rimanesse in fase con la sua onda nel corso
del moto. Per un elettrone non legato ad un atomo de Broglie propose che la
traiettoria seguisse la superficie di eguale fase dell’onda associata.
Questa proposta costituisce un radicale cambiamento delle regole della dinami-
ca, abbandonando la tradizionale visione Newtoniana del moto retto da forza
in favore di una dinamica in cui il moto della particella (de Broglie usa la nota-
zione frammento di energia) viene descritto da un campo vettoriale (quindi da
un’equazione differenziale del prim’ordine nel tempo). Il campo vettoriale a sua
volta è determinato dall’onda associata alla particella. Chiameremo quest’onda,
come successivamente fatto da de Broglie, onda pilota e ci riferiremo allo schema
di de Broglie come teoria dell’onda pilota.
Come notato da de Broglie la nuova teoria sta alla teoria classica come l’ottica
ondulatoria sta all’ottica geometrica: in qualche limite (ad alte energie) le due
teorie portano agli stessi risultati, ma nella nuove teoria la forza è un concet-
to derivato identificato (modulo una constante moltiplicativa, la massa) con la
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derivata temporale della velocità (per traiettorie sufficientemente regolari). Le
figure di interferenza nello scattering di elettroni da un cristallo vengono viste
come fenomeni di interferenza delle onde pilota con le onde pilota delle par-
ticelle del mezzo diffrangente. Queste interferenze sono responsabili del fatto
che il campo pilota diventa irregolare e le traiettorie della particelle diventano
irregolari (wiggling); questa irregolarità origina le figure di diffrazione.
Per de Broglie l’idea fondamentale della teoria quantistica è l’impossibilità di
considerare separatamente il frammento di energia e l’onda che gli è associata.
Come nel caso dei fotoni, a un frammento di energia E di massa propria m0 è
associata un’ onda di frequenza ν data dalla relazione hν = m0c

2 (che riprenda
la relazione tra l’energia di un fotone e la sua frequenza).
Una linea guida nell’analisi di de Broglie è il tentativo di unificare la meccanica
classica e la nuova teoria dei quanti attroverso i fondamentali principi variazio-
nali dell’ottica (principio di Fermat) e della meccanica (principio della minima
azione di Maupertius-Hamilton). Il principio di Fermat per un’onda sinusoidale
può essere scritto δ

∫ P
Q
dφ = 0 dove φ(x, t) è la fase dell’onda. Nella descrizione

della luce come sciame di fotoni si ha

dφ = 2π
ν

c
dt− ν

νphoton
dl

dove ν è la frequenza della radiazione elettromagnetica, h νphoton è l’eneriga
del fotone (secondo la teoria dei quanti di luce) e dl è l’elemento differenziale
nella direzione del moto del fotone; de Broglie propose che l’onda associata a
una particella soddisfacesse dφ = 2πωµdxµ dove per una particella libera di
quantità di moto p si ha pi = hωi. Questo porta ad una completa analogia dei
due principi variazionali.
È facile verificare che con questa posizione la velocità del punto materiale sareb-
be superiore a quella della luce. Lo stesso accade nella formulazione di Hamilton
del moto come flusso di varietà lagrangiane. Anche qui la velocità del punto
rappresentativo è perpendicolare alla superfice di costante valore della varietà
lagrangiana associata ma la velocità del punto è inversamente proporzionale alla
velocità locale della varietà ed è uguale alla velocità di gruppo opportunamente
definita. In modo analogo de Broglie affermò che si doveva confrontare la ve-
locità della particella con la velocità di gruppo dell’onda associata. In questo
modo a un punto materiale viene associata un’onda estesa nello spazio e l’onda
non è portatrice di energia.
Lo stesso de Broglie (e più tardi D. Bohm) notò che è possibile introdurre arti-
ficialmente il punto di vista newtoniano di forze, proporzionali all’accelerazione
e quindi alle variazione nello spazio e nel tempo del campo vettoriale che de-
termina il moto. Poiché il campo vettoriale varia anche nel tempo e poiché la
particella si muove, questo procedimento produce una forza apparente di natu-
ra potenziale (potenziale quantistico). Questa forza fittizia è in questo ambito
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responsabille della irregolarità delle traiettorie e quindi delle possibili figure di
interferenza.
Più tardi de Broglie estese la sua teoria a sistemi di N particelle associando
al sistema un’onda pilota (non necessariamente il prodotto delle singole onde a
causa delle interferenze, che avvengono nello spazio delle configurazioni). Se la
funzione (d’onda) associata è scritta in termini di modulo e fase (reali) come
φ(t,X) ≡ |φ(t,X)|e i~S(t,X), il campo vettoriale pilota è∇kS e quindi l’equazione
per i punti materiali è

mk
dxk
dt

= ∇kS S = ~ Im (log φ) 1.18

Per completare le leggi della dinamica è necessario dare l’equazione per l’onda
φ(t,X). Indicazioni preliminari per l’individuazione di questa equazione erano
già state date da de Broglie che aveva notato che in presenza di un potenziale
elettrostatico Φ la fase di un elettrone di carica e e velocità v ha frequenza
ν = (mc2 + V )/mv e velocità di fase vfase = (mc2 + V )/mv dove V = eΦ ed
m = m0/

√
1− v2/c2.

Fu Schrödinger che riusci a scrivere un equazione soddisfacente. Egli iniziò con
lo studiare gli stati stazionari, utilizzando prima l’equazione di Klein-Gordon
(relativistica) e poi, poiché i risultati non erano in accordo con i dati sperimen-
tali, la versione non-relativistica della stessa equazione pervenendo all’equazione
(per gli stati stazionari di energia E)

Hφ ≡ − ~2

2m0
∆φ(x) + V φ(x) = Eφ(x) 1.19

Per un’ulteriore analisi dell’opera di de Broglie si può consultare [BV09].

1.3 Nascita della meccanica quantistica: l’analisi di Schrödinger

Ricordiamo che una formulazione della Meccanica Classica in termini di fronti
d’onda era stata fatta da Hamilton e più compiutamente da Jacobi, culminan-
do nell’equazione di Hamilton-Jacobi (un’equazione alle derivate parziali) che
descrive la dinamica classica come propagazione di fronti d’onda (varietà lagran-
giane). Confrontando questa formulazione con quella data da Hamilton come
moto di punti materiali nello spazio delle fasi, la velocità del punto materiale
risulta in ogni punto del fronte d’onda perpendicolare al fronte d’onda stesso.
In questo contesto una difficoltà nel proseguire quest’analogia con la Meccanica
Classica (e quindi nell’individuare gli elementi della Nuova Meccanica) che si
presentava consisteva nel fatto che i punti di massimo dell’onda si propagano
con velocità superiore a quella della luce, e comunque non con la velocità della
particella quantistica.
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Come abbiamo visto precedentemente, de Broglie superò questa difficoltà no-
tando che la velocità di propagazione dei massimi si può identificare con una
velocità di fase, e quindi non è associata a una quantità misurabile. Un calcolo
della velocità di gruppo, cioè la velocità di propagazione del baricentro di un
pacchetto sufficientemente ben localizzato (ad esempio che avesse la dimensione
di un atomo) dimostrò che la velocità di gruppo, che è misurabile, è grosso mo-
do uguale alla velocità di un punto materiale classico che abbia massa uguale a
quella dell’elettrone e abbia quantità di moto uguale alla frequenza (in unità di
misura in cui la velocità della luce è posta uguale ad uno).
L’idea che gli elettroni siano associati ad un’onda porta anche in modo naturale
a riconoscere che per un elettrone confinato a rimanere in una regione limi-
tata Ω dello spazio (ad esempio all’interno dell’atomo) le frequenze dell’onda
sono quantizzate. Infatti la funzione che rappresenta l’onda deve soddisfare al
tempo stesso un’equazione alle derivate parziali (tipica proprietà delle onde) e
delle condizioni al bordo di Ω e quindi il suo spettro di energia è un insieme
numerabile.
L’interpretazione di de Broglie rende anche ragione, almeno in parte, dell’os-
servazione di Bohr sulla quantizzazione del momento angolare in condizioni
elementari (elettroni in una regione a simmetria sferica).
Schrödinger riprese il punto di vista di de Broglie. Tuttavia, pur affermando che
queste onde contengono tutta l’informazione ottenibile sul sistema, Schrödinger
non interpretò le onde introdotte da de Broglie per descrivere gli elettroni co-
me onde guida di un insieme di punti materiali bensì come descrizione della
particella quantistica. Secondo quest’interpretazione le particelle sono indivi-
duate da funzioni a valori complessi, che possono interferire nel senso che uno
stato può essere rappresentato da una combinazione lineare (a coefficienti com-
plessi) di funzioni che rappresentano due stati diversi tra loro (e dallo stato
risultante). Questo principio di intrallacciamento è responsabile dei fenomeni
di interferenza. Il fenomeno è matematicamente analogo all’interferenza di onde
elettromagnetiche ma qui le onde non trasportano energia (ma solo probabilità
come chiariremo in seguito).
Notiamo che in Elettromagnetismo le quantità osservabili (energia, impulso,
vettore di Poynting, ... ) sono reali, essendo funzioni sesqulilineari del potenziale
elettromagnetico; questo induce a pensare che una situazione analoga si verifichi
anche nel caso delle onde che rappresentano le particelle. Rimaneva il problema
di quale fosse l’equazione adatta a descrivere la propagazione dell’onda e i suoi
stati stazionari.
L’analogia con la formulazione della dinamica hamiltoniana classica in termini di
soluzioni dell’equazione di Hamilton-Jacobi e l’analogia introdotta da de Broglie
tra impulso di un punto materiale e frequenza di un onda monocromatica por-
tarono Schrödinger a postulare che l’onda monocromatica u(t, x) soddisfacesse
l’equazione di Klein-Gordon, la più semplice equazione relativistica conosciuta
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per particelle di massa diversa da zero in presenza di un campo elettromagne-
tico. Questa equazione, tenuto conto della descrizione data da de Broglie della
quantità di moto come operatore differenziale, risulta essere

1
c2

(
i~
∂u

∂t
− eA0

)2

u =
(

~
i
∇− e

c
A

)2

u+m2c2u 1.20

dove A0 è il potenziale elettrico e A è il potenziale magnetico. L’approssimazione
non relativistica di questa equazione, nel caso di uno stato stazionario di energia
E (descritto quindi da una funzione della forma u(t, x) = e−i(E+mc2)t/~ φ(x),
con E << mc2) è

Eφ(x) = − ~2

2m
∆φ(x) + V (x)φ(x) 1.21

dove V = eA0. Ricordiamo che per un punto materiale di massa m in un campo
di potenziale V (q) l’energia è data da

E =
1

2m
|p|2 + V (q)

La (1.21) dà risultati in ottimo accordo con il dato sperimentale (e con il modello
di Bohr) per l’atomo di idrogeno. L’accordo era meno buono per numeri quantici
più grandi, dove ci si poteva aspettare che vi fossero interazioni tra gli elettroni
e quindi una dinamica più complicata ed una modificazione degli stati di energia
possibili.
Si può notare a questo proposito che fin dagli anni ’20 era noto che le dimensioni
degli atomi non variano in modo sensibile (né in modo monotono) al crescere
dal numero atomico N , così che al crescere di N gli elettroni si addensano. È
noto adesso che l’equazione (1.21) opportunamente generalizzata per atomi a più
elettroni (questa generalizzazione fu considerata anche da de Broglie) dà risulati
in ottimo accordo con il dato sperimentale nei casi e nell’approssimazione in cui
si riesce a risolverla.
Le autofunzioni del problema stazionario corrispondevano, almeno nel caso del-
l’atomo di idrogeno e per energie vicino alla soglia di ionizzazione (e quindi
nel limite in cui era postulato il principio di corrispondenza) a elettroni che
occupano regioni che sono intorni delle orbite di Bohr.
Le autofunzioni corrispondenti allo spettro positivo risultavano invece essere
funzioni limitate ma non a quadrato integrabile, con un comportamento a grandi
distanze simile ad onde piane. Questo fatto suggeriva che, almeno nel caso
particolare analizzato, l’equazione di Schrödinger rendesse conto per energie
negative dell’esistenza di stati legati (e ne determinasse le energie) e per energie
positive si accordasse con la descrizione di de Broglie delle particelle come onde
piane.
La possibilità di utilizzare la teoria delle funzioni e la teoria delle equazioni dif-
ferenziali, che avevano avuto notevoli sviluppi negli anni precedenti la nascita
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della Meccanica Quantistica, rendono l’approccio di Schrödinger (il formalismo
di Schrödinger) moto efficace nella soluzione di problemi che hanno un corri-
spondente classico in cui la hamiltoniana è al più quadratica nelle quantità di
moto.
Sulla base di questo successo Schrödinger postulò che la dinamica delle particelle
fosse descritta da un’equazione di propagazione per l’onda associata che fosse
almeno formalmente il limite non relativistico dell’equazione di Klein-Gordon.
Utilizzando la relazione tra impulso e operatori differenziale postulata da de
Broglie postulò quindi la seguente equazione di evoluzione

i~
∂

∂t
ψ(t, x) = − ~2

2m
∆ψ(t, x) + V (x)ψ(t, x) 1.22

L’equazione di Schrödinger (1.22) e la sua estensione naturale al caso di sistemi
di più particelle è alla base della Meccanica Quantistica così come è stata formu-
lata da Schrödinger (Meccanica Ondulatoria). Essa permette, almeno in linea
di principio, di descrivere completamente un sistema quantistico ad un tempo
qualunque purché si conosca il suo stato iniziale e siano soddisfatte le condizioni
(matematiche) per l’esistenza e unicità delle soluzioni di (1.22).

1.4 Nascita della meccanica quantistica: Born, Heisenberg,
Jordan

Una prima analisi teorica del problema della polarizzazione venne fatta da van
Vleck [Vle24].Un’analisi più approfondita venne fatta da Max Born [Bor24].
con lo scopo dichiarato di presentare il problema in forma tale che possa dare
suggerimenti su come effettuare il passaggio dalla Meccanica Classica ad una
nuova meccanica.
Born nota che un sistema completamente integrabile (come il sistema coulom-
biano) descritto in variabili azione-angolo si presenta come una collezione di
oscillatori armonici e questa descrizione sopravvive all’interazione con un campo
elettromagnetico classico mediante l’uso della teoria delle perturbazioni cano-
niche sviluppata da Hamilton. Se gli oscillatori virtuali così ottenuti dovessero
essere descritti secondo le regole di Bohr, le loro frequenze proprie dovrebbero
dipendere da due numeri interi e dovrebbe soddisfare la relazione

ν(n, n′) =
1
h

[
E(n)− E(n′)

]
dove h è la costante di Planck e E(n) è l’energia dello stato n-mo. In conclusione
di questo fondamentale articolo Born traccia le linee che devono guidare nella
ricerca di una formulazione di un nuova Meccanica e conclude che la Meccanica
subirà un cambiamento nel senso che si passerà da equazioni differenziali a
equazioni alle differenze finite.
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Questa previsione di Born non si è avverata in senso stretto, perché nella formu-
lazione finale si è rimasti nell’ambito di equazioni differenziali, sebbene ora alle
derivate parziali. Una traccia delle differenze finite appare nel fatto che gli ope-
ratori che intervengono nella formulazione attuale della Meccanica Quantistica
sono generalizzazioni di matrici e hanno uno spettro discreto, almeno nell’ambito
degli stati legati, che sono quelli cui si riferiscono le relazioni di dispersione.
D’altra parte il principio di corrispondenza afferma che, se k ed h sono molto
grandi e |k−h|/k << 1 la relazione di dispersione (1.16) deve avere un analogo
classico e i parametri che appaiono in (1.16) devono, in questo limite, essere
determinabili per confronto con le formule classiche.
Conviene pertanto fare una breve parentesi, per ricordare come viene descritta
in Meccanica Classica l’interazione di un dipolo elettrico con il campo elettro-
magnetico. Di questa descrizione la (1.15) è solo una prima approssimazio-
ne. Il problema che abbiamo descritto si presenta, nell’ambito della Meccanica
Classica, nella forma seguente.
Un sistema completamente integrabile (come l’atomo di idrogeno) e quindi
descrivibile come una collezione di oscillatori armonici, ha una hamiltoniana
H0 = F (Jk) dove {Jk, k = 1, . . . , N)} sono le variabili d’azione e θk le corri-
spondenti variabili angolo. L’interazione viene descritta da una hamiltoniana
HI

HI =
∑
τ0...τN

cτ0...τN e
2iπ(ω0τ0+···+ωNτN ) 1.23

con θk ≡ 2πωk, ω0 = ν0t e si assume che per ogni scelta dei numeri interi
τ0, . . . , τN risulti τ0ν0 + · · · + τNνN 6= 0, dove νk = ∂H0

∂Jk
, k = 1, . . . , N , sono

le frequenze imperturbate (condizione di non risonanza). I coefficienti numeri-
ci cτ0...τN descrivono l’interazione del sistema con un campo elettromagnetico
esterno. Siccome HI è reale, essi soddisfano la relazione c−τ0...−τN = c∗τ0...τN .
In Meccanica Classica l’interazione con un campo elettromagnetico esterno vie-
ne usualmente rappresentata dalla hamiltoniana p · E(t), p ∈ RN , dove p è il
momento di dipolo e E(t) è il campo elettrico (che assumiamo essere debole,
così da poter utilizzare metodi di teoria delle perturbazioni).
Se τ = (τ1, . . . , τN ) e p0 denota il momento di dipolo del sistema imperturbato

p0 =
∑
τ

Aτ (J)e2iπ(ω1τ1+···+ωNτN ) 1.24

l’interazione HI sarà

HI = p0 · E(t) =
∑
τ

E(t) ·Aτ (J)e2iπ(ω1τ1+···+ωNτN ) 1.25

dove E(t) = E cos 2πν0t. Per determinare il momento di dipolo risultante, si
cerca mediante una trasformazione canonica (così che le nuove equazioni sono
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ancora in forma hamiltoniana) di scrivere H0 +HI nella forma

H0 +HI = H1
0 +H1

I 1.26

dove H1
0 è funzione di nuove variabili d’azione (e quindi il sistema che rappre-

senta è completamente integrabile) ed H1
I è di ordine superiore al primo in E(t)

(che viene assunto piccolo). La funzione H1
0 avrà dunque la forma

H1
0 (J ′, E) = H0(J ′) + E · p1(J ′) + E · p0(J ′) 1.27

dove J ′ ≡ {J ′1, . . . , J ′N} è un nuovo sistema di variabili in involuzione (le nuove
variabili d’azione) e p0,k è la media di pk sugli angoli. Il termine E · p1(J ′) +E ·
p0(J ′) rappresenta l’accoppiamento effettivo del sistema (all’ordine considerato)
e quindi p1(J ′) + p0(J ′) è il dipolo elettrico effettivo del sistema. Si noti che la
(1.27) dà una descrizione del sistema in termini di invarianti adiabatici. Sicco-
me E(t) è monocromatica con frequenza ν0 la media sul tempo della funzione
H(J, θ) è nulla.
La trasformazione canonica che produce la (1.27) si ottiene mediante una fun-
zione generatrice a valori reali S(θ, J ′), ponendo

θ′k ≡
∂S

∂J ′k
, Jk ≡

∂S

∂θk
1.28

e la determinazione di S si ottiene risolvendo l’equazione di Hamilton-Jacobi
all’ordine considerato in E. Il risultato per p1, nota S, è

p1 =
∑
k

[
∂p0

∂Jk

∂S

∂ωk
− ∂p0

∂ωk

∂S

∂J ′k

]
. 1.29

Utilizzando la forma esplicita (1.25) di H1 si ottiene

p1 = −E cos 2πν0t
∑
k

∑
ν·τ>0

τk
∂

∂Jk

(
2|Aτ |2 ν · τ
(ν · τ)2 − ν2

0

)
, 1.30

dove ricordiamo che νk sono le frequenze fondamentali degli oscillatori (notare
che all’ordine considerato si può sostituire Jk a J ′k.)
La formula (1.30) deve essere confrontata con la formula empirica (1.16) di
Kramers per ottenere delle regole che possano far dedurre la formula quantistica
e da queste dedurre la struttura della nuova meccanica.
I parametri che appaiono nelle formule quantistiche devono essere tali che si
ottengano le formule classiche nel limite |n−m|n → 0.
Per l’ordinamento dato dalle energie degli stati atomici, la successione En è
crescente e converge verso un limite che convenzionalmente assumiamo essere
zero. Ma allora per n grande e n−m di ordine di grandezza uno si ha

Em = En − εn,m
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con εm,n infinitesimo rispetto a En. Ne segue che per n grande la variazione
di energia nella transizione dallo stato m allo stato n è infinitesima rispetto
all’energia dello stato iniziale, e il principio di corrispondenza dice che per l’e-
missione e l’assorbimento vicino alla soglia di ionizzazione devono valere leggi
confrontabili con quelle della teoria classica.
Dal confronto di (1.16) con (1.30) Born concluse che ogni stato stazionario è
equivalente ad una collezione di oscillatori armonici (risuonatori) virtuali la cui
frequenza corrisponde alla differenza di energia nella transizione considerata.
Notare che non compaiono le armoniche superiori, perché in generale i rapporti
(En − Em)/(Ek − Eh) non sono numeri razionali. Questo evita nel caso della
Meccanica Quantistica il problema dei piccoli denominatori che rende difficile
l’analisi perturbativa in Meccanica Classica hamiltoniana.
La regola di corrispondenza si ottiene con la sostituzione

ν · τ → ν(n,m), J → nh 1.31

La seconda regola in (1.31) è il principio di corrispondenza di Bohr. Per com-
prendere meglio la corrispondenza tra frequenze in (1.31) notiamo che, se si può
passare adiabaticamente dallo stato n allo stato m, si possono considerare stati
fittizi intermedi ponendo

m(τ) = n+ µτk, 0 < µ < 1, τk ∈ Z.

Allora si ha
ν · τ =

∑
k

∂H0

∂Jk
τk =

1
h

∑
k

∂H0

∂Jk

∂Jk
∂µ

=
1
h

∂H0

∂µ
. 1.32

Questa manipolazione, del tutto formale, è meglio giustificata se µ è molto
piccolo, quindi se n − m è di ordine di grandezza αh con α piccolo. D’altra
parte, per la regola di Bohr-Einstein, se m = n+ τ si ha

ν(m,n) =
1
h
|E(n+ τ)− E(n)| 1.33

Confrontando (1.32) con (1.33) si vede che l’operazione effettuata per passare
dalla regola classica a quella quantistica consiste nel sostituire differenziali con
differenze finite (quozienti incrementali rispetto alla quantità h).
Per ottenere una relazione tra i coefficienti, facciamo ancora uso del principio di
corrispondenza. Analizziamo quindi il caso τ

n << 1. Si ha allora per una data
grandezza fisica Φ ∑

k

τk
∂Φ
∂Jk

→
∫ 1

0

dµ
∑
k

τk
∂Φ
∂Jk

. 1.34

Dalla regola di quantizzazione di Bohr, per τ
n abbastanza piccolo (quindi τh/J

abbastanza piccolo) si ha
τkdµ ' dJk
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e dunque ∫ 1

0

∑
k

∂Φ
∂Jk

τkdµ '
∫ 1

0

∑
k

∂Φ
∂Jk

dJk =
1
h

(Φ(n+ τ)− Φ(n)) 1.35

e questa identificazione deve, valere nel limite τ
n → 0, per ogni grandezza fisica.

Inoltre, poiché |Aτ (J)|2 = Aτ (J)A−τ (J) e A−τ (J) = A∗τ (J)

|Aτ (J)|2 ≡ Γ(n,m) = Γ(m,n), m = n+ τ 1.36

Eseguendo in (1.30) le sostituzioni indicate in (1.33), (1.34) e (1.35) e utilizzando
la definizione di Γ data in (1.36) si ottiene

p1 = E cos(2πν0t)
1
h

∑
τk>0

[
2Γ(n+ τ, n)ν(n+ τ, n)
ν(n+ τ, n)2 − ν2

0

− 2Γ(n, n− τ)ν(n, n− τ)
ν(n, n− τ)2 − ν2

0

]
.

1.37
Questa espressione va confrontata con l’espressione (1.16). L’accordo è molto
buono pur di porre

− e2

4π2m
fn,m =

1
h

2Γ(n,m)ν(n,m), Γ(n,m) ≡ |Am−n|2. 1.38

Nota 1.5
Da (1.38) si vede che la conoscenza delle frequenze di assorbimento ed emis-

sione non è sufficiente a determinare le quantità An,m, ma solamente il loro
valore assoluto. Per determinare le fasi è necessario studiare il problema che
stiamo analizzando in un approssimazione migliore (ad esempio all’ordine due
in E) o, meglio, utilizzare un problema in cui l’accoppiamento con il campo
elettromagnetico risulti più complesso.

♣

Nota 1.6
Ricordiamo che le Aτ (J) sono le componenti dello sviluppo in serie delle

quantità di moto pk in funzione degli angoli θk.
In accordo con quanto avviene nella formula di Kramers, ci aspettiamo che
nella nuova formulazione della Meccanica la quantità di moto sia espressa come
funzione di due indici, quindi sia rappresentata da una matrice. Quando mk =
nk + hτk e τk è piccolo rispetto a nk ci aspettiamo che An+hτk,n giochi il ruolo
che giocava Aτ (J) nel caso classico, dove J è il valore della n-pla di variabili
d’azione associate allo stato n.

♣

Il passo successivo nella costruzione della nuova Meccanica fu effettuato da
Heisenberg analizzando le regole di calcolo delle quantità del tipo delle An,m
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(cioè associate a osservabili classiche) quando si vogliano ottenere le matrici
Cn,m associate alle coordinate qh e più in generale le matrici B(P )n,m associate
a polinomî P nelle coordinate qk e ph dello spazio delle fasi classico.
Far questo è possibile (in linea di principio) analizzando ad esempio formule
empiriche ottenute mediante esperimenti nei quali la hamiltoniana classica abbia
la forma x · E (ad esempio le formule di polarizzazione in un campo elettrico
uniforme o lentamente variabile nello spazio).
Analizzando in dettaglio le corrispondenti formule empiriche, ed in particolare
analizzando alla luce di questa formulazione l’effetto Zeeman anomalo (descritto
in teoria classica dall’ equazione ẍ = −ω2x− ε x4) Heisenberg pervenne [Hei25]
alla corrispondenza seguente tra il caso classico e il caso quantistico

ν(nτ) ≡ τν(n) ≡ τ 1
h
∂E
∂n

→ ν(n, n− τ) = 1
h (E(n)− E(n− τ))

ν(n, τ1) + ν(n, τ2) = ν(n, τ1 + τ2)
→ ν(n, n− τ) + ν(n− τ, n− τ − τ1) = ν(n, n− τ − τ1)

Re (aτ (n)) eit(ω(n)·τ)

→ A(n, n− τ)eitω(n,n−τ).

1.39

L’ultima forma è valida per ogni osservabile classico rappresentabile nella forma∑
τ

aτ (n)eit(ω(n)·τ).

Inoltre, almeno per le variabili di posizione, vale la seguente regola che connette
la descrizione quantistica di q con quella di q2. Nel caso classico si ha

q2(n, t) =
∑
β

bβ(n)eit(ω(n)·β) =
∑
β,α

aα(n)aβ−α(n)eit[(ω(n)·α)+(ω(n)·(β−α)] 1.40

mentre nel caso quantistico le corrispondenti matrici, che indichiamo con q̂, q̂2,
soddisfano

q̂2
n,n−τ =

∑
α

q̂n,n−αq̂n−α,n−τ = B(n, n− τ)eitω(n,n−τ)

B(n, n− τ) ≡
∑
α

A(n, n− α)A(n− α, n− τ). 1.41

Si noti che quest’ultima relazione rappresenta non altro che il prodotto di
matrici, esteso al caso di matrici infinite.
L’insieme di queste considerazioni portò nell’anno successivo ai due articoli di
Born e Jordan [BJ25] e di Born, Jordan e Heisenberg [BJH26] nei quali, co-
me affermano gli Autori, viene messa in piedi una descrizione organica, invece
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di adattare le idee tradizionali in modo artificiale e forzato e viene formulata
una teoria matematica coerente della Meccanica Quantistica che descrive le ca-
ratteristiche dei fenomeni quantistici e al tempo stesso presenta una notevole
analogia con la Meccanica Classica.
In questi articoli si parla esplicitamente di una geometria quantistica simbolica
che tende, per piccoli valori di h, alla geometria visualizzabile della Meccanica
Classica.
Si parla già di relazioni tra osservabili e del fatto che ogni quantità osservabile
può essere descritta da una matrice infinita (cioè da un operatore lineare in uno
spazio vettoriale di dimensione infinita).
Gli Autori sottolineano anche che queste matrici (operatori) non sono dello stes-
so tipo di quelle che negli stessi anni venivano studiate da Hilbert1; gli operatori
che venivano allora studiati da Hilbert sono quelli oggi chiamati di Hilbert-
Schmidt. Verificheremo nel seguito che gli operatori associati alle coordinate
posizione e quantità di moto non possono essere di classe Hilbert-Schmidt.
Nei due articoli citati qui sopra Born, Heisenberg e Jordan sviluppano il calcolo
delle matrici, impostano la teoria della perturbazioni in Meccanica Quantistica
in stretta analogia con la corrispondente teoria delle perturbazioni canoniche in
Meccanica Classica e la analizzano in dettaglio fino al second’ordine.
L’esempio che viene trattato in maggior dettaglio è quello dell’oscillatore anar-
monico, con un termine anarmonico di ordine quattro. I risultati sono in ottimo
accordo con il dato sperimentale. È curioso osservare che, come vedremo in
seguito, in questo caso lo sviluppo perturbativo non converge; lo sviluppo è tut-
tavia asintotico, e per perturbazioni piccole lo sviluppo al second’ordine fornisce
un risultato soddisfacente.
I contenuti importanti di questi articoli, modulo dettagli matematici, consentono
già completamente di definire la formulazione attuale della Meccanica Quanti-
stica nella sua versione algebrico-assiomatica. Tra gli altri, si possono mettere
in evidenza

- l’utilizzazione di metodi di differenziazione simbolica che, nel linguaggio
attuale, consente di sostituire il campo vettoriale (e quindi le equazioni del
moto) con una espressione algebrica associata al commutatore tra due matrici
(e quindi in un certo modo con differenze finite). In questo ambito giocano un
ruolo particolare le matrici q̂k e p̂k associate alle coordinate dello spazio della
fasi classico.

- la scrittura delle equazioni della Meccanica Quantistica nella forma

dq̂k
dt

= i[H, q̂k]
dp̂k
dt

= i[Ĥ, p̂k] 1.42

dove la matrice Ĥ descrive le interazioni all’interno del sistema e le matrici q̂k
e p̂k rappresentano le coordinate e gli impulsi.

1Sia gli Autori che Hilbert lavoravano in quell’anno a Göttingen.
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- la dimostrazione che le equazioni (matriciali) (1.42) rendono estremale (o
comunque, stazionaria) l’espressione∫

(p̂, q̂)− Ĥ(q̂, p̂)

q̂ ≡ {q̂1, . . . q̂N}, p̂ ≡ {p̂1, . . . p̂N}, 1.43

- L’affermazione che la controparte quantistica dell’identità

1 = 2π
∑
τ

(τ,∇τ (qkτ p
h
τ )) 1.44

è l’identità (nel senso di prodotto delle corrispondenti matrici)

[p̂k, q̂h] =
h

2iπ
δk,h. 1.45

Va peraltro notato che la relazione

[p̂k, p̂h] = [q̂k, q̂h] = 0, k 6= h 1.46

viene postulata da Born, Heisenberg e Jordan ma senza argomentazioni vera-
mente convincenti. Da questa analisi si deduce che nella nuova Meccanica gioca-
no un ruolo fondamentale delle matrici (infinite) q̂k, p̂h che soddisfano, almeno
formalmente, le relazioni (1.45) e (1.46). Lo spazio vettoriale in cui agiscono
queste matrici è costituito da successioni di numeri complessi φ ≡ {cn, n ∈ Z};
il contesto in cui viene formulata la teoria porta ad affermare che |ck|2 sia la
probabilità che il sistema si trovi nel k-mo stato atomico. Ne segue che deve
essere

∑
k |ck|2 = 1.

Se lo spazio viene dotato del prodotto scalare

(φ1, φ2) ≡
∑
k

(c1k)∗ c2k,

le matrici q̂k e p̂h risultano hermitiane.

1.5 Sviluppi successivi

Subito dopo la formulazione della Meccanica Ondulatoria di Schrödinger e la
formulazione della Meccanica delle Matrici di Born, Heisenberg e Jordan, l’equi-
valenza delle due teorie fu notata da Schrödinger [Sch26], Eckart [Eck26], Pauli
(lettera a Jordan, maggio 1926), Dirac [Dir26(2)].
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È facile verificare infatti che le relazioni di commutazione del formalismo di
Heisenberg sono soddisfatte (almeno formalmente) da operatori che agiscono su
uno spazio di funzioni come segue

q̂kψ(x) = xkψ(x) p̂k = −i~∂ψ(x)
∂xk

1.47

Notare che l’operatore −i~ ∂
∂xk

è hermitiano e ha la quantità di moto come
autovalore (generalizzato).
Da questo punto di vista le relazioni di indeterminazione dedotte da Heisen-
berg attraverso esperimenti virtuali sono una conseguenza delle proprietà della
trasformazione di Fourier. Le teoria venne successivamente formulata in modo
matematicamente rigoroso da J. von Neumann [Neu27] con successivi importan-
ti contributi di A. Weyl. Essi dimostrarono che sotto opportune ipotesi tutte le
rappresentazioni della relazioni di commutazione canoniche su spazi di Hilbert
sono tra di loro unitariamente equivalenti.
Inoltre gli elementi fondanti della Meccanica Classica (hamiltoniana) e della
Meccanica Quantistica hanno forma identica: se la hamitoniana classica è

Hclass =
1

2m
p2 + V (q) q = {qk}, p = {pk} 1.48

e l’evoluzione della osservabili è descritta da Ȧclass = {Aclass, H} allora in
Meccanica Quantistica il generatore Ĥ dell’evoluzione nel tempo è costruito a
partire da Hclass con le sostituzioni qk → xk e pk → −i~ ∂

∂xk

(Ĥφ)(x) = − ~2

2m
∆φ(x) + V (x)φ(x) 1.49

e l’equazione di evoluzione risulta precisamente essere l’equazione di Schrödin-
ger. Infatti l’evoluzione è ottenuta sostituendo le parentesi di Poisson con la
moltiplicazione per i del commutatore degli operatori. Queste due operazioni
sono isomorfe dal punto di vista algebrico se lo spazio di Hilbert è complesso.
Notiamo che nell’anno successivo Dirac, che era venuto a conoscenza delle idee
sviluppate da Born, Heisenberg e Jordan ma non ne conosceva probabilmente i
dettagli, sviluppa la Quantum Algebra [Dir26]. In questo lavoro Dirac introduce
esplicitamente i termini Quantum Algebra, Quantum Differentiation, Quantum
Poisson Brackets e nota esplicitamente che la corrispondenza tra la Meccanica
Classica (hamiltoniana) e la Meccanica Quantistica sta (anche) nel fatto che le
strutture algebriche sottostanti (parentesi di Poisson da un lato, commutatori
di matrici dall’altro) sono isomorfe.
In questo lavoro, che è rimasto una pietra miliare per lucidità e precisione di
linguaggio, Dirac estende le sue considerazioni al caso di infiniti gradi di libertà,
ponendo così le basi per la trattazione del Campo Elettromagnetico Quantizzato
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e i successivi sviluppi dell’Elettrodinamica Quantistica. Il lavoro di Dirac si basa
su una scelta di una base per le soluzioni dell’equazione di Maxwell, ed estende
il calcolo quantistico di Born, Heisenberg e Jordan introducendo un calcolo
formale che utilizza le funzioni δ(x − y) e la base generalizzata delle soluzioni
monocromatiche (onde piane).
Il fatto che il numero di gradi di libertà sia adesso infinito genera alcune diffi-
coltà formali (energia infinita di punto zero) peraltro facilmente superabili nella
teoria del campo elettromagnetico quantizzato libero; se si introduce un’intera-
zione, le difficoltà diventano maggiori e in generale con questo schema si ottiene
solamente uno sviluppo in serie (nella costante di accoppiamento) di cui non si
riesce a controllare la convergenza.
Va notato che Jordan [Jor25] ha per primo cercato di generalizzare la nuova
Meccanica Quantistica al caso di sistemi a un numero infinito di gradio di libertà,
ma la notazione che utilizzava era farraginosa (descriveva insiemi infiniti di
matrici infinite) ed in un primo momento non era stata apprezzate nemmeno
dai suoi collaboratori. Il formalismo di Dirac era molto più chiaro ed è rimasto
come base per l’Elettrodinamica Quantistica.
Mentre il formalismo di Dirac si appoggia sulla teoria algebrica delle relazioni
di commutazione canonica tra gli operatori associati alle variabili classiche di
posizione e quelli associati alla variabili classiche di quantità di moto, il tentativo
di Jordan era di quantizzare le funzioni ed era più vicino alla quantizzazione delle
soluzioni dell’equazione delle onde che è stata poi introdotta da I. Segal e da K.
Friedrichs e alla quale accenneremo brevemente nel cap. 7.

Per quanto riguarda la quantizzazione del campo elettromagnetico conviene no-
tare che si parla in generale di seconda quantizzazione perché, nella formulazione
di Dirac, a ciascuno stato della particella, definito da un elemento φ ∈ L2(R3)
viene associata uno spazio vettoriale di dimensione infinita, i cui elementi rap-
presentano stati corrispondenti ad un numero sempre crescente di particelle
tutte nello stato φ. Quindi questo formalismo è adeguato a trattare sistemi in
cui il numero di particelle non è conservato.
Ad una configurazione del campo elettromagnetico classico corrisponde uno sta-
to quantistico sovrapposizione (con fasi relative ben definite) di stati con un
numero diverso di particelle del campo elettromagnetico (fotoni).
La quantizzazione del campo elettromagnetico libero fornisce un’espressione per
l’energia che contiene un termine lineare nella frequenza che dà origine ad un’e-
nergia di punto zero. In quegli anni Born e Jordan sostennero, contro l’opinio-
ne di Einstein, che quel termine originava dal campo elettromagnetico e non
dall’aspetto particellare del fotone.

Un contributo notevole all’accettazione della nuova Meccanica Quantistica da
parte di gran parte della comunità dei fisici teorici fu l’analisi quantistica (in
termini di algebre di matrici) compiuta da W. Pauli [Pau26] dello spettro
dell’atomo di idrogeno.
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Quest’analisi venne fatta da Pauli sulla falsariga della corrispondente analisi in
Meccanica Classica, utilizzando solo le proprietà dell’algebra di Lie indotta dalle
relazioni di commutazione tra le matrici (operatori) che corrispondono in Mecca-
nica Quantistica ai generatori del gruppo di rotazione, al vettore di Runge-Lenz
e alla hamiltoniana del sistema. Questo ha successo in virtù dell’isomorfismo
strutturale tra i commutatori e le parentesi di Poisson.
Il lavoro di Pauli dimostrava che la nuova Meccanica poteva essere utilizzata
per previsioni quantitative, almeno per sistemi semplici. Inoltre l’analisi di
Born mostrava che anche nella nuova Meccanica era disponibile una teoria delle
perturbazioni analoga alla teoria della perturbazioni canonica nel formalismo di
Hamilton.
Fu anche subito chiaro che la teoria delle perturbazioni così costruita non pre-
sentava alcuni dei problemi che rendevano complessa la sua utilizzazione nel caso
classico. In particolare il problema, messo in luce da H. Poincaré, dei piccoli
denominatori che rende divergente per quasi tutti i dati iniziali la serie formale
data dalla teoria classica delle perturbazioni. Infatti le frequenze quantistiche,
come descritte da Bohr, erano tali da non comprendere armoniche. La teoria
perturbativa di Born, Heisenberg, Jordan, Pauli e Dirac è tuttora alla base delle
formule che vengono utilizzate nei lavori di Meccanica Quantistica.

Un passo molto importante nella formulazione di Schrödinger della nuova mec-
canica fu l’osservazione, fatta da Schrödinger e poi ripresa da Born, che tutte le
soluzioni relative agli stati legati erano a quadrato sommabile, mentre in mec-
canica classica interviene l’integrabilità delle distribuzione (reale) di carica, di
massa, etc. . Questo rende plausibile che per una funzione d’onda ψ(x) sia la
quantità ψ̄(x) · ψ(x) = |ψ(x)|2 ad avere un ruolo analogo alle densità.
Poiché la funzione d’onda rappresenta una particella e non un fluido, la quantità
|ψ(x)|2 non può essere associata alla densità di un fluido. Conseguentemente
Max Born postulò che la funzione reale positiva |ψ(x)|2 rappresenti la densità
di probabilità che facendo una misura di posizione si trovi la particella nel punto
di coordinate x ∈ R3 (nel senso che

∫
Ω
|ψ(x)|2dx dà la probabilità di trovare la

particella nella regione Ω dello spazio).
Conseguentemente l’integrale ∫

R3
F (x)|ψ(x)|2dx 1.50

dà il valor medio dei risultati della misure di un’osservabile F che dipende solo
dalla coordinata di posizione, effettuate su una particella in uno stato descritto
dalla funzione d’onda φ(x).
Analogamente, detta φ̂ la trasformata di Fourier di φ, la quantità |φ̂(p)|2 rappre-
senta la densità di probabilità che misurando la quantità di moto della particella
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si trovi il valore p e l’integrale ∫
R3
G(p)|φ̂(p)|2dp 1.51

rappresenta il valor medio medio dei risultati della misure di un’osservabile G
che dipende solo dalla quantità di moto, effettuate su una particella in uno stato
descritto dalla funzione d’onda φ(x).
Questo postulato connette il formalismo matematico della Meccanica Quantisti-
ca con le operazioni di misura su un sistema fisico. Ritorneremo nel capitolo se-
guente sull’importanza di questo e anche sui problemi che questa corrispondenza
pone.
Con questo postulato Born rimette al centro dell’interesse della ricerca in Mec-
canica Quantistica l’impostazione di Heisenberg della meccanica delle matrici.
Infatti la struttura di spazio di Hilbert si accorda bene con le matrici infinite
(operatori lineari sullo spazio di Hilbert) e anzi introduce una naturale dualità,
che verrà analizzata poi in dettaglio da J. von Neumann a da A. Weyl e di cui
tratteremo nei capitoli successivi.
Nel contesto degli spazi di Hilbert le relazioni (1.50) e (1.51) hanno un’ovvia
generalizzazione al caso di misurazione di una qualunque quantità che possa
essere associata ad un operatore, e provvede un risultato reale se l’operatore
considerato è simmetrico.
Con l’introduzione degli spazi di Hilbert e degli operatori lineari non risulta più
necessario riferirsi alla rappresentazione di Schrödinger anche se nelle applica-
zioni risulta più naturale descrivere le varie situazioni sperimentali associandole
a proprietà spaziali della funzione d’onda del sistema.
Inizia qui, e si protrarrà fino ai giorni nostri, la divisione delle ricerche in Mecca-
nica Quantistica in ricerche sugli aspetti matematici che si avvalgono dell’arbi-
trarietà della rappresentazione dello spazio di Hilbert e ricerche sulla proprietà
dei sistemi analizzati sperimentalmente, atomi, molecole, cristalli, agglomerati
di molecole, sistemi estesi, che hanno portato ai notevoli successi ad esempio
della chimica quantistica e delle fisica della materia condensata. Le prime hanno
portato a un’inquadramento assiomatico delle teoria, l’hanno resa raffinata dal
punto di vista matematico e hanno posto le basi per la trattazione di sistemi
che dal punto di vista classico hanno infiniti gradi di libertà (Teoria dei Cam-
pi Quantizzati e teorie derivate da questa, Meccanica Statistica Quantistica).
Le seconde beneficiano in maniera notevole della visualizzazione nello spazio
delle configurazioni che offre la rappresentazione di Schrödinger e sono alla ba-
se di tutte le straordinarie applicazioni che ha avuto la Meccanica Quantistica
nel campo della tecnologia avanzata. Entrambe si sono poco occupate di un
problema, la teoria della misurazione, la cui analisi in Fisica Classica è data
per scontata mentre in Meccanica Quantistica non ha tuttora trovato soluzione
soddisfacente. Ritorneremo su questo punto nel capitolo successivo.
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Ritornando alla formulazione della Meccanica Quantistica (Meccanica delle Ma-
trici), notiamo che l’equazione di Schrödinger si scrive adesso

i~
∂φ

dt
= Hφ 1.52

dove H è un opportuno operatore simmetrico (trascuriamo in questo momen-
to sottigliezze matematiche legate all’autoaggiuntezza dell’operatore H). La
soluzione di (1.45) è (almeno formalmente)

φ(t) = e−itH/~φ(0).

In virtù del postulato di Born e del fatto che la particella può trovarsi dopo
l’evoluzione in un altro stato ma che non può scomparire, la trasformazione
φ(0) → φ(t) deve risultare unitaria (preciseremo questo punto in seguito) e
questo implica che in (1.52) l’operatore H deve essere simmetrico.
Inoltre, il postulato di Born rende equivalenti dal punto di vista sperimentale
funzioni d’onda che differiscano tra loro per un fattore di fase. Ciò ha notevoli
implicazioni. In particolare rende legittime, come simmetrie del sistema, tra-
sformazioni che hanno come risultato il cambiamento della funzione d’onda per
un fattore di fase e introduce così la possibilità di utilizzare rappresentazioni
proiettive dei gruppi di simmetria.
Utilizzando una rappresentazione proiettiva del gruppo della rotazioni (una rap-
presentazione fedele del gruppo delle matrici unitarie di dimensione due) Pauli
introdusse in Meccanica Quantistica lo spin, un entità estranea alla Meccani-
ca Classica, che rese conto della struttura iperfina dello spettro degli atomi, in
particolare dell’atomo di elio.
Sempre questa proprietà del formalismo della Meccanica Quantistica permise
l’introduzione del formalismo della statistica di particelle identiche con la divi-
sione delle particelle elementari in due classi mutuamente escludentesi, quella (i
Bosoni) in cui una permutazione degli indici di particella non altera la funzione
d’onda e quelle (i Fermioni) in cui quest’operazione porta ad un cambiamento
di segno (e quindi ad uno stato equivalente).
Ne segue che due Fermioni non possono stare nello stesso stato; questo prin-
cipio di esclusione (di Pauli) è alla base delle proprietà degli spettri atomici e
molecolari, e anche della stabilità della materia (di cui parleremo in seguito).
Al contrario, due Bosoni possono essere nello stesso stato, e anzi ci si aspetta
che in una stato di energia minima N Bosoni occupino, se possibile, lo stesso
stato (abbiano la stessa funzione d’onda). Questo meccanismo è alla base della
condensazione di Bose-Einstein un fenomeno previsto da Bose ed Einstein e
osservato ora sperimentalmente.
Il render conto in modo relativamente semplice di questi due fenomeni, che non
hanno alcuna controparte classica, è certamente uno dei successi maggiori del
modello Meccanica Quantistica.
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Terminiamo questo capitolo con una nota che indica la rigidità strutturale del
modello. Abbiamo visto che in Meccanica Quantistica la dinamica è descritta
dalla seguente relazione di evoluzione per gli operatori A

i
dA

dt
=

1
~

[H,A], 1.53

dove nella rappresentazione di Schrödinger A e H sono operatori differenziali
o operatori di moltiplicazione per funzioni nello spazio delle configurazioni e
nella formulazione di Born-Heisenberg sono operatori su uno spazio di Hilbert
(matrici di rango infinito).
In entrambi i casi la soluzione di (1.53) è (sempre formalmente)

A(t) = U(t)AU∗(t), U(t) = e−i
t
~H 1.54

dove per ciascun t l’operatore U(t) è unitario. In generale per operatori diffe-
renziali o per matrici di rango infinito, le (1.53) e (1.54) sono solo formali, e
richiedono una precisazione del dominio di applicazione. Se le matrici fossero di
rango finito, queste affermazioni sarebbe esatte e non solo formali.
Notiamo ora che in Meccanica Classica la dinamica è data da un campo vetto-
riale, e che ciascun campo vettoriale definisce una derivazione nello spazio delle
funzioni (abbastanza regolari) attraverso

dF

dt
=
∑
k

ξk
∂F

∂xk
.

In particolare, se la dinamica è hamiltoniana, si ha

dF

dt
= {H,F} 1.55

dove { , } indica la parentesi di Poisson. La rigidità strutturale del modello
Meccanica Quantistica è allora ben descritta dal seguente Teorema di Dirac.

Sia Mn l’algebra delle matrici n×n. Diciamo che un operazione lineare δ è una
derivazione se essa soddisfa la regola di Leibniz per il prodotto. Una derivazione
si dice una *-derivazione se soddisfa

δ(a∗) = (δ(a))∗ 1.56

per un generico elemento a ∈Mn, dove a∗ è l’aggiunta, o hermitiana coniugata
di a. Diremo inoltre che la derivazione considerata è interna se esiste un elemento
h di Mn tale che

δ(a) = i[a, h]. 1.57

Con queste notazioni vale il seguente teorema

Teorema 1.1 (Dirac)
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Ogni *-derivazione di Mn è interna (e la matrice h può essere scelta hermi-
tiana) ♦
Daremo nel cap. 4 la dimostrazione del teorema di Dirac inquadrandola nel
contesto delle algebre di operatori su uno spazio di Hilbert e più in generale delle
C∗-algebre. Dimostreremo in quel contesto un risultato più generale, dovuto a
Bratteli.
Notiamo solo che il teorema di Dirac implica che ogni dinamica lineare su Mn

è necessariamente della forma

i
da

dt
= ha− ah. 1.58

Se la derivazione è una *-derivazione, la matrice h è hermitiana ed è unica a
meno di un termine additivo proporzionale all’identità (la matrice identità è la
sola che commuta con ogni altra matrice). La soluzione di (1.58) è

a(t) = e−itha eith. 1.59

Si può interpretare il teorema di Dirac come l’affermazione che ogni campo
vettoriale quantistico è hamiltoniano e ogni evoluzione così generata è unitaria.
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Capitolo 2

Stati, Osservabili, Misurazioni. Decoerenza

Nel capitolo precedente abbiamo visto come si sia venuto accumulando un in-
sieme di risultati sperimentali, di analisi teoriche, di idee e di analogie che sug-
gerivano la possibilità di costruire un modello di nuova meccanica e di nuova
dinamica che fosse in grado di descrivere il comportamento di sistemi atomici.
Ricordiamo che un modello matematico, secondo la definizione di J. von Neu-
mann, è una costruzione matematica che, insieme ad un linguaggio verbale di
corrispondenza, cataloga (riproduce) un ambito di fenomeni fisici.
La costruzione matematica consiste in assiomi o postulati (in generale dedotti
da considerazioni semi-empiriche su regolarità di fenomeni osservati) e in dedu-
zioni sotto forma di teoremi e di soluzioni di equazioni. Il linguaggio verbale
associa alle strutture matematiche del modello dati sperimentali e quantità la
cui descrizione empirica è tratta dal linguaggio comune.
Per esempio, nella Fisica Classica la costruzione matematica è costituita dal-
le equazioni della dinamica newtoniana (o hamiltoniana) del punto materiale,
le equazioni della dinamica del continuo e quelle dell’elettromagnetismo come
formulate da Maxwell. Il linguaggio (scientifico), cioè l’associare a oggetti mate-
matici quantità misurabili sperimentalmente, è in questo caso dato per scontato,
e l’accordo implicito proviene da molti secoli di esperienze e dal fatto che del
mondo classico abbiamo esperienza quotidiana. Nessuno dubita del fatto che
termini come misurare una velocità o misurare un campo magnetico abbiano un
significato che non deve essere ulteriormente precisato.
Per i fenomeni descritti dalla Meccanica Quantistica questa ovvietà viene meno,
e, come vedremo, lo stesso concetto di misurazione può divenire problematico.
Si potrebbe ovviare a questo affermando con Bohr che oggetti macroscopici,
quali sono gli strumenti di misura, devono essere trattati come oggetti classici ,
ma questo dividerebbe il mondo delle esperienze in due parti separate e tra loro
incompatibili, e renderebbe difficile precisare di volta in volta a quale mondo si
fa riferimento.
Molti tentativi sono stati fatti per risolvere il problema della misurazione (cioè
cosa è e come agisce in Meccanica Quantistica uno strumento di misura) e più
in generale per riprodurre risultati di Meccanica Classica per la maggior parte
dei sistemi macroscopici (alcuni hanno tuttavia proprietà non compatibili con
la Fisica Classica).
Sono stati proposti vari meccanismi che possono rendere non percepibili nel ca-
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so di corpi macroscopici le caratteristiche tipiche della Meccanica Quantistica,
in particolare il principio di sovrapposizione o di intrallacciamento. Alcuni di
questi tentativi hanno portato ad una migliore comprensione della portata con-
cettuale del formalismo e della sua interpretazione. Non si è tuttavia ancora
trovata una risposta esauriente a questo problema.
Dal punto di vista empirico, il modello Meccanica Quantistica ha avuto successi
clamorosi nell’organizzare, descrivere e prevedere tutti i risultati sperimentali
disponibili nel suo campo di validità, cioè la fisica (non relativistica) degli atomi,
delle molecole e dei loro aggregati, ed è alla base dei più recenti successi della
tecnologia.
Le tecniche che sono state sviluppate per analizzare in dettaglio il formalismo
della Meccanica Quantistica hanno portato a contributi di grande rilevanza per
lo sviluppo della ricerca in Matematica.
È opportuno peraltro ricordare che questo modello, come per loro natura tutti
i modelli matematici, ha un suo dominio di validità (o piuttosto di utilità),
non ha la pretesa di descrivere e comprendere la vera natura delle cose ma
serve piuttosto ad organizzare in modo organico le nostre conoscenze sulla fisica
alla scala delle dimensione atomiche e le conseguenze per la struttura di corpi
macroscopici.

In questo capitolo e nei successivi descriveremo la struttura matematica e il lin-
guaggio verbale del modello. Sarà opportuno iniziare con una una definizione in
termini matematici di alcuni concetti quali stato, osservabili, evoluzione e suc-
cessivamente descrivere la dinamica in termini di equazioni. Sarà poi necessario
stabilire teoremi di esistenza e unicità, arrivando se possibile ad una descrizione
unificata del formalismo matematico che sta alla base della descrizione di feno-
meni diversi quali ad esempio la diffrazione di elettroni da un reticolo cristallino
e la struttura discreta degli spettri di emissione di un atomo.

Iniziamo con la formalizzazione matematica dei concetti di stato e osservabile.

Ricordiamo che in Meccanica Classica lo stato di un sistema elementare è de-
scritto da un punto nello spazio della fasiM. Le osservabili sono rappresentate
da funzioni suM (a valori reali, ma le considerazioni che seguono possono essere
estese a funzioni a valori complessi).
La Meccanica Classica stabilisce che se m è un punto dello spazio delle fasi, e se
la funzione f è continua, f(m) rappresenta il risultato che dà la misurazione
dell’osservabile descritta da f se è effettuata quando lo stato del sistema è
descritto da m.
Il significato del termine misurazione e il ruolo dell’apparato di misura non
vengono precisati perché la loro definizione è considerata già acquisita (esistenza
di misurazioni oggettive).
Dal punto di vista matematico, gli stati del sistema sono quindi elementi del
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duale delle funzioni continue, la corrispondenza essendo data da

f → f(m).

In Meccanica Statistica Classica (ad esempio nella termodinamica di Gibbs) si
introducono anche stati rappresentati da densità, o più precisamente da misure
(positive) µ che hanno un densità ρ (derivata di Radon-Nikodym) rispetto alla
misura di Lebesgue dm

dµ = ρ(m)dm,

dove ρ è una funzione positiva misurabile di integrale uno (se si considerano stati
normalizzati, nel senso che alla funzione identicamente uguale ad uno assegnano
il valore uno). Questi stati descrivono funzionali lineari positivi sulle funzioni
continue e possono essere estesi a funzionali continui su L∞, lo spazio delle
funzioni essenzialmente limitate; in conseguenza risulta maggiore il numero di
funzioni che possono essere associate a quantità osservabili. La corrispondenza
è data ora da

f →
∫
f(m)ρ(m) dm. 2.1

Questi ulteriori stati non sono stati puri (non decomponibili) perché ogni fun-
zione positiva ρ in L1 può essere scritta nella forma ρ = ρ1 + ρ2 dove ρk sono
funzioni della stessa classe. Si può notare che la corrispondenza (2.1) è continua
in f nella topologia di L∞ e continua in ρ nella topologia L1.
Come si vede da questi brevi richiami, l’utilizzazione in Meccanica Classica di
stati puri è strettamente legata alla possibilità di prendere solamente in esame
funzioni continue. Quando si passa a considerare la Meccanica Quantistica, un
primo problema è che non esiste lo spazio delle fasi, e quindi è difficile sapere a
priori quali osservabili giocano il ruolo di funzioni continue, o di funzioni diffe-
renziabili (per le quali in Meccanica Classica è definita la dinamica in termini
di parentesi di Poisson).
Un modo di procedere può essere il seguente. Esso risente della interpretazione
di Born secondo la quale la quantità∫

Ω⊂R3
|φ(x)|2dx

rappresenta la probabilità che compiendo un’operazione di misura di posizione
di una particella risulti che essa è localizzata nella regione Ω. Questa inter-
pretazione introduce in modo naturale la struttura di spazio di Hilbert (quale
è L2(R3, dx)) e mette in luce l’analogia di |φ(x)|2 con la distribuzione classica
ρ(x). In particolare, esse sono entrambe positive, di classe L1 e normalizzate a 1.

Nella formulazione della Meccanica Quantistica di Schrödinger per una parti-
cella in R3 gli stati sono rappresentati da vettori (normalizzati) in uno spazio
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di Hilbert complesso separabile H ≡ L2(R3) e nella formulazione di Heisenberg
gli osservabili sono descritti da matrici, ovvero operatori lineari su H ≡ l2(Z).
È quindi plausibile porre i seguenti assiomi.

Assioma 1
Gli osservabili in Meccanica Quantistica sono rappresentati da operatori

lineari autoaggiunti su di uno spazio di Hilbert complesso H.
♦

Indichiamo con B(H) l’insieme degli operatori chiusi e limitati su H. Rimandia-
mo ad un appendice del cap. 5 alcune nozioni di base di teoria degli operatori
su di uno spazio di Hilbert.
Sia A ∈ B(H). La corrispondenza

A→ (φ,Aφ)
|φ|2

≡ σφ(A) 2.2

definisce un funzionale lineare su B(H), e quindi può essere identificato con uno
stato del sistema. Notando che il termine a sinistra è omogeneo di grado 0 in φ
si vede che un tale stato dipende solo dal raggio associato a φ (la collezione di
elementi di H della forma {λφ, λ ∈ C}).
La (2.2) può anche essere scritta nella forma

A→ Tr (APφ) 2.3

dove Pφ è il proiettore ortogonale (in H) sul vettore φ e Tr indica l’usuale
operazione di traccia su operatori di classe traccia.
Quest’operazione rappresenta una naturale estensione dell’usuale operazione di
traccia per una matrice, e ne verifica le proprietà, prima fra tutte la proprietà
ciclica. Discuteremo queste proprietà nell’appendice al cap. 5.
Gli stati così ottenuti sono stato puri (non decomponibili). Infatti è facile dimo-
strare che se gli elementi ψ, ξ ∈ H non sono tra loro proporzionali, non esistono
φ ∈ H e numeri positivi a, b, a+ b = 1 tali che

σφ = aσψ + bσξ.

Nell’ambito più generale delle algebre di operatori su H si può anche dimostrare
che questi stati sono normali (uno stato σ su un’algebra è detto normale se per
ogni filtro crescente Aα in B(H) con estremo superiore A il filtro σ(Aα) ha come
estremo superiore σ(A)).
Dunque gli stati che abbiamo definito sono puri e normali. Tuttavia, a differenza
di quanto avviene in Meccanica Classica nessuno di questi stati puri è privo di
dispersione. Questo è dovuto al fatto che l’algebra B(H) non è commutativa.
Ricordiamo che la dispersione di uno stato σ relativamente ad un’osservabile A
è definita da

∆σ(A) ≡ σ(A2)− (σ(A))2. 2.4
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Uno stato non ha dispersione se ∆(A) = 0 ∀A. Notiamo per confronto che gli
stati puri della Meccanica Classica non hanno dispersione. Poniamo dunque

Assioma 2
Gli stati puri in Meccanica Quantistica sono rappresentati da raggi di uno

spazio di Hilbert H.
♦

Anche in Meccanica Quantistica si possono introdurre stati non puri, chiamati
miscele statistiche. La loro relazione con gli stati puri è analoga alla corrispon-
dente relazione in Meccanica Classica (da questo il nome di miscele statistiche).
Essi sono definiti da

A ∈ B(H)→
∑
k

ck Tr (APk) ≡ Tr (ρA) ≡ σρ(A), ck > 0,
∑
k

ck = 1 2.5

dove Pk sono proiettori su stati normalizzati φk ∈ H e ρ =
∑
k ckPk. Con

questa notazione, ρ è un operatore positivo di classe traccia e traccia 1; a questi
operatori viene dato spesso il nome di matrici densità. Essi giocano in questo
contesto il ruolo che giocano le densità in Meccanica Classica.
Gli assiomi 1 e 2 formalizzano le basi del contenuto matematico del modello.
Introduciamo ora due assiomi che sintetizzano la parte verbale del modello,
cioè le regole e le convenzioni che permettono di associare agli enti matematici
contenuti nei primi due assiomi quantità misurabili sperimentalmente. In altre
parole, di connettere il formalismo matematico con le esperienze di laboratorio.

Assioma 3
Vi è corrispondenza biunivoca tra gli operatori chiusi simmetrici e limitati

A e quantità misurabili Ã. Se si compiono misurazioni di Ã in uno stato rap-
presentato dal vettore φ ∈ H, |φ| = 1 e se l’operatore A ha spettro discreto e
semplice, i soli valori che si possono ottenere sono i suoi autovalori.
Indichiamo con ai gli autovalori e con ψAi le corrispondenti autofunzioni (poiché
lo spettro è semplice, questo definisce ψAi a meno di un fattore di fase). La
probabiltà pAi che si ottenga il valore ai è data da pAi = |(ψAi , φ)|2.

♦
Nota 2.1

Dall’assioma 3 segue che il valor medio dei risultati della misura di Ã fatta
quando lo stato del sistema è descritto dal vettore φ è

(φ,Aφ) ≡ Tr (PφA)

dove abbiamo indicato con Pφ il proiettore ortogonale sul vettore φ. Se il siste-
ma si trova in uno stato descritto dalla matrice densità σ il valor medio sarà
corrispondentemente Tr (σ A).

♣
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Per osservabili il cui spettro non sia semplice e/o sia continuo l’assioma 3 assume
una forma leggermente più complicata, con ovvie modificazioni che qui non
esplicitiamo.

Nota 2.2
Il modo in cui abbiamo formulato l’assioma 3 è probabilmente troppo am-

bizioso. È difficile dare una prescrizione per determinare lo strumento adatto
a misurare le osservabili associate ad un qualunque operatore chiuso limitato e
simmetrico.
Ad esempio è difficile indicare lo strumento adatto a misurare l’osservabile da
associare all’operatore ΠΩΠ̃ΣΠΩ dove ΠΩ è l’ operatore di moltiplicazione per la
funzione caratteristica dell’insieme Ω nello spazio delle configurazioni e Π̃Σ è, in
trasformata di Fourier, l’operatore di moltiplicazione per la funzione indicatrice
dell’insieme Σ. Quello che certamente riteniamo essere misurabile è (la molti-
plicazione per) ogni funzione limitata della posizione, (la moltiplicazione per)
ogni funzione limitata degli impulsi (mediante esperimenti di scattering) e tutti
gli operatori che corrispondono a hamiltoniane per sistemi fisici realizzabili. E
riteniamo di poter costruire i corrispondenti strumenti di misura.

♣

Nota 2.3
L’assioma 2 implica che se σφ e σψ sono stati puri distinti del sistema con

φ ⊥ ψ , anche ξ ≡ σ(a ψ+b φ), con |a|2 + |b|2 = 1, è uno stato puro. Ma in
generale per un’osservabile rappresentata dall’operatore A si ha

Tr (ΠξA) 6= |a|2σψ + |b|2σφ 2.7

(fa eccezione il caso in cui (ψ,Aφ) + (φ,Aψ) = 0).
La misurazione di un osservabile nello stato sovrapposizione dà in generale un
risultato diverso da quello che si avrebbe facendo una misurazione della stessa
osservabile nei singoli stati ψ e φ e pesando poi il risultato con i pesi |a|2 e |b|2.
Lo stato ξ è caratterizzato dalle fasi, oltre che dai moduli, dei due stati φ e ψ
a partire dai quali è costruito. Tali fasi si cancellano invece nei corrispondenti
proiettori (gli stati si sommano allora in maniera incoerente). Come vedremo
in seguito l’informazione contenuta nelle fasi, in sistemi quantistici costituiti da
più sotto-sistemi, correla gli stati dei sotto-sistemi anche quando questi risulta-
no spazialmente separati. I loro stati vengono intrallacciati (entangled); questa
espressione è stata coniata da Schrödinger, che ha compreso che questa è la
proprietà fondamentale della Meccanica Quantistica. Questo principio di so-
vrapposizione è un principio caratterizzante della Meccanica Quantistica e non
ha un analogo classico.
Si noti per confronto che se σ è una miscela statistica degli stati σψ e σφ con
pesi |a|2 e |b|2 si ha

σ(A) = |a|2σψ(A) + |b|2σφ(A).
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Se nella rappresentazione di Schrödinger si interpretano (cum grano salis) φ(x) e
ψ(x) come onde di probabilità, ne segue che queste onde di probabilità interferi-
scono tra loro. Si suole esprimere questo dicendo (con terminologia fuorviante)
che le leggi che determinano la composizione delle probabilità in Meccanica
Quantistica sono diverse da quelle della teoria classica della probabilità (at-
taverso le probabilità condizionate). Queste interferenze sono note dalla teo-
ria del campo elettromagnetico ma in Meccanica Quantistica rappresentano un
discostarsi dal senso comune perché si riferiscono a oggetti materiali.

♣

Ritornando ora alla formulazione assiomatica, notiamo che nell’assioma 3 viene
indicata la probabiltà di ottenere un dato risultato e di conseguenza il valor
medio dei risultati della misurazione. Non viene invece precisato l’effetto della
misurazione sul sistema misurato.
In Meccanica Classica si assume che, in circostanza ideali, sia possibile fare
una misurazione su un sistema traendo informazioni ma lasciando il sistema
inalterato, o comunque cambiando lo stato del sistema in modo controllato.
In Meccanica Quantistica questo non è ritenuto possibile; l’interazione con uno
strumento di misura altera in modo irreversibile e casuale lo stato del sistema
e quindi altera il risultato di misure che vengano fatte in tempi successivi. In
particolare si pone

Assioma 4
Se ai è un autovalore non degenere dell’operatore A con autovettore ψAi e se

la misurazione dell’osservabile Ã ha dato il risultato ai, immediatamente dopo
la misurazione lo stato del sistema è descritto dal vettore ψAi .
Questa affermazione va sotto il nome di riduzione della funzione d’onda.

♦
Nota 2.4

La formulazione immediatamente dopo per quanto imprecisa, tiene conto
del fatto che l’operatore A può non commutare con la hamiltoniana, per cui nel
corso del tempo uno stato corrispondente ad un autovalore di A può diventare
una combinazione lineare di più autostati di A.
Poiché l’evoluzione quantistica è un processo continuo, quest’effetto è trascurabi-
le se il tempo che si lascia trascorrere tra una misurazione e l’altra è trascurabile.

♣

Nota 2.5
L’assioma 4, così come è stato formulato precedentemente, sintetizza gli as-

siomi che, in alcune presentazioni della Meccanica Quantistica, vengono denomi-
nati rispettivamente di misura e di preparazione. Il primo sottolinea il processo
di riduzione della funzione d’onda all’istante della misurazione. Il secondo ri-
guarda l’ immediatamente dopo il processo di misura e costituisce la prescrizione
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pratica per la preparazione di un sistema quantistico in un particolare stato: ri-
petere misurazioni di un’osservabile di cui lo stato stesso è autostato, fino a che
il risultato della misura non confermi il corrispondente autovalore.

♣

Per comprendere meglio la portata e le conseguenze dell’assioma 4 notiamo
che esso, insieme al fatto che nell’insieme di tutti gli operatori il prodotto non
è commutativo, porta alla conclusione che non è possibile attribuire proprietà
oggettive in senso classico ad un sistema quantistico.
Per ciascun stato ρ di un sistema quantistico esiste una collezione di osservabili
A1
ρ, . . . , A

n
ρ che in quello stato hanno un valore definito. Ma questa collezione

varia da stato a stato, e non esiste un’osservabile (il cui rappresentativo che non
sia un multiplo dell’identità) che ha valore definito in tutti gli stati.
Per confronto, notiamo che in Meccanica Classica tutti gli osservabili (cioè tutte
le funzioni continue sullo spazio delle fasi) assumono un valore definito sugli sta-
ti puri del sistema (le misure di Dirac concentrate in un punto delle spazio della
fasi). Quindi non c’ è ambiguità nell’affermazione il valore dell’osservabile f(z)
nello stato rappresentato da δz0 è f(z0). Inoltre la misurazione di un’osservabile
fatta quando il sistema è in uno stato puro non altera lo stato puro e se iterata
in un istante immediatamente successivo riproduce lo stesso risultato. Ne segue
che in Meccanica Classica non è considerato rilevante il problema dell’esistenza
di proprietà oggettive del sistema (si considera evidente, senza ulteriori giustifi-
cazioni, l’affermazione il punto materiale si trova all’istante considerato in una
posizione nello spazio delle configurazioni e possiede una specifica quantità di
moto). E si considera risolto (anzi, non degno di attenzione) il problema di cosa
significhi misurare un’osservabile.

Nota 2.6
In alcuni casi in Meccanica Quantistica si ammette l’esistenza di un cer-

to numero di osservabili che hanno valore ben definito in ciascuno stato. In
quel caso, le osservabili non sono in corrispondenza biunivoca con gli operatori
autoaggiunti, ma ne costituiscono una sottoclasse. Si parla allora di regole di
superselezione.
Le regole di superselezione sono originate da una collezione di operatori {B1, . . . , Bn}
e si richiede alle osservabili di corrispondere ad operatori che commutano con
tutti gli operatori Bi. Se gli operatori {Bi} commutano fra loro, gli stati puri
del sistema sono autostati di ciascun Bi. Una tipica regola di superselezione è
la conservazione della carica.
In questa nostra trattazione elementare trascureremo l’eventuale esistenza di
regole di superselezione.

♣

Commentiamo brevemente l’assioma 4. Come vedremo nel corso di questo ca-
pitolo, quest’assioma è all’origine delle difficoltà concettuali che presenta il for-
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malismo della Meccanica Quantistica e la sua interpretazione. Vedremo infatti
nel cap. 3 che la dinamica quantistica dà luogo, come quella classica, a trasfor-
mazioni continue e deterministiche degli stati. D’altra parte la riduzione della
funzione d’onda viene presentata come (quasi) istantanea.
Per conciliare le due cose, sarebbe necessario affermare che la riduzione della
funzione d’onda richiede un lasso finito di tempo, magari trascurabile rispetto
al tempo caratteristico di cambiamento della maggior parte dei sistemi fisici. In
questo modo la riduzione può essere considerata avvenire a tutti i fini pratici in
modo istantaneo.
E sarebbe soprattutto necessario precisare quali sono le caratteristiche dei pro-
cessi di misurazione che li distinguono dai comuni processi di interazione. Tor-
neremo su questo problema in questo Capitolo.
Qui ci occupiamo di una giustificazione formale dell’assioma 4. Per osservabli
rappresentati da operatori a spettro discreto questa analisi può essere fatta in
modo accurato.
Consideriamo la misurazione in tre istanti successivi di due osservabili rappre-
sentate da operatori A e B che non commutano tra di loro e hanno spettro di-
screto (ad esempio le componenti dello spin di una particella lungo assi diversi)
e semplice (gli autovalori hanno tutti molteplicità uno).
Siano {an}, {φn} gli autovalori e autovettori dell’operatore A e {bn}, {ψn} gli
autovalori ed autovettori dell’operatore B. Facciamo un misurazione dell’osser-
vabile A nello stato (puro) rappresentato dalla funzione d’onda ξ. Otterremo
con una certa probabiltà il risultato ak. L’assioma 4 afferma che se il risultato
ottenuto è ak, lo stato finale (dopo la misurazione dell’osservabile A) del sistema
è φk. Se così non fosse, una misurazione della stessa osservabile A in un istante
immediatamente successivo potrebbe dare un risultato diverso da ak e questo
renderebbe non significativa la misurazione.
Adesso facciamo una misurazione dell’osservabile B; secondo le regole della Mec-
canica Quantistica che abbiamo descritto, otteniamo il valore bh con probabilità
|(φk, ψh)|2. Se il risultato della misurazione è bh, l’assioma 4 assicura che il
sistema dopo la misurazione di B si trova nello stato ψh. Ne deduciamo che se
ora eseguiamo una misurazione di A otterremo il risultato an con probabilità
|(ψh, φn)|2.
Quindi se misuriamo l’osservabile A dopo aver fatto una misurazione dell’os-
servabile B, il risultato della misurazione è in generale diverso da quello che
avremmo ottenuto se non avessimo fatto la misurazione di B.
Il fatto che il risultato dell’ultima operazione sia di natura probabilistica (diamo
la probabilità di ottenere lo stesso risultato della prima misurazione) è evidenza
del fatto che la modificazione dello stato del sistema in seguito ad un’operazione
di misurazione segue una legge diversa da quella che ne regge l’evoluzione nel
tempo in assenza di misurazioni.

Gli assiomi enunciati qui sopra permettono di dare una descrizione matematica
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della Meccanica Quantistica e di fare previsioni statistiche sui risultati di una
misurazione.
Conviene notare che, pur essendo di natura statistica le previsioni sui risultati
di una misurazione, l’evoluzione delle osservabili e degli stati che descriveremo
nel cap. 3 sarà descritta da leggi deterministiche; l’aspetto intrinsecamente
probabilistico della teoria interviene solo nell’assioma 4 che descrive i risultati
del processo di misurazione.
Come già osservato, questo implica che nella Meccanica Quantistica formulata
attraverso gli assiomi 1, . . . , 4 il processo di misurazione viene descritto da leggi
diverse da quelle che regolano l’evoluzione e conseguentemente viene fatta una
distinzione tra interazione (ad esempio di una particella con l’altra) e processo
di misurazione. Ciò costituisce una notevolissima difficoltà concettuale, che non
è stata finora superata nell’ambito della Meccanica Quantistica.
Esplicitiamo questa difficoltà. Siano {ψk} gli autostati dell’operatore che cor-
risponde all’osservabile considerato e {ξm} quelli dello strumento di misura.
Supponiamo che prima della misurazione lo stato dell’osservabile sia ψ1 e quel-
lo dello strumento di misura sia ξ1. L’autofunzione del sistema complessivo è
quindi al tempo 0

Φ(0) = ψ1ξ1. 2.8

Se la misurazione è una trasformazione unitaria che avviene in un tempo tra-
scurabile τ – trascurabile, ma pur sempre finito – e se il sistema è isolato, la
funzione d’onda al tempo τ diventa

Φ(τ) =
∑
k,j

ck,j(τ)ψkξj . 2.9

Non è incompatibile con il formalismo della Meccanica Quantistica (anche se
difficile da dimostrare in casi pratici) il supporre che l’interazione sia tale che al
tempo τ (al completamento della misurazione)

Φ(τ) =
∑
k

ck(τ)ψkξk 2.10

dove |ck(τ)|2, secondo l’interpretazione di Born, è la probabilità che il risultato
della misurazione sia λk, autovalore associato a ψk. Ma è impossibile trovare una
trasformazione unitaria da (2.10) a una miscela statistica di stati con probabilità
|ck(τ)|2.
Il ruolo del principio di riduzione della funzione d’onda appare evidente nell’a-
nalisi delle tracce di una particella α rilevate con una camera a bolle. Questo è
un apparato riempito di gas supersaturo che può subire una transizione alla fase
liquida scambiando una quantità minima di energia. Nella descrizione quanti-
stica della disintegrazione radioattiva, secondo la teoria di Gamow, la particella
α è descritta come un’ onda (di probabilità) sferica φ(r) emessa dall’atomo (che
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possiamo considerare fermo nell’origine) con alta velocità di propagazione ra-
diale. La particella α interagisce con gli atomi del gas producendo ionizzazione.
Questa a sua volta produce la transizione di fase. Quello che viene osservato è la
successione di goccioline prodotte; si vede che le tracce sono rettilinee e questo
viene interpretato come evidenza di una traiettoria di particella.
È difficile capire come un’ onda sferica possa produrre traccie rettilinee; l’intui-
zione suggerirebbe che la ionizzazione si producesse omogeneamente in tutta la
camera a bolle.
Nei testi elementari di Meccanica Quantistica questo viene interpretato nel modo
seguente: mediante la prima ionizzazione il mezzo che riempie la camera a bolle
agisce come uno strumento di misurazione (della posizione della particella α) e
conseguentemente ha luogo una riduzione della funzione d’onda della particella
α. La funzione d’onda così prodotta ha supporto in un piccolo intorno di x0

(punto in cui viene prodotta la goccia), e la sua trasformata di Fourier ha
supporto in un piccolo intorno del vettore k0 ≡ ê

√
2M(E0 − Eion) dove ê è il

versore nella direzione della congiungente il punto di decadimento con il punto
della prima ionizzazione, M è la massa della particella α, E0 è l’energia della
particella α prodotta e Eion è l’energia richiesta per la ionizzazione.
Come vedremo nel cap.8 (teoria semiclassica) l’evoluto di questo nuovo dato
iniziale secondo l’equazione di Schrödinger è una funzione d’onda ben localizzata
intorno alla traiettoria classica (rettilinea) che corrisponde alla hamiltoniana p2

2M
e dati iniziali {x0, p0}. Questo dà ragione della traccia rettilinea (ogni successiva
ionizzazione altera di poco la quantità di moto poiché Eion << E0).
Come giustamente osservato da N.F.Mott nel 1929 [Mot29], per spiegare il fe-
nomeno delle tracce rettilinee non è necessario invocare la riduzione dello stato
della particella α e basta eseguire i calcoli seguendo le prescrizioni della Mecca-
nica Quantistica. È tuttavia necessario ricordare che il sistema quantistico che
consideriamo è costituito dalla particella α e dagli atomi che vengono ionizzati, e
che quello che misuriamo è la ionizzazione degli atomi e non la funzione d’onda
della particella α. La conoscenza di questa funzione d’onda all’istante iniziale ci
provvede la probabilità che la traccia abbia una particolare direzione. In tutta
l’analisi che faremo la particella α viene descritta da una funzione d’onda e non
come particella localizzata. Mott osserva giustamente che la difficoltà che in-
contriamo a pensare che un’onda sferica generi tracce rettilinee risiede nel fatto
che siamo portati a immaginare che la funzione d’onda del sistema rappresenti
un’onda nello spazio fisico, mentre essa rappresenta un’onda di probabilità nello
spazio di dimensione 3(N+1) dove N è il numero di atomi nella camera a bolle.
Nella situazione fisica che corrisponde al fenomeno che descriviamo, la Mec-
canica Quantistica di Schrödinger prevede che ogni traccia che si forma deve
necessariamente essere rettilinea (nel limite degli errori sperimentali) ma che
ogni direzione sia ugualmente probabile. La dimostrazione che si trova sull’arti-
colo di Mott utilizza un formalismo indipendente dal tempo e non è totalmente
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convincente; una dimostrazione più accurata si ottiene facendo uso della forma
esplicita (perturbativa) delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger per il siste-
ma complessivo. Le caratteristiche dell’onda iniziale (alta energia ed estrema
localizzazione) permettono di introdurre un piccolo parametro ε (proporziona-
le al rapporto tra l’energia di ionizzazione degli atomi e l’energia iniziale della
particella α e anche al rapporto fra le dimensioni degli atomi e le distanze tra
i punti di ionizzazione). L’analisi della soluzione dell’equazione di Schrödinger
può essere fatta utilizzando metodi di fase stazionaria e non-stazionaria (come
viene fatto in ottica geometrica) e dimostra che a seguito dell’interazione con
un atomo la funzione d’onda viene modificata e la modificazione consiste nella
presenza di una funzione d’onda di piccola ampiezza molto localizzata vicino al
punto dell’interazione con l’atomo, con alta energia (l’energia di ionizzazione è
trascurabile). Essendo l’equazione di Schrödinger lineare, questa perturbazione
si propaga con ottima approssimazione in linea retta o seguendo una traiettoria
circolare in presenza di un campo magnetico uniforme. Da questo si deduce (at-
traverso l’equazione di Schrödinger) che è trascurabile la probabilità che questa
parte dell’onda dia luogo ad una ionizzazione di atomi che non siano (appros-
simativamente) localizzati lungo la congiungente il punto in cui la particella α
viene prodotta con il punto in cui avviene la prima ionizzazione.
Notiamo che l’osservazione di una traccia rettilinea non implica una localiz-
zazione della particella α nello stato finale (sebbene lo suggerisca se si cerca
un’intepretazione classica). Se si vuole insistere che la particella sia localiz-
zata sulla fine della traccia segnata dalle goccioline, allora bisogna utlilizzare
il principio di riduzione della funzione d’onda, cioè affermare che sopravvive
alla prima interazione solamente quella parte della funzione d’onda che viene
modificata.
Notiamo anche che nello spazio di Hilbert complessivo del sistema particella α
prodotta+ atomi ionizzabili la perturbazione è ortogonale (almeno al prim’ordi-
ne) alla parte imperturbata (perché corrispondono a stati ortogonali del primo
atomo ionizzato). Ne segue che osservazioni di quantità che dipendono solo dal
mezzo non permettono di distinguere se lo stato della particella dopo la prima
interazione sia uno stato puro oppure una miscela statistica. Sarebbe necessario
per questo fare misurazioni di osservabili che dipendano congiuntamente dalle
coordinate del mezzo e della particella α.
Da questo semplice esempio si vede in che senso il postulato di riduzione della
funzione d’onda è simile al condizionamento, ed è legato al fatto che la funzione
d’onda in Meccanica Quantistica rappresenta una (densità di) probabiltà e non
un’onda materiale (da questo punto di vista, la descrizione differisce moltissi-
mo concettualmente da quella data dalla teoria dell’onda pilota di Bohm, che
discuteremo brevemente in un’ appendice). Ma si vede anche che molti dei ri-
sultati che provvede la Meccanica Quantistica non dipendono dalla validità del
principio di riduzione.
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Si è cercato di risolvere la difficoltà insita nel postulato di riduzione della funzio-
ne d’onda notando che gli stati puri ξk sono in realtà stati stazionari instabili
dello strumento di misurazione. Uno strumento di misurazione di un sistema a
scala atomica deve essere necessariamente dotato di un meccanismo di notevo-
le amplificazione che fa corrispondere a stati microscopici dell’osservabile stati
macroscopici dell’apparato. Questo rende a tutti gli effetti pratici una generica
interazione diversa da quella che avviene con lo strumento di misurazione.
Lo stato puro macroscopico ξk dello strumento deve essere considerato quindi
una miscela statistica di stati a livello microscopico, e deve essere sufficiente-
mente instabile in modo tale da poter essere molto sensibile alla variazione dello
stato del sistema microscopico e al tempo stesso stabile per piccoli cambiamenti
dell’ambiente esterno.
Data la analogia con le transizioni di fase in termodinamica e la loro analisi
in Meccanica Statistica classica, risulta naturale cercare di descrivere lo stru-
mento di misura mediante un sistema composto da un gran numero N parti-
celle e considerare come osservabili (stabili) dello strumento di misura funzioni
estensive.
Anche se le osservabili delle singole particelle non commutano le variabili esten-
sive nel limite N → ∞ possono essere variabili classiche (tra loro commutanti,
e quindi simultaneamente misurabili).
Non è noto se possa essere scritta un’equazione effettiva che descrive approssi-
mativamente l’evoluzione nel tempo dello stato macroscopico ξk nell’intervallo
di tempo in cui si compie la misurazione (notiamo che questo tempo è trascura-
bile su scala macroscopica, ma può essere molto lungo su una scala adattata al
sistema microscopico). Questa equazione può essere non lineare, in analogia di
quanto avviene nella descrizione della condensazione di Bose-Einstein, essendo
un’equazione per variabili macroscopiche (ad esempio valori medi di variabili
microscopiche dello strumento di misura ) derivata da un’equazione lineare per
le variabili microscopiche. Se esiste ed è non lineare può presentare degli at-
trattori, e questo darebbe ragione della stabilità del risultato finale rispetto a
piccole perturbazioni dell’ambiente esterno.
Modelli di questo tipo sono stato elaborati, con diversi gradi di successo, e
costituiscono a tutt’oggi la migliore descrizione teorica e matematica di come
possa essere interpretato in Meccanica Quantistica il processo di misurazione e
quindi il senso che possiamo dare al principio di von Neumann relativamente
alla riduzione della funzione d’onda durante un procedimento di misurazione.
Ne concludiamo che una formulazione più precisa dell’assioma 4 richiede un’ana-
lisi dettagliata del processo di misurazione e della struttura dell’apparato di mi-
sura. Contributi significativi a quest’analisi sono stati dati da K.Hepp [Hep72],
N.Van Kampen [Kam88], G. Sewell [Sew05]. Tutti questi modelli portano in
ultima analisi a considerare classico lo strumento di misura (la tesi che fosse
necessario considerare come classico lo strumento di misura fu sempre sostenuta
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da N.Bohr).
In questo ambito si collocano anche le teorie che attribuiscono all’interazione
con l’ambiente esterno l’assenza apparente (nel limite della precisione delle mi-
surazioni) delle conseguenze del principio di sovrapposizione quando si fanno
misurazioni che riguardano esclusivamente alcune osservabili di un sottosiste-
ma (l’oggetto osservato). Ricordiamo che per un sistema quantistico isolato
S i valori di aspettazione di un sufficiente numero di osservabili individua con
precisione lo stato del sistema. Se il sistema S non è isolato ma fa parte di
un più grande sistema quantistico S ′ questa affermazione non è più vera se ri-
ferita alle sole osservabili di S. Ignorando la parte restante del sistema (che
convenzionalmente chiameremo ambiente che interagisce con S ) si ottiene sola-
mente una conoscenza parziale e non è più possibile cogliere appieno gli effetti
dell’intrallacciamento (decoerenza).
A questo proposito bisogna ricordare che la funzione d’onda rappresenta una
densità di probabiltà (e non di materia) ed è definita nello spazio delle con-
figurazioni del sistema complessivo (compreso l’ambiente esterno); il principio
di sovrapposizione vale in questo spazio. La decoerenza può essere considerata
come conseguenza di un processo continuo di formazione di correlazioni tra le
varie parti di un sistema quantistico (in particolare del sistema sotto osserva-
zione) con l’ambiente esterno. Questo processo è persistente (dura fino a che il
sistema sotto osservazione interagisce con l’ambiente esterno) e incontrollabile
perché l’ambiente esterno non è soggetto a un procedimento di misurazione.
Notiamo esplicitamente che il fenomeno della decoerenza non risolve il problema
della misurazione; per questo sono necessarie le considerazioni che abbiamo
fatto riguardo alle proprietà caratteristiche che devono avere gli strumenti di
misurazione.
Dal punto di vista matematico la decoerenza è connessa ad un’operazione di trac-
cia parziale; attraverso questa operazione si perde una conoscenza dettagliata
dello stato del sottosistema che si sta misurando.
Il condizionamento in Meccanica Quantistica ha caratteristiche simili all’opera-
zione con lo stesso nome che è familiare dalla teoria della probabilità classica
(dovuta lì a una informazione incompleta sul sistema complessivo) ma è presente
in Meccanica Quantistica anche se si ha un’informazione completa sul sistema
complessivo. Va infatti notato che, a differenza di quanto avviene in Meccanica
Classica, in Meccanica Quantistica un’informazione completa dello stato di un
sistema non implica conoscenza completa dello stato delle sue parti.
La soppressione delle informazioni contenute nello stato dell’ambiente dopo l’in-
terazione potrebbe portare, secondo questa linea di pensiero, a scrivere delle
equazioni approssimate per alcune quantità misurabili relative al sottosistema
in esame. La struttura dell’interazione selezionerebbe le osservabili per le quali
si possono ottenere dinamiche approssimate. La dinamica così ottenuta de-
scrivebbe accuratamente il comportamento del sottosistema indipendentemente
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dall’evoluzione dell’ambiente esterno E per quasi tutte le configurazioni di que-
st’ultimo, con un errore trascurabile se l’interazione con l’ambiente esterno è
significativa e sufficientemente prolungata (così che se l’errore fosse non trascu-
rabile per una particolare configurazione, questo non inciderebbe sulla accura-
tezza complessiva). Torneremo brevemente su questo problema nel capitolo 6,
discutendo la proprietà di Markov.
Grosso modo, il meccanismo di decoerenza si presenta in questo modo: lo stato
Φ del sistema complessivo, oggetto osservato + ambiente esterno, è descritto da
un vettore nello spazio di Hilbert complessivo Htot che può essere scritto come
prodotto Htot = Hogg ⊗ Hamb dello spazio di Hilbert con cui viene descritto
l’oggetto osservato e dello spazio di Hilbert con cui viene descritto l’ambiente.
Se si misura un osservabile A del sistema osservato (rappresentato quindi da un
operatore in Hogg), la media dei risultati della misura sarà , secondo le leggi
della Meccanica Quantistica (Φ, (A⊗I)Φ) dove abbiamo introdotto l’immersione
naturale degli operatori su Hogg negli operatori su Htot. E se la hamiltoniana
del sistema complessivo è H la misurazione a un tempo t > 0 darà il risultato

(Φ, eitH(A⊗ I)e−itHΦ). 2.11

Non esisterà in generale un operatore K in B(Hogg) tale che per tutte le osser-
vabili A ∈ B(Hogg) si abbia per un generico stato Φ del sistema complessivo

(Φ, eitH(A⊗ I)e−itHΦ) = (Φ, (eitKAe−itK ⊗ I)Φ). 2.12

Anche se lo stato Φ è rappresentato da un vettore φ ⊗ ψ con φ ∈ Hogg e
ψ ∈ Hamb, nel corso del tempo questa rappresentazione non resta valida a
causa dell’interazione sistema osservato-ambiente esterno.
Ci si può aspettare, se l’ambiente ha un numero N sufficientemente grande di
gradi di libertà e la hamiltoniana di interazione ha opportune proprietà (ad
esempio è lineare in A), che valga approssimativamente un teorema della media
(teorema ergodico) e conseguentemente che per un’opportuna classe di osser-
vabili (questa classe dipende dalle proprietà dell’interazione sistema osservato-
ambiente) e per un’opportuna classe di stati iniziali Φ possa essere trovato un
operatore K tale che per t ≥ t0 > 0

|(Φ, eitH(A⊗I)e−itHΦ)−(Φ, eitKAe−itK⊗I)Φ)| ≤ cN , lim
N→∞

cN = 0. 2.13

Il tempo t0 è il tempo necessario al sistema complessivo per raggiungere una
situazione di quasi completo intrallacciamento del sistema osservato con l’am-
biente esterno. Si ha in generale

(e−it0HΦ, Ae−it0HΦ) = Tr (σ0A) 2.14

e quindi dopo un tempo in generale trascurabile lo stato del sistema S è rap-
presentato da una matrice densità.
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Se vale (2.14) lo stato del sistema risulta quindi, per un osservatore che misuri
solo alcune osservabili che fanno riferimento a Hoss, indistinguibile da uno stato
rappresentato da matrici densità σ(t) che si evolve secondo una hamiltoniana
effettiva K. Se σ0 ha dispersione trascurabile rispetto all’osservabile A e l’evo-
luzione secondo K preserva questa proprietà, l’osservabile A appare essere un
osservabile classico.
La coerenza (che è alla base del principio di sovrapposizione) viene nascosta
dalla mancanza di controllo dell’ambiente esterno.
Va sottolineato che questo schema descrittivo non è stato finora sviluppato in
modo adeguato; solo casi particolari sono stati analizzati in modo rigoroso ed
argomenti qualitativi sono stati dati in casi sufficientemente generali.
Argomenti qualitativi sono stati dati ad esempio per mostrare come la decoe-
renza di un sistema quantistico possa essere prodotta dall’interazione con un
gran numero di particelle leggere, nell’ambito della teoria quantistica dello scat-
tering, e che, in questo caso, le variabili di posizione del sistema macroscopico
sono privilegiate. Una panoramica degli argomenti presentati si può vedere ad
esempio in [Giu96] ed in [Hor06].
Argomenti sono stati dati anche per descrivere la decoerenza di un sistema quan-
tistico immerso in un bagno termico, cioè interagente con un gran numero di
particelle in equilibrio termodinamico a temperatura fissata. In questa direzio-
ne un approccio alla descrizione matematica della decoerenza è stato compiuto
[BO03] nell’ambito della formulazione algebrica della Meccanica Quantistica,
formulazione che descriveremo brevemente nei Capp. 3 e 4 utilizzando l’ap-
prossimazione in cui la dinamica del sottosistema osservato è descritta da un
semigruppo markoviano.
Nonostante questi sviluppi, vi sono ancora punti oscuri riguardo alla formula-
zione matematica e al significato della decoerenza. Va sottolineato ancora che la
teoria della decoerenza non risolve il problema della misurazione in Meccanica
Quantistica; essa provvede un meccanismo attraverso il quale lo stato finale del
sistema osservato può essere descritto come una distribuzione statistica classica,
ma non provvede il meccanismo attraverso il quale uno specifico risultato viene
ottenuto.

Dal punto di vista sperimentale sono stati fatti molti progressi nella descrizione
del fenomeno della decoerenza e in particolare nello studio della sua relazione
con l’interazione con l’ambiente esterno. Esperimenti molto raffinati sono stati
compiuti, in particolare dal gruppo di S.Haroche alla Scuola Normale Superiore
di Parigi. Un tipico esperimento è descritto su Nature (2007)1

In quest’esperimento degli atomi di rubidio, inizialmente in uno stato di Rydberg
circolare e di numero quantico 50 vengono immessi uno per volta in una cavità

1S. Gleyzies, S. Kuhr, C. Guerlin, J. Bernu, S. Deléglise, U. Busk Hoff, M. Brune, J.M.
Raymond, S. Haroche, Nature 446, (2007) 297-300.



capitolo 2 – Stati, Osservabili, Misurazioni. Decoerenza 51

aperta con pareti fatte di specchi di niobio (photon box) che può conservare per
un tempo di 1 millisecondo fotoni di lunghezza d’onda prefissata (6 mm).
La cavità è preparata in uno stato quasi coerente del campo elettromagnetico
(stato quasi classico); per questi stati vale una descrizione classica in termini di
campo elettromagnetico; in particolare si può (approssimativamente) definire la
frequenza della radiazione.
Uno stato coerente è una sovrapposizione coerente di stati di 1, 2, . . . , N, . . .
fotoni con pesi statistici e fasi appropriati. Nell’esperimento si utilizzano stati
con 7 - 9 fotoni, che approssimano in modo soddisfacente uno stato coerente
(una configurazione del campo elettromagnetico classico con frequenza fissata).
Supponiamo che il campo sia preparato in uno stato (quasi) monocromatico e
la corrispondente frequenza del campo sia risonante con la frequenza propria
della transizione tra lo stato f del rubidio e un altro stato g. Attraversando
la cavità l’atomo interagisce con il campo elettromagnetico mediante processi
di emissione o assorbimento di fotoni. Come risultato lo stato complessivo del
sistema diventa una sovrapposizione coerente di stati in cui l’atomo è nello stato
f o nello stato g e il campo elettromagnetico non è più in uno stato coerente.
Non si può dunque parlare di stato definito dell’atomo e di stato definito (classi-
co) del campo elettromagnetico. L’ambiente esterno in questo caso è rappresen-
tato dalle pareti della cavità, con le quali interagiscono sia l’atomo che il campo
elettromagnetico presente nella cavità.
Lo stato dell’atomo può essere monitorato mediante l’immissione nella cavità
di un secondo atomo di rubidio, in uno stato atomico conosciuto. L’interazione
tra i due atomi ha caratteristiche diverse a seconda che il primo atomo si trovi
in uno stato f oppure g oppure in una sovrapposizione coerente di questi stati.
L’apparato sperimentale permette di distinguere se il primo atomo si trova in
uno stato puro o debba invece essere descritto mediante una miscela statistica.,
permette quindi di misurare la decoerenza indotta dall’interazione con l’ambiente
esterno.
Il risultato dell’esperimento è stato che l’ammontare di decoerenza dipende dal
ritardo con cui viene immesso il secondo atomo.
Chiameremo tempo di decoerenza τRd il tempo dopo il quale la descrizione me-
diante miscela statistica effettiva produce un errore relativo di ordine 10−4. I
risultati dell’esperimento descritto brevemente qui sopra indicano che il tempo
di decoerenza τRd nel caso dell’atomo di rubidio è di ordine di grandezza di 0.1
millisecondi.
La situazione sperimentale che abbiamo descritto ricorda da vicino l’esperimento
del gatto di Schrödinger sospeso in modo coerente tra stato di morte e stato
di vita. Il secondo atomo rappresenta in questo caso un topo, che è immesso
per saggiare se il gatto è vivo o morto. Nel caso di un atomo, la coerenza
persiste per una frazione di millisecondo in presenza di un numero molto limitato
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di fotoni (nel senso che dopo tale tempo la coerenza non può essere rilevata
sperimentalmente).
Ci si può aspettare che, se fosse possibile progettare un esperimento in cui il
gatto G si trova all’inizio in uno stato quantistico puro, sovrapposizione coerente
di ψv (stato di gatto vivo) e ψm (gatto morto) e lo si facesse interagire con un
ambiente esterno (quantistico) sarebbe molto minore di τG il tempo di decoerenza
necessario a rendere lo stato del sistema indistinguibile da una miscela statistica
degli stati di ψv e ψm (che descrive la probabilità che il gatto sia vivo o morto).
Questo e altri esperimenti sono un indicazione del fatto che quello che risul-
ta controintuitivo in un ambiente su cui si ha poco controllo può risultare
osservabile in un ambiente finemente controllato.

Tenuto conto della difficoltà di formulare matematicamente una teoria della de-
coerenza, e del conseguente stato di incompletezza a questo riguardo della Mec-
canica Quantistica, sembrerebbe naturale ritenere che l’aspetto probabilistico
delle previsioni della Meccanica Quantistica fosse dovuto ad una incompleta co-
noscenza dello stato del sistema e che esistano variabili nascoste conoscendo il
valore delle quali si potrebbero fare previsioni certe per qualunque successione
di misurazioni.
In altre parola la Meccanica Quantistica metterebbe in luce solo un aspetto
statistico dovuto all’incompleta conoscenza dello stato del sistema.
D’altra pare la Meccanica Quantistica non può essere sostituita da una teoria
di variabili nascoste ingenua, che coinvolga solamente quantità osservabili.
Per la sua importanza concettuale, discuteremo in qualche dettaglio in Appendi-
ce 2A l’analisi del problema fatta da J.Bell, che ha studiato delle disuguaglianze
relative alla misurazione di quantità associate a operatori che non commutano
fra loro, effettuate da due osservatori indipendenti.
Le disuguaglianze di Bell sono soddisfatte in Meccanica Quantistica, sono sta-
te verificate sperimentalmente, ma sono incompatibili con una formulazione in
cui l’incompletezza dell’informazione sullo stato del sistema sia la sola causa
dell’aspetto probabilistico.
Le disuguaglianze di Bell dimostrano che non è possibile sostituire la Meccanica
Quantistica con una teoria ingenua basata solo su variabili nascoste.
Daremo anche in Appendice 2B un breve cenno alla teoria di Bohm, una teoria
che introduce punti materiali e relative variabili di posizione, e quindi variabili
nascoste dalla formulazione che abbiamo dato della Meccanica Quantistica.
Questa teoria non è una teoria di variabili nascoste in senso stretto, perché
contiene nei suoi assiomi oltre ai punti materiali, di cui individua le traiettorie
nello spazio (classico) delle configurazioni (e che pertanto non sono più nascosti),
anche una funzione d’onda ψ(x, t) a valori complessi, definita sullo spazio delle
configurazioni, che soddisfa l’equazione di Schrödinger e che determina il campo
vettoriale (reale) che regge a sua volta le equazioni del moto dei punti materiali
(che risultano quindi essere equazioni differenziali del primo ordine).
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La funzione d’onda ψ(t, x) (chiamata onda pilota nella formulazione originaria
della teoria) non è associata allo stato del sistema elementare (che è descritto
da un punto nello spazio delle configurazioni). Essa evolve secondo l’equazione
di Schrödinger e |ψ(t, x)|2 rappresenta la densità di probabilità che al tempo t il
punto materiale considerato si trovi nella posizione x se si considera un insieme
statistico (nel senso classico) di insiemi elementari.
D’altra parte ciascun sistema elementare si trova in ciascun istante in una po-
sizione oggettiva. La figure di interferenza e di diffrazione (ad esempio nell’e-
sperimento della doppia fenditura) sono in questa teoria effetti statistici dovuti
al fatto che il moto di ciascun punto materiale è retto dal campo pilota, e che
le traiettorie dei vari punti sono molto diverse se il campo pilota evolve secon-
do l’equazione di Schreodinger con potenziali ( o condizioni al bordo) che sono
diversi nel caso di condizioni sperimentali diverse (ad esempio se sono aperte
tutte due le fenditure o se ne è aperta una sola.
Il campo vettoriale che determina il moto dipende infatti dalla forma dell’onda
pilota, e più precisamente è costruito a partire dall’onda pilota con la formula
che definisce in Meccanica Quantistica la corrente associata alla funzione d’on-
da ψ(x; t) (ed è quindi definito a meno della divergenza di un campo scalare).
Questo campo vettoriale dipende dal tempo ed ha la proprietà (per costruzione)
che se un insieme di punti che si muovono lungo le sue traiettorie ha all’istante
iniziale la distribuzione di densità |ψ(x, 0)|2 allora al tempo t la distribuzio-
ne dei punti ha densità |ψ(x, t)|2 dove ψ(x, t) è la soluzione dell’equazione di
Schrödinger con dato iniziale ψ(x, 0).
Ciò rende conto del fatto che, per quanto riguarda le osservabili che dipendono
solo dalla posizione la teoria di Bohm fa le stesse previsioni della Meccanica
Quantistica.
La teoria di Bohm si presenta come una teoria con caratteristiche in parte simili
alla Meccanica Classica. Tutte le caratteristiche quantistiche (interferenza, prin-
cipio di sovrapposizione) vengono ascritte alla funzione d’onda, una funzione a
valori complessi che non può essere misurata direttamente ma solo attraverso
gli effetti del campo vettoriale che è costruito a partire da essa. In questo senso
la teoria del campo guida non è una teoria di variabili classiche nascoste.

Appendice 2A: Le disuguaglianze di Bell

Analizziamo in questa appendice le disuguaglianze di Bell riguardanti i valori
ottenibili quando due osservatori (detti nel seguito, seguendo una prassi comune,
Alice e Bob) fanno ripetute osservazioni su un sistema fisico.
Queste disuguaglianze non sono verificate da alcun sistema classico che attri-
buisca gli aspetti probabilistici della Meccanica Quantistica solamente ad una
distribuzione di probabilità (incognita) di dati iniziali.
Consideriamo per semplicità un sistema quantistico descritto in uno spazio di
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Hilbert H di dimensione (complessa) 4. Ad esempio un sistema quantistico
composto da due particelle identiche di spin 1

2 di cui trascuriamo gli aspetti
spaziali.
Indichiamo con Sk, k = 1, 2, 3 gli operatori (matrici 2 × 2 ) che vengono
associati alla misurazione dello spin in direzione k. Questi operatori soddisfano
le relazioni di commutazione

[Si, Sk] =
∑
h

εi.k,hSh

dove εi,k,h è il simbolo totalmente antisimmetrico di Ricci. In generale indi-
chiamo con Sx, con x vettore unitario di R3, la combinazione lineare degli Sh
con coefficienti i coseni direttori di x ( Sx è il generatore delle rotazioni attorno
all’asse x nella rappresentazione proiettiva del gruppo delle rotazioni indotto in
K ≡ C2 dalla rappresentazione unitaria del gruppo SU(2)). Lo spazio di Hilbert
in cui viene descritto il sistema è

H = K ⊗K.

Indichiamo con |+ > e |− > la base data dagli autostati dell’operatore σ3 (che
viene associato alla misurazione dello spin in direzione dell’asse 3). Supponiamo
che Alice e Bob abbiano entrambi a disposizione lo stato rappresentato in H dal
vettore

ψ ≡ 1√
2

[ |+ > ⊗|− > − |− > ⊗|+ >] . 2A.1

Consideriamo un esperimento di misura in cui Alice misura la componente dello
spin nella direzione x e Bob quella nella direzione y. L’operatore corrispondente
a questa misurazione è

Sx ⊗ Sy.

Il valore di aspettazione di questo operatore nello stato ψ è

(ψ, Sx ⊗ Sy ψ) = −(x, y),

dove (x, y) indica il prodotto scalare tra i vettori x e y. Se Alice sceglie di fare
due misurazioni nelle direzioni x1 e x2 e Bob sceglie di fare due misurazioni
nelle direzioni y1 e y2 si otterranno quattro risultati possibili corrispondenti alla
matrice

(ψ, Sxi ⊗ Syiψ) = −(xi, yj) i, j = 1, 2.

Scegliendo i quattro vettori (unitari) nel modo seguente

x1 = (− 1√
2
,

1√
2
, 0), x2 = (− 1√

2
,

1√
2
, 0) y1 = (0,−1, 0), y2 = (1, 0, 0)
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le corrispondenti aspettazioni quantistiche soddisfano

(ψ, [Sx1 ⊗ Sy1 + Sx1 ⊗ Sy2 + Sx2 ⊗ Sy1 − Sx2 ⊗ Sy2 ] ψ)

= −1
2

(x1, y1)− 1
2

(x1, y2)− 1
2

(x2, y1) +
1
2

(x2, y2) =
√

2. 2A.2

Supponiamo ora che esista una teoria di variabili nascoste che sia locale,nel senso
che le direzioni che sceglie Alice non dipendono da quelle che sceglie Bob.
La teoria associa al sistema fisico un parametro λ il cui valore determina il
risultato della misura. Sia Xi(λ) il valore che ottiene Alice quando fa una
misurazione nella direzione xi e il parametro ha il valore λ. Per definizione
Xi(λ) = ±1. Similmente sia Yj(λ) il valore che che ottiene Bob. Se la teoria
di variabili nascoste riproduce le correlazioni quantistiche tra i vari risultati di
misura ci aspettiamo che sia

E(Xi Yj) =
∫
Xi(λ) Yj(λ)dµ(λ) = (ψ, Sxi ⊗ Syjψ) = −(xi, yj)

dove abbiamo indicato con µ la misura di probabilità nello spazio di variabili
nascoste e con E l’aspettazione rispetto a questa misura.
Notiamo ora che, poiché Xi(λ) e Yj(λ) assumono solo i valori ±1, per ogni valore
di µ vale la disuguaglianza

1
2
X1Y1 +

1
2
X1Y2 +

1
2
X2Y1 −

1
2
X2Y2 ≤ 1. 2A.3

Indipendentemente dalla forma della misura di probabilità µ si ha allora

1
2
E(X1Y1) +

1
2
E(X1Y2) +

1
2
E(X2Y1)− 1

2
E(X2Y2) ≤ 1. 2A.4

Un semplice confronto tra (2A.2) e (2A.3) mostra che il risultato quantistico
non può essere ottenuto con una teoria di variabili nascoste locale. Notiamo che
le direzioni scelte in 2A.2 massimizzano l’espressione algebrica

g(a, b, c, d) ≡ (a, b) + (a, c) + (d, a)− (d, c)

dove a, b, c, d sono vettori unitari in R3.

È stato verificato sperimentalmente2 che, nelle condizioni suggerite da (2A.1), il
risultato per la quantità (misurabile) che abbiamo indicato con g(a, b, c, d) è un
numero strettamente maggiore di 2, entro i limiti della precisione sperimentale,
e recenti esperimenti condotti con tecniche più raffinate, hanno dato un valore
vicino a 2

√
2, come previsto dalla Meccanica Quantistica.

2Come riportato in A. Aspect, P. Grangier e G. Roger, Phys. Rev. Letters 49 (1982) 91.
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È interessante vedere quale forma assume il confronto tra la Meccanica Quanti-
stica e una teoria di variabili nascoste locali quando ci si limita a considerare il
caso in cui sempre la direzione in cui misura lo spin Alice sia la stessa di quella
di Bob.
In Meccanica Quantistica si avrà sempre (ψ, Sxi ⊗ Sxiψ) = −1. Nella teoria di
variabili nascoste questo implica che Xi(λ) = −Yi(λ) per quasi tutti i valori di
λ. Pertanto

E(XiXj) = −E(XiYj) = (xi.xj) 2A.5

D’altra parte per variabili che possono assumere solamente i valori ±1 vale la
relazione

−X1 X2 −X1 X3 −X2 X3 ≤ 1

e quindi per ogni misura µ vale

−E(X1 X2)− E(X1 X3)− E(X2 X3) ≤ 1. 2A.6

Prendendo x1, x2 , x3 coplanari e formanti tra loro un angolo di 120o si ottiene
da 2A.5

−(x1, x2)− (x2, x3)− (x3, x1) =
3
2
. 2A.7

Da un confronto di (2A.6) con (2A.7) risulta ancora una volta la incompatibilità
della Meccanica Quantistica con teorie delle variabili nascoste locali.

Conviene notare che nella definizione dello stato ψ in ciascuno dei due addendi
il primo simbolo si riferisce ad Alice ed il secondo a Bob. Quindi lo stato è
antisimmetrico rispetto allo scambio del nome Alice con Bob (è uno stato di
singoletto). L’unicità di questo stato implica che si può anche scrivere

ψ ≡ 1√
2

[|+ >′ ⊗|− >′ − |− >′ ⊗|+ >′] , 2A.8

dove |± >′ è l’autostato all’autovalore ±1 di σξ dove ξ è una qualunque dire-
zione in R3. Da questo è facile dedurre che se Alice che Bob effettuano una
misurazione nello stato ψ dello spin in una stessa direzione, la misurazione dà il
risultato che gli spin vengono da loro trovati orientati sempre in versi opposti.
Se ne conclude anche che l’avere la componente dello spin in una direzione a
scelta ad arbitrio non è una proprietà né di Alice né di Bob.

Nota 2.7
Questa correlazione è dovuta al fatto che lo stato φ è intrallacciato (entan-

gled) .
In generale un stato φ di un sistema quantistico definito in H ≡ H1⊗ . . .⊗HM
viene detto entangled se il proiettore ortogonale su φ non può essere scritto nella
forma

Pφ =
∑
m

cmPψm , ψm ∈ Hm, cm > 0,
∑

cm = 1. 2A.9
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Nel caso di Alice e Bob si ha M = 2 e il sistema si dice essere bipartito .
♣

Gli stati intrallacciati hanno la proprietà che se si calcola il valor medio dei risul-
tati della misurazione su alcune delle osservabili si perde informazione sui risul-
tati delle misurazioni di altre osservabili sebbene tutte le osservabili considerate
commutino tra di loro.
Senza tentare qui una descrizione generale di questa proprietà della Meccanica
Quantistica, la esemplifichiamo nel caso particolare dello stato 2A.1.
Scegliamo per osservabile per cui vogliamo determinare la probabilità che si
ottenga uno specifico valore l’osservabile associato alla misurazione da parte di
Alice dello spin Sx1 e scegliamo di mediare sui risultati della misurazione di
I ⊗ Sy1 (che rappresenta l’osservabile associato alla misura effettuata da Bob
nella direzione 1).
Nello stato ψ la probabilità di ottenere uno per I⊗Sy1 è uguale alla probabilità
di ottenere −1 (questi sono i due soli valori possibili). Lo stato delle nostre
conoscenze possibili sul sistema di Alice è dunque dato dallo stato σ che si
ottiene da Pψ facendo una traccia parziale rispetto allo spazio K2

È facile vedere che σ = 1
2I corrisponde ad uno stato non puro semisomma dei

proiettori su due qualunque vettori ortonormali in K1 Ne segue che se mediamo
sui risultati della misura dello spin di Bob in una qualunque direzione perdiamo
tutte le informazioni riguardo al valor medio dello spin di Alice in ogni dire-
zione. Naturalmente questo è un caso estremo, lo stato che abbiamo scelto è
massimamente intrallacciato. Ma va tenuto presente che tutti gli stati puri di
sistemi bipartiti presentano questa proprietà quando i due sistemi componenti
sono messi in interazione tra loro. La perdita di informazione su una parte del
sistema se non si misura l’altra parte è un fenomeno inevitabile in Meccanica
Quantistica. In questo caso non si può considerare il secondo sistema come
strumento di misura.
Questo indica che non tutte le interazioni di un sistema devono essere considerate
atti di misurazione.

Appendice 2B: La teoria dell’onda pilota di de Broglie

Come abbiamo visto nel capitolo 1 la teoria dell’onda pilota riguarda un sistema
diN particelle ovvero, come vengono chiamate da de Broglie, frammenti di ener-
gia, che si muovono nello spazio delle configurazioni sotto l’influenza di un’onda
pilota. Questa è un funzione a valori complessi Φ(X, t), X = x1, . . . , xN , xi ∈
R3 che determina un campo vettoriale

Ξ(X, t) ≡ Im

(
Φ̄(X, t)∇Φ(X, t)
|Φ(X, t)|2

)
2B.1

e un equazione differenziale del prim’ordine nel tempo dX
dt = Ξ(X, t).
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La teoria fu elaborata da de Broglie e venne presentata al Congresso Solvay nel
1927; sebbene apprezzata da Einstein e Lorenz venne oscurata dal successo della
nuova meccanica di Born e Heisenberg e di quella di Schrödinger. La teoria ven-
ne raccolta da D.Bohm nel 1952 ed è stata portata a livello di teoria matematica
matura ad opera di D. Dürr, S.Goldstein, N. Zanghì e collaboratori3.
La teoria dà, per costruzione, gli stessi risultati della Meccanica Quantistica
per quanto riguarda la misurazione di funzioni delle sole variabili di posizione.
Questo può essere visto notando che la formula che dà il campo vettorale nella
teoria dell’onda pilota è identica alla formula che dà la corrente come funzione di
Φ(X, t). D’altra parte, nella teoria dell’onda pilota, le sole osservabili sono fun-
zioni della posizione (ricordare che i modelli specificano anche quali misurazioni
siano possibili).
La differenza concettuale tra le due teorie sta nel fatto che, mentre in Mecca-
nica Quantistica |Φ(X, t)|2 rappresenta la densità di probabilità che si trovi la
configuarazione X quando si fa una misura di posizione al tempo t, la teoria
dell’onda pilota afferma che |Φ(X, t)|2 è la densità di probabilità (classica) che
le N particelle si trovino nella configurazione X al tempo t indipendentemente
dall’esistenza di un osservatore.
La descrizione dei fenomeni a scala atomica in termini di punti materiali è
naturalmente suggerita dall’effetto fotoelettrico; d’altra parte come abbiamo
visto vi erano anche aspetti che portavano nella direzione di fenomeni ondulatori.
Una via d’uscita venne tentata da Einstein, che cercò di attribuire gli effetti
di interferenza riguardanti i fotoni all’effetto del campo elettromagnetico consi-
derato come campo guida. Questa linea di pensiero si dimostrò impraticabile
per i fotoni, ma fu ripresa per gli elettroni da L.de Broglie, e poi da D. Bohm.
Quest’ultimo arrivò a una forma dell’equazione per l’onda pilota scrivendo la
funzione d’onda, soluzione dell’equazione di Schrödinger per N particelle, in
forma polare

Φ(X, t) ≡ R(X, t)e
i
~S(X,t), X ∈ R3N

dove S e R sono funzioni a valore reale. L’equazione di Schrödinger si riscrive
allora come sistema di due equazioni di evoluzione: l’equazione di continuità
per la densità ρ ≡ R2 e per la funzione S un equazione tipo Hamilton-Jacobi
che differisce dall’usuale equazione della dinamica hamiltoniana per l’aggiunta
al potenziale di un termine (denominato da D.Bohm potenziale quantistico)

U(X) = −
∑
n

~2

2mn

1
R(X)

(∆nR)(X). 2B.2

Quest’equazione ha una singolarità per R(X) = 0. L’esistenza di soluzioni
regolari è stata dimostrata da [DGZ92, DT09]. Notare che U(X) è di ordine

3Buoni riferimenti bibliografici sono [DGZ92, DT09].
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due in ~ e che quindi al primo ordine in ~ le equazioni soddisfatte sono quelle
di Hamilton-Jacobi).
Nella teoria dell’onda pilota il potenziale quantistico è un ente estraneo alla
teoria che può essere artificialmente introdotto se si desidera introdurre un con-
cetto di forza. Nella maggior parte dei testi di Fisica teorica e in gran parte
degli articoli di Ricerca soprattutto in Stato Solido si cita il potenziale quanti-
stico come correzione quantistica e la corrispondente teoria viene detta teoria
bohmiana.
Quando la funzione d’onda viene scritta in forma polare l’equazione per le
particelle diventa

dxn
dt
≡ 1
mn

∂S

∂xn
, 2B.4

dove mn è la massa della nma particella. In questa formulazione la teoria di
Bohm presenta alcune difficoltà. Anzitutto introduce un’equazione non-lineare
(l’equazione di Hamilton- Jacobi) al posto di un’equazione lineare (l’equazione
di Schrödinger) e introduce un potenziale quantistico complicato e di difficile
interpretazione.
Dal punto di vista matematico la difficoltà maggiore sta nel fatto che il cam-
po vettoriale è singolare nei punti in cui la funzione Φ(X, t) è zero, e queste
singolarità dipendono dal tempo. Queste difficoltà non sono insormontabili poi-
ché per costruzione le configurazioni singolari hanno probabilità zero, ma han-
no contribuito ad allontanare dalla teoria di Bohm ricercatori con un indirizzo
matematico.
Nei primi anni novanta il problema dell’esistenza e unicità delle soluzioni di
(2B.4) fu risolto da Dürr, Goldstein e Zanghì ed è a questo punto che inizia
la formulazione moderna della teoria dell’onda pilota. In questa formulazione
vengono introdotte come quantità primitive la posizione

x1(t), . . . , xN (t), xn ∈ R3, n = 1, . . . , N

dei punti materiali e l’onda pilota Φ(x1, ..xN ; t), una funzione a valori complessi
(o a valori spinori) definita nello spazio della configurazioni delle N particelle.
La teoria viene definita attraverso le sue equazioni del moto

i~
∂Φ
∂t

= H Φ 2B.5

dxn
dt

=
~
mn

Im

(
Φ̄∇nΦ
|Φ|2

)
(x1, . . . , xN ) 2B.6

dove H è la hamiltoniana (non relativistica) del problema. In presenza di cam-
pi magnetici, il gradiente in (2B.6) deve essere inteso nel senso della derivata
covariante.
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L’equazione (2B.6) è compatibile con l’invarianza del sistema per trasformazioni
di Galileo e per inversione temporale. È in un certo senso la più semplice (per
ordine di derivate parziali coinvolte) che garantisce la completa equivalenza
del sistema (2B.5), (2B.6) con la Meccanica Quantistica per quanto riguarda
la misura di posizione. Come abbiamo già visto, questa equivalenza risulta
immediatamente dal fatto che il campo vettoriale in (2B.6) è proporzionale a
J/ρ, il rapporto tra la corrente e la densità in Meccanica Quantistica.
Inoltre risulta immediatamente dall’equazione di continuità quantistica

∂ρ

∂t
+ div j = 0 2B.7

che se al tempo t = 0 la configurazione del sistema è casuale, con legge di
probabilità |Φ(x)|2, questo sarà vero ad ogni istante t se la Φ(x, t) soddisfa
l’equazione di Schrödinger con dato iniziale Φ(x).
Come notato l’equazione (2B.6) non è priva di difficoltà, la principale essendo
quella che il campo vettoriale risulta divergente nei punti in cui la funzione
|Φ(x)|2 è nulla; in un intorno di questi punti l’equazione deve essere trattata con
cura. Goldstein, Dürr, Zanghì e collaboratori hanno eseguito una trattazione
matematicamente molto accurata di questa e altre difficoltà connesse alla (2B.6)
e questo ha reso interessante dal punto di vista matematico la teoria dell’onda
pilota.
L’interesse epistemologico consiste nel fatto che la teoria descrive il moto di
punti materiali nello spazio delle configurazioni classico; d’altra parte il campo
vettoriale (del prim’ordine) che descrive il moto è prodotto da una funzione che
soddisfa l’equazione di Schrödinger, e la non-località, caratteristica di quest’e-
quazione, si riflette nel fatto che non è possibile scrivere delle equazione per i
punti materiali che coinvolgano solo le coordinate dei punti e siano locali. Que-
sto è consistente con il fatto, già visto con le disuguaglianze di Bell, che non
può esistere una teoria locale di variabili nascoste che coinvolga solo coordinate
in uno spazio esteso.
La teoria dell’onda guida descrive il risultato dell’esperienza delle due fenditure
facendo un’analisi accurata delle traiettorie corrispondenti ad ogni dato inizia-
le (per l’unicità delle soluzioni del sistema (2B.5), (2B6) due traiettorie non si
possono intersecare) e dimostrando che partendo da dati iniziali uniformemente
distribuiti si produce una distribuzione di probabilità finale che presenta i mas-
simi e minimi trovati sperimentalmente (e attribuiti in Meccanica Quantistica
a fenomeni di interferenza delle funzione d’onda generate dalle due fenditure).
D’altra parte se si modifica l’evoluzione dell’onda guida per azione di agen-
ti esterni (ad esempio la chiusura di una delle due fenditure) si modifica di
conseguenza il campo vettoriale e quindi le traiettorie, rendendo così conto del-
l’assenza di frange d’interferenza nel caso in cui solo una delle fenditure sia
aperta.
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La teoria dell’onda guida descrive il moto di punti materiali, che rappresentano
il solo sistema direttamente accessibile alle misurazioni. Le eventuali interazioni
del sistema con elementi esterni, anche nel caso di misurazioni, alterano l’onda
guida e le equazioni a cui soddisfa e hanno quindi un’efficacia indiretta sul moto
dei punti materiali. Notare che il campo vettoriale dipende in modo complicato
dalla funzione d’onda di Schrödinger che lo determina.

Questo può rendere difficile il determinare la forma dell’onda guida, e può spo-
stare alla dimensione dello spazio in cui essa è definita il problema della misura-
zione e in generale il problema di costruire onde pilota che non risentano di tutto
il sistema esterno. Se si riesce a determinare in funzione del tempo quest’onda
guida, le traiettorie dei punti materiali risultano univocamente determinate. In
questo contesto può essere problematica la giustificazione della regola di Born
come distribuzione iniziale dei punti materiali (anziché, come avviene nelle for-
mulazione tradizionale della Meccanica Quantistica, della densità di probabilità
che, in una misurazione di posizione, si ottengano valori in un determinato in-
tervallo). Si noti ad esempio che in corrispondenza a tutti gli stati legati non
degeneri il campo vettoriale pilota è nullo (la funzione d’onda può essere scelta
reale) e conseguentemente i punti rappresentativi sono fermi.

Ancora ad esempio, l’elettrone nel suo stato fondamentale all’interno dell’atomo
di idrogeno, considerato come sistema isolato, corrisponde ad un unico punto
materiale, in una posizione la cui distribuzione di probabilità (tra tutti gli ato-
mi di idrogeno) è data da |ψ0(x)|2 dove ψ0 è la funzione d’onda dello stato
fondamentale dell’atomo di idrogeno in Meccanica Quantistica.

Non discuteremo oltre la teoria dell’onda guida; dettagli possono essere trovati
ad esempio in [Ber95] e [DT09]. Notiamo solo che questa teoria non rappresenta
una semplificazione dal punto di vista computazionale (per ottenere risultati da
confrontare con il dato sperimentale deve essere risolta l’equazione di Schrö-
dinger e inoltre deve essere risolta l’equazione differenziale ordinaria data dal
campo vettoriale).

Dal punto di vista concettuale, ha il vantaggio di essere totalmente determini-
stica e di introdurre come osservabili solamente le posizioni dei punti materiali
evitando quindi i problemi connessi alla misurabilità (anche gli apparati di mi-
sura sono considerati costruiti con punti materiali). Il punto debole della teoria
è nell’argomentare l’origine della distribuzione di probabilità (nel senso classico)
dei punti materiali. Queste difficoltà sono in ultima analisi di natura simile a
quelle che si incontrano cercando di mettere in relazione la Termodinamica con
la Meccanica Statistica.
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Capitolo 3

Dinamica Quantistica. Automorfismi. Moto libero.
Perturbazioni limitate. Olonomia e fase geometrica

Abbiamo notato che in Meccanica Quantistica il ruolo delle funzioni reali limi-
tate sullo spazio della fasi viene assunto dagli operatori simmetrici limitati e il
ruolo delle funzioni positive di classe L1 viene assunto dagli operatori positivi
di classe traccia.
Se σ è un tale operatore, con Trσ = 1, ed A è l’operatore che rappresenta
l’osservabile a, la media dei risultati ottenuti dalle misurazioni di a nello stato
rappresentato da σ è Tr (σA). Gli stati così definiti, sia in Meccanica Classica
che in Meccanica Quantistica, sono stati normali (il valore assunto dall’estre-
mo superiore di una successione crescente di osservabili coincide con l’estremo
superiore dei valori assunti sugli elementi della successione).
Utilizziamo questa corrispondenza per definire l’evoluzione in Meccanica Quan-
tistica. Ricordiamo che in Meccanica Classica la dinamica è data da un campo
vettoriale f(z)

ż = f(z) 3.1

e l’evoluzione di funzioni continue G è data da

Gt(z) = G(φt(z)) 3.2

dove φt(z) è la traiettoria (la soluzione di (3.1)), che supporremo per sempli-
cità essere definita per ogni dato iniziale z e per ogni tempo t. Per funzioni
differenziabili la (3.2) è equivalente a

dG

dt
= f · ∇G. 3.3

La (3.2) può essere estesa per dualità anche a misure

t→ φ∗t (µ), φ∗t (µ) ≡ µ(Gt) 3.4

e la forma differenziale (debole) di (3.3) risulta

dµt(G)
dt

=
d

dt
µ(Gt) . 3.5
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Nel caso in cui la misura µ sia assolutamente continua rispetto alla misura di
Lebesgue, con densità ρ, la (3.5) assume la forma

dρt
dt

= −div(fρt). 3.6

Nel caso di dinamica Hamiltoniana con Hamiltoniana H si ha

ż = JdH , z ∈ R2n,

dove J è la matrice simplettica, e

dG

dt
= f · ∇G ≡ {H,G} 3.7

dove { , } è la parentesi di Poisson associata a J . L’applicazione

G 7→ {H,G} 3.8

definisce una derivazione, poiché

{H,FG} = {H,F}G+ F{H,G}

ed è una ∗-derivazione (preserva la coniugazione complessa) se H è una fun-
zione reale. Essa non è definita su tutte le funzioni ma solamente su quelle
differenziabili.
L’evoluzione (3.2) in Meccanica Classica costituisce un gruppo ad un parametro
di automorfismi dell’algebra commutativa C0 (le funzione continue) e anche del-
l’algebra commutativa L∞ (nel senso che ne preserva la topologia e la struttura
algebrica).
Per cercare di sviluppare una formulazione per la dinamica quantistica in ana-
logia con quella per la dinamica classica dobbiamo analizzare gli automorfismi
dell’algebra delle osservabili e degli stati, mentre per determinare l’analogo di
equazioni differenziali le cui soluzioni siano tali automorfismi dobbiamo studiare
le sottoalgebre che vogliamo fare corrispondere alle funzioni di classe C1. Inoltre,
se vogliamo fare una corrispondenza con le equazioni di Hamilton, dobbiamo stu-
diare la struttura delle derivazioni definite su questa sottoalgebra di osservabili,
e possibilmente trovare una struttura analoga alle parentesi di Poisson.
Abbiamo visto che è plausibile far giocare il ruolo delle funzioni misurabili agli
operatori limitati B(H) su uno spazio di Hilbert H.
Per analogia con il caso classico chiameremo derivazione su B(H) un’operazione
lineare δ che soddisfa la regola di Leibnitz

δ(A B) = δ(A) B +A δ(B), A,B ∈ B(H) .

Diremo che si tratta di una ∗-derivazione se preserva la coniugazione hermitiana
(tratteremo più in dettaglio le derivazioni di B(H) nel cap. 4 dedicato a una breve
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introduzione alle C∗algebre). In questo contesto abbiamo già citato l’importante
teorema, dimostrato da Dirac nel caso finito dimensionale

Teorema 3.1 (Dirac)
Sia δ una ∗-derivazione definita su tutto B(H) continua nella topologia della

norma (cioè esiste una costante positiva c per cui vale |δ(B)| ≤ c|B|). Allora
esiste unico (a meno di una costante additiva) un operatore limitato simmetrico
A tale che sia

δA(B) = i[A,B] ∀B ∈ B(H) . 3.9

♦
Dirac ha dimostrato questo teorema nel caso in cui H sia finito-dimensionale (e
quindi B(H) sono le matrici N×N per qualche N <∞). Daremo una dimostra-
zione di questo importante teorema nel cap 4, estendendolo, sotto opportune
condizioni, al caso in cui la ∗-derivazione è definita su un insieme denso di B(H)
e continua nella topologia debole. In quel capitolo vedremo che tale risultato
vale anche per strutture più generali (C∗-algebre).

In questo capitolo associamo gruppi ad un parametro di automorfismi a deriva-
zioni e a corrispondenti operatori (in generale illimitati).
Sulla base dell’analogia con la dinamica classica e tenendo presente il teorema di
Dirac possiamo aspettarci che le equazioni della dinamica quantistica abbiano
la forma

i
dB

dt
= [H,B] ≡ δH(B) . 3.10

La soluzione è formalmente

B(t) = e−itHB(0)eitH . 3.11

Un calcolo facile (notare se H è un operatore limitato l’esponenziale e−itH può
essere definito dalla serie convergente della funzione esponenziale) permette di
vedere che se H è hermitiano e limitato allora UH(t) ≡ eitH soddisfa

i
dUH(t)
dt

= HUH(t) 3.12

ed è un gruppo di operatori unitari (continuo in norma nel parametro t). Se H
non è limitato la (3.12) va trattata con più cura e richiede che H sia autoag-
giunto.

L’evoluzione può essere definita per dualità sugli stati normali, e quindi sui
proiettori e sulle matrici densità. Si ha

σt(A) = σ(At) , At = UH(−t)AUH(t) . 3.13

Sostanziamo queste considerazioni studiando, sulla base degli Assiomi 1 e 2,
trasformazioni dell’insieme degli stati quantistici e dell’algebra delle osservabili.
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Definizione 3.1 – Automorfismi di Wigner
Sia P la collezione dei proiettori ortogonali di dimensione uno nello spazio

di Hilbert H. Un automorfismo di Wigner è un’applicazione lineare α, continua
nella topologia della traccia, tale che per ogni coppia P1, P2 ∈ P si abbia

Tr(P1P2) = Tr(α(P1)α(P2)) . 3.14

♦
Nota 3.1

Poiché Tr (PφPψ) = |(φ, ψ)|2, la (3.14) rappresenta la condizione che le
probabilità di transizione sono invarianti rispetto alla trasformazione descritta
da α.

♣

Per gli automorfismi di Wigner vale il seguente importante teorema, dimostrato
da Wigner [Wig59].

Teorema 3.2 (Wigner I)
Se α è un automorfismo di Wigner, allora esiste unico (a meno di un fattore

di fase) un operatore Uα, unitario o antiunitario, tale che

α(P ) = U∗α P Uα . 3.15

♦
Daremo in Appendice una dimostrazione elementare di questo teorema, dovu-
ta a V. Bargmann. Ulteriori approfondimenti sul tema degli automorfismi in
Meccanica Quantistica si possono trovare in [6].

Nota 3.2
Ricordiamo che un operatore è antiunitario se è antilineare e soddisfa U∗U =

UU∗ = I. Se U e V sono antiunitari, il loro prodotto UV è unitario. In
particolare se un gruppo continuo è composto da operatori ciascuno dei quali è
unitario o antiunitario, allora si tratta di un gruppo di operatori unitari.

♣

Consideriamo un gruppo continuo ad un parametro di automorfismi di Wigner
αt. Per costruzione gli operatori Ut+s e UtUs inducono lo stesso automorfismo.
Pertanto per il teorema di Wigner esiste una funzione continua ξ(t, s) tale che

Ut+s = eiξ(t,s)UtUs . 3.16

Se tutti gli operatori sono unitari, dalla proprietà associativa segue che la
funzione ξ deve soddisfare la proprietà (di cociclo)

ξ(τ, t) + ξ(t+ τ, s) = ξ(t, s) + ξ(τ, t+ s) . 3.17
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Poiché ciascuna delle Ut è definita a meno di un fattore di fase, è sempre possibile
modificare la funzione ξ nel modo seguente

ξ(t, s)→ ξ(t, s)− β(t+ s) + β(t) + β(s) , 3.18

dove β(t) è una funzione continua (nella notazione della teoria dei cocicli, questa
è un’operazione di cobordo). Quindi se esiste una funzione γ(t) tale che sia

ξ(t, s) = γ(t+ s)− γ(t)− γ(s), 3.19

si può scegliere un rappresentante Ut un modo che sia

Ut+s = UtUs . 3.20

Vedremo in seguito (teorema di Wigner) che una funzione γ(t) che soddisfa
(3.19) esiste sempre se il gruppo di automorfismi αt è continuo in t. Discuteremo
anche brevemente in seguito il caso in cui si ha un gruppo di automorfismi
αg, g ∈ G, dove G è un gruppo di Lie, e in particolare le condizioni sotto le
quali è possibile dimostrare l’esistenza di una rappresentazione continua di G
mediante operatori unitari Ug tali che si abbia αg(P ) = Ug P U∗g .
In generale, questo sarà il caso per gruppi di automorfismi che siano isomorfi ad
un gruppo semisemplice, ad esempio il gruppo delle trasformazioni rigide dello
spazio Rd e il gruppo di Lorentz (ma non il gruppo di Galilei, che ammette come
sottogruppo abeliano invariante il gruppo ad un parametro corrispondente alle
traslazioni dell’asse dei tempi).
Il teorema (3.2) viene generalizzato dal seguente Teorema, dovuto a R. Kadison.
Non viene più richiesto che le probabilità di transizione rimangano invarianti,
bensì che la trasformazione si estenda ad una trasformazione affine su tutto I1,+
( gli operatori positivi di classe traccia).

Definizione 3.2 – automorfismi di Kadison
L’applicazione β da I1,+ in se è un automorfismo di Kadison se, per ogni

0 ≤ s ≤ 1 e per ogni σk ∈ I1,+ si ha

β(sσk + (1− s)σj) = sβ(σk) + (1− s)β(σj) 3.21

(cioè β preserva la struttura affine degli stati normali).
♦

Si ha allora [Kad65]

Teorema 3.3 (Kadison)
Se β è un automorfismo di Kadison esiste un operatore Uβ , unitario o

antiunitario, tale che per ogni σ ∈ I1,+

β(σ) = Uβ σU
∗
β .
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♦
Consideriamo ora l’evoluzione delle osservabili. In analogia con il caso classico,
supporremo che si tratti di una successione di trasformazioni che preservano la
struttura algebrica associata agli operatori simmetrici.
Notiamo a questo proposito che il prodotto di due operatori simmetrici (her-
mitiani) non è in generale un operatore simmetrico. Una struttura di prodotto
che preserva la simmetria è il prodotto di Jordan

A×B ≡ 1
2

(A B +B A) 3.22

(questo prodotto non gode della proprietà associativa). Sembra quindi che una
condizione ragionevole sia di richiedere che le trasformazioni considerate siano
lineari e conservino il prodotto di Jordan.

Definizione 3.3 – automorfismi di Segal
La biiezione γ : B(H)↔ B(H) è detta automorfismo di Segal se

γ(A×B) = γ(A)× γ(B) ∀A, B ∈ B(H)sym 3.23

dove B(H)sym è la collezione degli operatori limitati e simmetrici su H.
♦

Si ha allora il seguente risultato di Segal (per una dimostrazione [KR67])

Teorema 3.4 (Segal)
Se γ è un automorfismo di Segal, esiste un proiettore ortogonale E in B(H),

un operatore unitario U in E H ed un operatore antiunitario V in (I − E) H
tali che, posto W = U ⊕ V si ha

γ(A) = WAW ∗, ∀A ∈ B(H)sym .

♦
Consideriamo ora più in dettaglio l’evoluzione temporale. Per ciascun tempo t si
tratterà di un automorfismo di Wigner o di Kadison se si tratta dell’evoluzione
degli stati, di un automorfismo di Segal se si tratta dell’evoluzione degli osser-
vabili. Bisogna inoltre precisare in quale topologia l’evoluzione sia continua. In
questa direzione, il risultato più forte si riferisce agli automorfismi di Wigner.
Si ha

Teorema 3.5 (Wigner II)
Se una famiglia di automorfismi di Wigner t 7→ αt è misurabile in t nella

topologia debole (cioè (φ, αtφ), è misurabile per ogni φ ∈ H) è possibile scegliere
il fattore di fase per U(t) in modo tale che U(t) sia un gruppo ad un parametro
di operatori unitari continuo nella topologia debole.

♦
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Per la dimostrazione si può vedere Dixmier [9], o von Neumann [32]. Si tratta
di un argomento topologico che dimostra come sia sempre possibile scegliere la
fase dei vari operatori U(t), la cui esistenza è garantita dal teorema 3.3, (per la
continuità devono essere unitari anziché antiunitari) in modo tale che formino
gruppo.

Nota 3.3
Il teorema di Wigner si estende alle rappresentazioni G 3 g 7→ αg se G è

semisemplice.
♣

Risultati analoghi al Teorema di Wigner valgono nel caso degli automorfismi di
Kadison e Segal. Tuttavia in entrambi i casi è necessario richiedere continuità
rispetto a t in una topologia più forte. Nel caso di automorfismi di Kadison
si tratta della topologia naturale per gli operatori di classe traccia, nel caso di
automorfismi di Segal della topologia naturale per gli operatori limitati.
Ricordiamo qui che per gli operatori limitati B(H) la topologia naturale è quella
della norma operatoriale (‖A‖ ≡ sup‖φ‖=1 ‖Aφ‖). Per gli operatori di classe
traccia, il cui spazio si indica con I1, la topologia naturale (o uniforme) è quella
determinata dalla traccia: ‖A‖tr := Tr |A|. Chiaramente ‖A‖ ≤ ‖A‖tr. Due
altre topologie frequentemente utilizzate sono la debole (topologia indotta dal
duale) e quella ∗-debole (o vaga, o ultradebole) indotta per dualità dal preduale.
Nel caso di I1, esso è il duale del sottospazio degli operatori compatti attraverso
la dualità C → Tr (TC)” (C compatto, T classe traccia).
Poiché ogni σ ∈ I1,+ puó essere scritto nella forma

σ =
∑
k

λkPk, λk ≥ 0,
∑
k

λk = 1 ,

dove Pk sono proiettori ortogonali su sottospazi di dimensione uno, si vede che,
su insiemi limitati di B(H) la topologia ultradebole coincide con quella che si
otterrebbe richiedendo continuità dei proiettori di rango uno anzichè di tutti gli
operatori di classe traccia.
Poiché per proiettori Pφ di rango uno vale Tr (PφA) = (φ,Aφ), la topologia
ultradebole coincide, su sottoinsiemi limitati di B(H), con la topologia debole
nel senso degli operatori.
Conviene notare che le topologie qui sopra introdotte per B(H) sono definibili
per ogni algebra normata A; sono rispettivamente la topologia indotta dal duale
e dal preduale (quando quest’ultimo esiste come spazio normato).

Nota 3.4
In B(H) si può introdurre un’ulteriore topologia, la topologia forte degli

operatori, intermedia tra la topologia uniforme e quella debole. Esse rende, per
ogni φ ∈ H, continua la funzione A 7→ ‖Aφ‖. Anche per questa topologia si
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può dimostrare che essa è equivalente alla topologia debole su insiemi limitati
di B(H).

♣

Per i gruppi ad un parametro (ad esempio il tempo) di automorfismi di Kadison
e Segal si ha allora, come conseguenza dei teoremi 3.3 e 3.5:

Teorema 3.6 (Wigner, Kadison)
Se t 7→ αt è un gruppo ad un parametro di automorfismi di Kadison continuo

(rispetto a t) nella topologia uniforme di I1, esiste un gruppo di operatori unitari
U(t), continuo nella topologia forte, tale che

αt(σ) = U(t)σU∗(t) ∀σ ∈ I1 . 3.25

♦
Un risultato analogo vale per gli automorfismi di Segal.

Teorema 3.7 (Kadison, Segal)
Se t 7→ γt è un gruppo ad un parametro di automorfismi di Segal continuo

(rispetto a t) nella topologia forte di B(H), esiste un gruppo di operatori unitari
U(t), continuo nella topologia forte, tale che

γt(A) = U(t)AU∗(t) ∀A ∈ B(H) . 3.26

♦
Una dimostrazione è in [KR67].

Nota 3.5
Per operatori unitari la topologia forte operatoriale e quella debole coinci-

dono.
Indicando con U la collezione degli operatori unitari in H è facile vedere che se
NV è un intorno di V ∈ U allora N ′I ≡ V −1NV è un intorno dell’identità 1.
È sufficiente quindi considerare la continuità all’origine.
Se U è unitario, si ha

‖(U − 1)φ‖2 = 2‖φ‖2 − 2 Re (φ,Uφ) = 2 Re (φ, (1− U)φ) .

♣

Infine, se si fa l’ipotesi che ciascun automorfismo γt preservi la struttura al-
gebrica degli operatori (e non solamente la struttura di Jordan), si ottiene un
risultato sotto condizioni più deboli di continuità (questo poiché si possono
sfruttare proprietà algebriche).

Teorema 3.8
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Sia t 7→ γt un gruppo di automorfismi di B(H) continuo nella topologia
debole. Allora esiste un gruppo di operatori unitari U(t)continuo nella topologia
debole, tale che

γt(A) = U(t)AU∗(t) ∀A ∈ B(H). 3.27

♦
Le considerazioni fatte fin qui mostrano come, sotto condizioni molto generali e
ipotesi abbastanza plausibili si possa concludere che il moto può essere rappre-
sentato in Meccanica Quantistica da un gruppo ad un parametro di operatori
unitari che realizzano il gruppo di automorfismi delle osservabili (rappresenta-
zione di Heisenberg) o degli stati (rappresentazione di Schrödinger) con il quale
viene descritta da dinamica.
È vero anche il reciproco, come è facile verificare: se U(t) è un gruppo continuo
ad un parametro di operatori unitari, allora (3.15), (3.16), e (3.17) descrivono
gruppi ad un parametro di automorfismi e quindi definiscono un dinamica.

In dinamica classica la Hamiltoniana, una funzione a valori reali sullo spazio
delle fasi, è il generatore infinitesimo del moto; più in generale le traiettorie
sono soluzioni di un’ equazione associata ad un campo vettoriale. È pertanto
interessante notare l’esistenza di analoghe strutture in Meccanica Quantistica.
Conviene preliminarmente introdurre alcune definizioni.

Definizione 3.4
Dato un operatore simmetrico chiuso densamente definito A in uno spazio

di Hilbert H, il suo aggiunto è definito come l’operatore A∗ il cui dominio di
definizione D(A∗) è costituito dagli elementi φ ∈ H tali che (φ,Aψ) sia continuo
in ψ nella topologia di H. Esiste quindi per il teorema di Riesz un vettore ξ in
H tale che (φ,Aψ) = (ξ, ψ) per tutti i vettori ψ ∈ D(A).
Sul suo dominio l’operatore A∗ è definito mediante A∗φ = ξ.

♦
Definizione 3.5

Un operatore si dice autoaggiunto se coincide con il suo aggiunto.
♦

Nota 3.6
Nell’appendice del cap. 8 daremo alcune definizioni base ed alcuni teoremi

relativi agli operatori su uno spazio di Hilbert. Notiamo qui che se A è den-
samente definito e limitato, allora il dominio di A∗ è l’intero spazio H, e se
inoltre A è simmetrico, allora la sua chiusura Ā coincide con A∗ (in questo caso
l’operatore è detto essenzialmente autoaggiunto).

♣

Il seguente teorema, la cui dimostrazione posticipiamo al cap. 8, caratterizza gli
operatori autoaggiunti.
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Teorema 3.9 (teorema spettrale)
Condizione necessaria e sufficiente affinché l’operatore A su uno spazio di

HilbertH sia autoaggiunto è che esista uno spazio di misura (X,µ), una funzione
µ-misurabile fA su X e una corrispondenza isometrica invertibile U : H →
L2(X,µ) tale che valga l’identità

UA = (fA.)U 3.28

dove per fA. si intende l’operatore di moltiplicazione per la funzione fA.
♦

Con queste notazioni possiamo ora enunciare il teorema di Stone, che dà la
condizione affinché esista il generatore infinitesimo della dinamica in Meccanica
Quantistica.

Teorema 3.10 (Stone)
Condizione necessaria e sufficiente affinché t 7→ V (t) sia una rappresentazione

debolmente continua del gruppo additivo dei reali mediante operatore unitari
in uno spazio di Hilbert H è che esista un operatore autoaggiunto H tale che,
se φ ∈ D(H) allora vale

i
dV (t)
dt

φ = HV (t)φ . 3.29

♦
Nota 3.7

Si suole esprimere questo teorema scrivendo

V (t) = e−iHt .

Si può notare che nella rappresentazione in cui H è diagonale vale

(V (t)φ)(m) = e−itfH(m)φ(m), φ ∈ L2(X, dµ) .

♣

È facile vedere che, indicando con Πφ il proiettore ortogonale sul vettore φ, la
(3.29) può anche essere scritta (su un opportuno dominio) nella forma

i
d

dt
Πφt = [H,Πφt ] .

In generale, se B è un operatore che lascia invariante il dominio di H, la (3.29)
può anche essere scritta nella forma

i
d

dt
γt(B) = [H, γt(B)] 3.30
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su un dominio opportuno, con B 7→ γt(B) la trasformazione di operatori duale
di φ 7→ U(t)φ. Formalmente si ha

γt(B) = U(t)BU(t)∗ .

Tenendo conto della proprietà dei commutatori

[H,AB]φ = [H,A]Bφ+A[H,B]φ

che valgono se tutti i termini in (3.31) sono ben definiti, si vede che l’applicazione

B 7→ [H,B] 3.31

è una derivazione e quindi è strutturalmente omeomorfa a un campo vettoriale.
Si ha inoltre come identità (almeno per operatori limitati)

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 .

L’omeomorfismo (come strutture formali) della parentesi di Poisson in Mecca-
nica Classica con l’operazione di commutatore nell’algebra di operatori B(H)
suggerisce un modo naturale per scrivere la dinamica quantistica per un sistema
la cui dinamica “classica” sarebbe descritta da una Hamiltoniana classica Hcl

Hcl(q, p) =
1
2
p2 + V (q), q, p ∈ Rn , 3.32

dove V (q) è una funzione sufficientemente regolare; suggerisce inoltre che sia
importante trovare operatori autoaggiunti q̂k, p̂i che soddisfino, in un opportuno
dominio, le relazioni

{q̂i, q̂k} = {p̂i, p̂k} = 0, {q̂i, p̂k} = δi,k1 . 3.33

Questo permette di definire un generatore (nel senso del teorema di Stone)
mediante

H =
1
2
p̂2 + V (q̂) . 3.34

Notare che il calcolo funzionale (e quindi la definizione di funzione continua o
differenziabile) è definito per un operatore autoaggiunto mediante il teorema
spettrale.

Nota 3.8
Per Hamiltoniane Hcl classiche che non siano della forma (3.34), in parti-

colare non siano somma di una funzione che dipende solamente da metà delle
coordinate canoniche e di un’altra funzione che dipende solo dall’insieme com-
plementare, la prescrizione per ottenere un operatore Hamiltoniano quantistico
non è così elementare e univoca. Questo perché il teorema di rappresentazione
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di una collezione di operatori autoaggiunti come operatori di moltiplicazione
per funzioni misurabili su un opportuno spazio di probabilità vale solamente
per collezioni di operatori che commutano fra loro. A titolo d’esempio, posto

a =
1√
2

(p− iq), ā =
1√
2

(p+ iq) â =
1√
2

(p̂− iq̂), â∗ =
1√
2

(p̂+ iq̂),

si può verificare che [â, â∗] = 1 (su un opportuno domino) e che

ā ā a a = ā a ā a

(essendo tutte funzioni a valore numerico) mentre

â∗ â∗ â â = â∗ â â∗ â− â∗ â .

♣

Naturalmente bisogna prestare anche attenzione a che l’operatore H definito in
(3.34) sia autoaggiunto (la somma di due operatori illimitati autoaggiunti A e
B è a priori definita solo su D(A)∩D(B) e può non rappresentare un operatore
autoaggiunto).
Le equazioni di Heisenberg assumono allora la forma, nella rappresentazione
p̂k ≡ i ∂

∂qk
,

dp̂k
dt

=
∂V (q)
∂qk

|qk→q̂k 3.35

dq̂k
dt

= p̂k . 3.36

La corrispondente equazione di Schrödinger risulta essere

i
∂

∂t
φ(x, t) = −1

2
∆φ(x, t) + V (x)φ(x, t) . 3.37

Questa è l’equazione postulata da Schrödinger (va notato peraltro che Schrö-
dinger era pervenuto alla (3.37) per un’altra via, seguendo la traccia descritta
da De Broglie e utilizzando la presentazione della Meccanica Classica in termini
di fronti d’onda e l’equazione di Hamilton-Jacobi).

Dimostreremo nel cap. 7 che, sotto opportune ipotesi, le (3.33) definiscono in
modo unico (modulo trasformazioni unitarie) un insieme di operatori q̂k e p̂k.
Inoltre, in una rappresentazione opportuna, si ha che q̂k è moltiplicazione per
la coordinata xk e p̂k é l’operatore di differenziazione i ∂

∂xk
.

Nelle formule precedenti abbiamo utilizzato unità di misura in cui ~ = 1.

Nota 3.9
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In generale

[a(p̂), b(q̂)] 6=
∑
i,k

[q̂k, p̂i] (
∂a

∂qk

∂b

∂pi
)qk→q̂k pi→p̂i . 3.38

♣

Notiamo che l’operatoreH in (3.34) non è un operatore limitato, quindi a stretto
rigore non possiamo, senza un’ulteriore analisi, applicare le formule che abbiamo
ricavato qui sopra, valide solamente per operatori chiusi e limitati. In particolare
non siamo garantiti che l’equazione (3.37) abbia soluzione per tutti i dati iniziali,
che questa soluzione sia definita per tutti i tempi e che l’evoluzione sia unitaria.
Nel corso dei capitoli che seguono daremo condizioni su V che garantiscono
esistenza globale, unicità e unitarietà.

Notiamo che nel caso V = 0 , pur essendo l’operatore −∆ illimitato, esistenza,
unicità, unitarietà, e continuità rispetto a t vengono garantite per dati inziali
in spazi che ammettono trasformata di Fourier continua, in particolare per ogni
dato iniziale in S ′ (lo spazio delle distribuzioni temperate, duale dello spazio S
delle funzione infinite volte differenziabili e che decrescono – con tutte le loro
derivate – all’infinito più rapidamente di qualunque potenza di |x|−1).
Infatti, utilizzando la trasformata di Fourier, la (3.37) si scrive

i
dφ̂(k; t)
dt

=
1
2
|k|2φ̂(k; t) k ∈ Rd 3.39

che ammette la soluzione (unica e globale nel tempo)

φ̂(k; t) = e−it|k|
2
φ̂(k; 0) . 3.40

In particolare la soluzione per V = 0 esiste ed è unica per dati iniziali in L2(Rd).
Inoltre, poiché la norma L2(Rd) di una funzione non viene alterata moltipli-
cando la funzione per un fattore di fase, ed essendo la trasformata di Fourier
un’isometria in L2(Rd), ne concludiamo che la norma L2(Rd) della soluzione
rimane costante come funzione del tempo. In altre parole, detta φt la solu-
zione di (3.37) con dato iniziale φ0 ∈ L2(Rd), l’applicazione φs 7→ φt è una
trasformazione unitaria per ogni valore di t, s ∈ R, ed è fortemente continua in
t.
La proprietà di gruppo è soddisfatta poiché per ogni k

eit|k|
2
eis|k|

2
= ei(t+s)|k|

2
. 3.41

Ne concludiamo che nel caso V = 0 l’equazione di Schrödinger (3.37) definisce
un gruppo ad un parametro di operatori unitari fortemente continuo ma non
uniformemente continuo. La continuità non è uniforme, perché nel fattore di
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fase in (3.40) |k|2 non è una funzione limitata. In particolare per un insieme
denso di vettori in H lo sviluppo in serie

eitHφ = φ+ itHφ− t2

2
H2φ+ · · · , Hφ = −∆φ,

non converge necessariamente in L2(Rd).
Notiamo che nel caso V = 0 (equazione di Schrödinger “libera”) abbiamo trattato
esistenza ed unicità della soluzione con metodi di equazioni alle derivate parziali
prescindendo cioè dal suo ruolo in Meccanica Quantistica, e prescindendo anche
dalla teoria degli operatori in spazi di Hilbert.
La forma semplice che in questi casi l’equazione assume in trasformata di Fourier
permettono infatti un’analisi accurata delle proprietà delle soluzioni con i metodi
delle equazioni differenziali e in questo contesto è conveniente non limitarsi a
dati iniziali in L2(Rd). In particolare per ogni dato iniziale φ0 ∈ S ′ la soluzione
di

i
∂

∂t
φ(x, t) = −1

2
∆φ(x, t) φ(x, 0) = φ0(x) , x ∈ Rd , 3.42

è unica ed è data da

φ(x, t) = (
1

2π
)
d
2

∫
ei(xk−t k

2/2)φ̂(k, t) dk , 3.43

dove abbiamo indicato con il simbolo û la trasformata di Fourier di u ∈ S ′.
Indichiamo con il termine di propagatore libero e denotiamo con U0(t), t ∈ R la
famiglia di operatori lineari su S ′ definiti da

(U0(t))φ0(x) ≡ φ(x, t)

con φ(x, t) data da (3.43).
Indichiamo con L(K) gli operatori lineari in uno spazio di Fréchet K e con
Hσ(Rd) lo spazio di Sobolev di ordine σ ∈ R (la collezione di funzioni u tali che∫
|ũ(k)|(1 + |k|2)σ dk <∞).

In particolare L2(Rd) ≡ H0(Rd).
Notare che S ′(Rd) = ∪σHσ(Rd) mentre S(Rd) = ∩σHσ(Rd)).

Teorema 3.11
Il propagatore libero soddisfa le seguente proprietà.

1) U0(t) ∈ L(S ′) e l’applicazione φ 7→ (U0φ, ψ) è di classe C∞ per ogni coppia
φ, ψ ∈ S ′.

2) U0(t) soddisfa la proprietà di gruppo U0(t)U0(s) = U0(t + s) e inoltre
U0 = 1.

3) U0(t) è un gruppo fortemente continuo di operatori unitari in Hσ(Rd) per
ogni σ.
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4) U0(t)S = S, U0(t)S ′ = S ′, e l’applicazione t → U0(t)ψ è continua in t in
ciascuno di questi spazi.

5) Per ψ ∈ S vale la formula

(U0ψ)(x, t) = e∓i
π
4 d(

1
2π|t|)

)
d
2

∫
ei

(x−y)2
2t ψ(y) dy ± t > 0 . 3.44

♦
Dimostrazione

Le proprietà 1) . . . 4) seguono immediatamente dalle proprietà della trasfor-
mata di Fourier. La proprietà 5) segue dal seguente risultato, anch’esso di facile
dimostrazione: se Re a ≥ 0 e a 6= 0 allora, scegliendo il ramo di

√
a tale che√

a > 0 quando a > 0 si ha

(Fe−a x
2
2 )(k) = a−

d
2 e−

k2
2a .

♣
Per lo studio delle proprietà del propagatore nel caso V 6= 0, notiamo che
l’operatore G definito da

(Gf)(t) ≡
∫ t

0

U0(t− s)f(s) ds, t ∈ I ⊂ R 3.45

soddisfa, per ogni k ∈ R

f ∈ L1(I,Hk)⇒ Gf ∈ Ac(I,Hk),
d

dt
Gf = i∆ Gf + f

(Ac è la classe di funzioni assolutamente continue).

Da (3.34) segue anche la seguente proprietà di regolarità, che risulta utile per
lo studio delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger con potenziale V , e an-
che dell’equazione di Schrödinger non lineare i∂ψ∂t = −∆ψ + g(ψ) dove g è
un’opportuna funzione (ad esempio g(ψ) = α|ψ|2ψ).
Se f ∈ L1(I,Hk) e ψ soddisfa l’equazione ∂ψ

∂t = i∆ψ + f con dato iniziale
ψ0 ∈ Hk+2 allora si ha

ψ(t) ∈ L1(I,Hk+2), ψ(t) = U0(t)ψ0 +Gf .

Esiste una caratterizzazione del gruppo U0(t) che sarà utile per descrivere il
comportamento delle soluzioni dell’equazione i∂ψ∂t = −∆ψ (e anche di i∂ψ∂t =
−∆ψ + V ψ se il potenziale V ha opportune proprietà). Definiamo, per t 6= 0,
gli operatori M(t) e D(t) nel modo seguente:

M(t)f(t)(x) = e−
x2
2t f(x), D(t)f(x) = |t|− d2 f(

x

t
) . 3.46
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Il simbolo D è stato scelto perché la sua operazione corrisponde ad una dilata-
zione dello spazio.

Teorema 3.12

1) Per |t| 6= 0 M(t) e D(t) sono isomorfismi di S ′ e di S e sono operatori
unitari in L2(Rd).

2) Si ha
U0(t) = e∓i

π
4 dM(t)D(t)FM(t) 3.47

dove abbiamo indicato con F l’operazione “trasformata di Fourier”.

♦
Dimostrazione

Il punto a) è ovvio. Per quanto riguarda il punto b) si usa l’identità

ei
(x− y)2

2t
= ei

x2
2t e−i

xy
t ei

y2

2t

e la rappresentazione esplicita data sopra per U0ψ.
♥

Si può anche notare che, mentre per ciascun t l’operatore U0(t) è un’isometria
in L2(Rd), esso non è un operatore limitato su Lp(Rd) per p 6= 2. In particolare
si verifica che per p ≥ 2 si ha, per un’opportuna costante Cp,

‖U0(t)ψ‖p ≤ Cp|t|−d( 1
2−

1
p )‖ψ‖q,

1
p

+
1
q

= 1 . 3.48

Questa stima può essere ottenuta per interpolazione, notando che U0(t) è isome-
trica in L2 e per t 6= 0 essa è limitata da L1 a L∞ perché il suo nucleo integrale
è della forma gd(t))

td/2
dove gd(t) è una funzione limitata e d è la dimensione dello

spazio. Analoghe stime valgono per il propagatore eit(−∆+V ) sotto opportune
condizioni sul potenziale V .
Una proprietà molto interessante di U0(t) è la proprietà dispersiva(che si tra-
smette, come vedremo, al propagatore eit(H0+V ) quando il potenziale soddi-
sfa opportune condizioni). Tale proprietà è detta dispersiva perché corrispon-
de grossomodo al fatto che al passare del tempo la soluzione U0(t)ψ0 “si ap-
piattisce” ed il suo supporto essenziale (la regione dello spazio Ωt tale che∫

Ω⊥
|U0(t)ψ(x)|2 dx < ε) cresce. Si può anche notare anche che, per dato

iniziale ψ0 a supposto compatto, il supporto di U0(t)ψ0 non è contenuto in al-
cuna palla finita di Rd. Per confronto, la soluzione dell’equazione delle onde ha
supporto che cresce linearmente.
Un’altra proprietà interessante del propagatore libero si riferisce al comporta-
mento per t→ ±∞ delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger libera. Questo



capitolo 3 – Dinamica quantistica. Moto libero 79

comportamento differisce poco (modulo un riscalamento) dalla propagazione
libera secondo la direzione data dalla trasformata di Fourier, e quindi sostan-
zialmente da un propagazione secondo la direzione della quantità di moto. Que-
sta proprietà sarà molto utile nella discussione che faremo della teoria dello
scattering in Meccanica Quantistica.

Teorema 3.13
Definiamo T (t) per ±t > 0 mediante

(T (t)φ)(x) = e∓γ(d)ei
x2
2t (

1
t
)
d
2 φ̂(

x

t
) .

Gli operatori T (t) sono unitari in L2(Rd) e si ha per ogni φ ∈ L2(Rd)

lim
t→∞

‖[U0(t)− T (t))]φ‖2 = 0 . 3.49

♦
Prima di dare la dimostrazione del Teorema 3.13 notiamo una sua conseguenza
per il moto libero di una particella in Meccanica Quantistica.
Abbiamo visto che secondo l’interpretazione data da Born, |φ(x0)|2 e |φ̂(k0)|2
sono la densità di probabilità che si ottenga x0 (rispettivamente k0) facendo
una misurazione di posizione (rispettivamente di impulso) sul sistema descritto
dalla funzione d’onda φ (normalizzata ad uno). Dalla formula per il propagatore
libero si vede che la distribuzione di impulso non cambia nel tempo, e quindi
l’impulso è una costante del moto per il moto libero.
Il Teorema 3.11 afferma che la distribuzione di probabilità nello spazio delle
configurazioni tende asintoticamente a

1
td
|φ̃(

x

t
)|2dx = |φ̂(ξ)|2dξ, ξ =

x

t
. 3.50

Notiamo che questa è la distribuzione della posizione di una particella classica
che sta nell’origine al tempo 0 e la cui distribuzione dell’impulso è |φ̂(ξ)|2dξ.
Dimostrazione del Teorema 3.13

Notiamo che è sufficiente dare la dimostrazione nel caso φ ∈ S(Rd). Infatti,
tenendo conto che S(Rd) è un sottospazio lineare denso di L2(Rd) e che U0(t)e
T (t) sono operatori unitari, un’applicazione del teorema di Banach-Steinhaus
permette di concludere che (3.49) vale per tutti i φ ∈ L2(Rd).
Per dimostrare (3.50) nel caso φ ∈ S(Rd) notiamo che in questo caso possiamo
sviluppare gli esponenziali in (3.47), (3.48) fino ad un ordine qualunque, con
una stima uniforme sul resto. Si può verificare che le espressioni che risultano
coincidono per U0(t) e T (t) e che all’ordine n la stima della differenza è

‖((U0(t)− T (t))φ)n‖ ≤
i

n!

(
x2

2t

)n+1 ∫ 1

0

‖(1− θ)nei x
2θ
2t φ(x)‖2 dθ . 3.51
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Per ogni φ ∈ S il termine a destra in (3.51) converge a zero.
♥

Un’ulteriore stima che si deduce da (3.43) e che è importante nello studio delle
proprietà delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger con un potenziale V che
abbia opportune proprietà riguarda possibilitá di dedurre stime sulla risolvente
dell’operatore −∆.
Per un operatore H su uno spazio di Hilbert H la funzione a valori operatori
risolvente R(z) è definita da

R(z) =
1

H − z
, z ∈ σ(H)

dove σ(H) ⊂ C è lo spettro di H (vedi cap.5). Per un operatore autoag-
giunto (come ∆) lo spettro è un sottoinsieme dell’asse reale. Vale la relazione
(trasformata di Laplace)

R(z) = −i
∫ ∞

0

e−it(H−z) dt Im z > 0.

L’integrale converge assolutamente e quindi la risovente è analitica nel semipiano
superiore; analogamente si dimostra che essa è analitica nel semipiano superiore.
Non esiste il limite limIm z→±0R(z) come operatore in L2(Rd) (l’integrale di
definizione non converge se Im z = 0.) Ma, se H = −∆, si vede da (3.48) che
l’integrale converge assolutamente se la risolvente è riguardata come operato-
re da Lp a Lp

∗
se d − ( 1

2 −
1
p ) > 1 (qui p∗ è l’esponente duale, definito da

1
p + 1

p∗ = 1). Se questa condizione è soddisfatta, allora limε→0 R(x ± iε) esi-
ste ed è limitato come operatore tra Lp e Lp

∗
. Poiché, almeno formalmente,

limε→0( 1
x+iε −

1
x−iε ) = 2δ(x), si riconosce che la differenza tra questi limiti (se

esistono) dà informazioni sullo spettro di H.
Notiamo che stime di tipo Hölder permettono di affermare che per ogni p > 2,
pur di scegliere M sufficientemente grande, si ha (

∫
dx (1 + |x|2)−M |ψ(x)|p) <

C(M)|ψ|2 dove C(M) è una costante opportuna. Quindi esiste come operatore
limitato su L2

lim
ε→0

ANR0(x± iε)AM , R0 =
1

−∆− z
dove AM è l’operatore di moltiplicazione per (1 + |x|2)−M . Da qui segue l’inte-
resse di trovare stime (dispersive) del tipo (3.48) per operatori del tipo −∆+V .
Nei capp. 5 e 10 daremo dettagli sulle proprietà e l’utilizzazione della risolvente
nel caso H = −∆ + V .
Notiamo che quando V 6= 0 l’esistenza e l’unicità della soluzione dell’equazione
di Schrödinger (così come alcune sue proprietà) non possono essere ottenuta
tanto semplicemente e non è sempre possibile dare una forma esplicita alla
soluzione per tempi lunghi.
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Nel caso in cui V sia un operatore limitato, esista cioé una costante C > 0 tale
che

‖V φ‖ ≤ C‖φ‖ ∀φ ∈ H ,

la soluzione di (3.37) può essere ottenuta mediante uno sviluppo in serie con-
vergente. Scriviamo il potenziale nella forma εV (per introdurre un parame-
tro d’iterazione; la convergenza sarà garantita per ogni valore del parametro).
Ponendo H0 ≡ −∆/2 è facile vedere che la soluzione formale

φt ≡ e−it(H0+εV )φ0

soddisfa l’equazione

φt = e−itH0φ0 + i ε

∫ t

0

ds e−i(t−s)H0V e−isH0φ0 3.52

(suggerimento: considerare l’equazione per la funzione e−itH0 eit(H0+ε V )φ0).
La (3.52) scritta nella forma equivalente

e−itH0φt ≡ ψt, ψt = ψ0 + iε

∫ t

0

ds eisH0V e−isH0ψ0

individua la rappresentazione di interazione frequentemente usata in Fisica Teo-
rica. La (3.52) (sostanzialmente l’equazione fondamentale del calcolo) viene
detta equazione di Duhamel. Iterando la (3.52) si ottiene la serie formale

φt = e−itH0φ0+

∞∑
k=1

(i ε)k
∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2 . . .

∫ sk

0

dsk−1 e
−i(t−s1)H0V e−i(s1−s2)H0V · · · e−i(sk−1−sk)H0V e−iskH0φ0

3.53
detta serie di Duhamel. Se V è un operatore limitato (non necessariamente di
moltiplicazione!) la serie (3.53) converge nella topologia di H. Infatti si ha

‖e−i(t−s1)H0V e−i(s1−s2)V · · · e−i(sk−1)−sk)H0e−iskH0φ0‖2 ≤ vk‖φ0‖2, v = ‖V ‖∞,

e quindi∥∥∥∥∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2 . . .

∫ sk−1

0

dsk e
−i(t−s1)H0V e−i(s1−s2)H0V · · · e−i(sk−1−sk)H0e−iskH0φ0

∥∥∥∥
2

≤ vk‖φ0‖2
∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2 . . .

∫ sk−1

0

dsk =
tk vk

k!
‖φ0‖2 . 3.54

Da queste stime segue che la serie formale (3.53) converge nella topologia di H
e quindi definisce per ogni t un elemento di H.
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Utilizzando nella serie formale che si ottiene da (3.53) nell’espressione del pro-
dotto scalare (φt, φt) si ottiene facilmente (φt, φt) = (φ0, φ0) ∀t; quindi per ogni
t la soluzione fornisce un’isometria.
Utilizzando ancora una volta la serie (che abbiamo dimostrato essere convergen-
te) si può verificare la proprietà di gruppo. Come serie fortemente convergente
di funzioni fortemente continue (in t) la soluzione ottenuta risulta fortemente
continua in t.
Abbiamo con questo dimostrato che, se V è un operatore limitato, la solu-
zione dell’equazione di Schrödinger (3.37) fornisce un gruppo continuo ad un
parametro di trasformazioni unitarie; per costruzione il loro generatore è H ≡
H0 + V .
Nella maggior parte dei problemi di interesse in fisica l’operatore V non è un
operatore limitato e il metodo che abbiamo seguito non è più valido. Nel cap. 10
presenteremo stime che permettono di concludere, per una classe abbastanza
ampia di potenziali (che coprono la maggior parte dei casi di interesse fisico),
che la Hamiltoniana H = H0 + V dà un gruppo ad un parametro di operatori
unitari e che esiste ed è unica, per ogni dato iniziale in H, la soluzione della
corrispondente equazione di Schrödinger.
Sotto opportune ipotesi sul potenziale, il comportamento asintotico nel tempo
delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger riflette quello delle soluzioni per
V = 0.
Una caso notevole in cui la soluzione dell’equazione di Schrödinger può essere
scritta in forma esplicita (e quindi risulta evidente il fatto che corrisponda a tra-
sformazioni unitarie) è rappresentato dalla dinamica dell’oscillatore armonico.
La sua equazione (in opportune unità di misura) è

i
∂φ

∂t
= −1

2
∆φ+

1
2
|x|2φ, ∆ =

N∑
i=1

∂2

∂x2
i

che corrisponde all’operatore Hosc = − 1
2∆ + 1

2 |x|
2 definito su un sottoinsieme

denso di L2(RN ). Questo operatore ha come autostati il prodotto delle funzioni
di Hermite

hk1(x1)hk2(x2) · · ·hkN (xN ) kj = 1, . . . , N

e i corrispondenti autovalori sono
∏N
j=1(nkj + 1). Ricordiamo che le funzioni di

Hermite hn(x) nella variabile x ∈ R formano una base ortonormale completa in
L2(R); sono date esplicitamente da

hn(x) = Cn(x− d

dx
)ne−

x2
2 , n = 0, 1, 2, . . .

con Cn costante di normalizzazione scelta in modo tale che
∫
hn(x)2 dx = 1.

Da queste espressioni si può dedurre la forma esplicita della soluzione generale
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dell’equazione di Schrödinger relativa all’oscillatore armonico per dati iniziali
in L2(RN ). Torneremo su questa forma esplicita nell’ambito dello studio della
formula di Feynmann-Kac.
Per altre Hamiltoniane di interesse in fisica in cui il potenziale non è limitato
(per le quali quindi la serie di Duhamel non converge) la dimostrazione del-
l’esistenza di soluzioni richiede stime che in generale utilizzano le proprietà di
regolarizzazione del nucleo integrale dell’operatore (−∆ + I)−1 (cioè il fatto
che la funzione Ff (x) ≡

∫
(−∆ + I)−1(x, y)f(y)dy ha proprietà di regolarità

maggiori di quelle della funzione f). Notare che F̂f (p) = (p2 + 1)−1f̂(p).
Una Hamiltoniana non limitata induce una derivazione non limitata su B(H).
Anche in Meccanica Hamiltoniana i campi vettoriali corrispondono a deriva-
zione non limitate (in particolare non possono essere applicati a funzione non
differenziabili) e le equazioni generate non ammettono sempre soluzione uniche
o globali; in particolare un campo che non sia di classe Lipschitz può ammettere
più di una soluzione in corrispondenza allo stesso stato iniziale.
In Meccanica Quantistica valgono teoremi di esistenza , unicità delle soluzioni e
unitarietà dell’evoluzione nel tempo anche quando il potenziale è solo misurabile
(purché sia limitato) e quindi il suo gradiente (che interviene nel campo vettoria-
le classico) non è neppure definito. D’altra parte, se il potenziale ha singolarità
locali troppo forti, la famiglia di operatori unitari U(t) = e−itH può non esistere
mentre l’equazione classica corrispondente può avere soluzioni uniche globali per
quasi tutti i dati iniziali.

Un punto importante nell’analisi della struttura della Meccanica Quantistica è
connesso all’equivalenza della rappresentazione di Schrödinger, in cui lo spazio
di Hilbert H viene concretamente rappresentato come L2(RN , dx), dove N è il
numero dei gradi di libertà del sistema (definito come numero di gradi di libertà
del sistema classico associato), e della rappresentazione di Heisenberg, in cui lo
spazio di Hilbert è uno spazio astratto e gli operatori sono “matrici infinite”
(questo significa che è stata data implicitamente una base ortonormale nello
spazio, tipicamente una base che contiene tra i suoi elementi i rappresentativi
degli stati stazionari del sistema in esame).
Quello che connette le due rappresentazioni è l’esistenza in entrambi i casi di una
collezione di operatori (matrici infinite) q̂k, p̂h, k, h = 1, . . . , N che soddisfano
(almeno su un opportuno dominio) le relazioni di commutazione canonica

[q̂h, p̂k] = iδh,k, [q̂k, q̂k] = 0 = [p̂h, p̂k] h, k = 1, . . . , n 3.55

(abbiamo precisato che le (3.55) valgono su di un opportuno dominio perché,
come vedremo in seguito, le q̂h e le p̂k non possono essere tutti operatori li-
mitati). È naturale allora chiedersi se tutte le rappresentazioni dell’algebra di
operatori definita dalle relazioni (3.40) siano tra loro equivalenti, nel senso che
se π(q̂h, p̂k) e π′(q̂h, p̂k) sono due rappresentazioni irriducibili, su spazi di Hilbert
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rispettivamente H ed H′, esiste un’isometria invertibile V : H → H′ tale che

π′(q̂h, p̂k)V = V π(q̂h, p̂k) . 3.56

Tratteremo questo problema nel cap. 7 e vedremo in quel capitolo in che senso
debba intendersi questa equivalenza.
Conviene notare che i teoremi che dimostreremo sull’esistenza di una propaga-
zione unitaria per (3.37) nel caso di potenziali non limitati faranno uso delle
proprietà degli operatori alle derivate parziali (proprietà di regolarità delle so-
luzioni, immersioni compatte tra spazi di funzioni, disuguaglianze di Sobolev,
ad esempio).
Questo rende la rappresentazione di Schrödinger molto efficace per analizza-
re l’evoluzione sia per stati che per osservabili e rende conto del fatto che in
Meccanica Quantistica non-Relativistica si fa uso quasi esclusivamente della
rappresentazione di Schrödinger, anche quando si utilizzano relazioni algebriche
tra gli operatori (ad esempio quando siano presenti gruppi continui di simmetria
e si vogliano studiare le conseguenti costanti del moto, utilizzando la struttura
di algebra di Lie dei generatori).
Nella trattazione di sistemi a infiniti gradi di libertà (ad esempio in Meccanica
Statistica Quantistica e in Teoria Relativistica dei Campi quantizzati) il forma-
lismo (algebrico) di Heisenberg è più frequentemente utilizzato, ed è al contrario
più difficile utilizzare il formalismo di Schrödinger, dato che non esiste in dimen-
sione infinita una misura di Lebesgue (una misura invariante per traslazioni) e
conseguentemente vengono meno i teoremi classici di immersione e di regolarità.
Non potendo utilizzare in generale gli strumenti potenti di analisi funzionale,
lo studio di sistemi infinito dimensionali in rappresentazione di Heisenberg si
limita in generale a uno studio perturbativo formale, partendo dal caso di un
sistema libero; i risultati sono espressi come serie di cui in generale non è noto
se siano convergenti o almeno asintotiche.
Tuttavia, sostituendo la misura di Lebesgue con la misura di Gauss (per la
quale in Rn con n finito i risultati di immersione e di compattezza sono più
deboli, ma che d’altra parte ammette un’estensione al caso di R∞), si può fare
uso di metodi di analisi funzionale classica e utilizzare la rappresentazione di
Schrödinger (o, più precisamente, una sua estensione) per dimostrare in qualche
caso particolare l’esistenza del gruppo di operatori unitari che reggono il moto
del sistema e le proprietà di regolarità delle soluzioni.
In [27] viene esposto uno studio di modelli relativistici semplici di teoria quan-
tistica di campo in cui la (generalizzazione della) equazione di Schrödinger
permette una soluzione non perturbativa del problema.

Nota 3.10
Si può notare che l’isomorfismo strutturale tra l’operazione commutatore di

due operatori su uno spazio di Hilbert complesso H e parentesi di Poisson di due
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funzioni sullo spazio delle fasi porta ad un’analogia tra l’evoluzione in Meccanica
Quantistica ed i gruppi ad un parametro di trasformazioni simplettiche.
Infatti l’evoluzione nella rappresentazione di Schrödinger è data da trasformazio-
ni unitarie che lasciano invariante la forma antisimmetrica 〈φ, ψ〉 ≡ Im (φ, ψ).
Se H viene riguardato come somma diretta di due spazi di Hilbert reali

H0 = Hr ⊕Hi ,

la struttura complessa dello spazio H può essere riguardata come struttura
simplettica nello spazio di Hilbert realeH0 e l’evoluzione quantistica corrisponde
formalmente ad un gruppo ad un parametro di trasformazioni simplettiche in
uno spazio a infinite dimensioni il cui generatore formale è la forma quadratica

K(ψ) =
1
2

(ψ,−∆ψ) + (ψ, V ψ), ψ = ψr + iψi . 3.57

Si ha infatti, formalmente,

i
dψ

dt
= J

∂K

∂ψ̄
, ψ = {ψr + ψi}, ψ̄ = {ψr − iψi} . 3.58

Questa scrittura formale non è in generale di utilità pratica, e comunque va no-
tato che K è solamente formalmente differenziabile (per la struttura di Fréchet
ottenuta riguardando H come C∞).
Sullo spazio di HilbertH possono essere costruite altre strutture simplettiche per
associare alla Hamiltoniana H alcune equazioni hamiltoniane corrispondenti a
teorie di campo classiche (queste equazioni sono spesso chiamate idrodinamiche
per la loro analogia con le equazioni di campo della idrodinamica).
Ad esempio in L2(R1) si può utilizzare per costruire la forma simplettica l’ope-
ratore antisimmetrico J ≡ ∂

∂x . Si deve notare che quest’operatore è chiudibile
ma non limitato. Il suo spettro è continuo e copre l’intero asse immaginario e
quindi l’operatore non ammette inverso limitato. Pertanto la forma simplettica
definita dall’operatore J è singolare, e bisogna prestare attenzione a che tutte le
espressioni che si introducono siano ben definite dal punto di vista matematico.
Ad esempio ([Gar71]) con questa forma simplettica l’equazione KdV (di Kort-
weg, de Vries)

∂u

∂t
+
∂3u

∂x3
+ u

∂u

∂x
= 0 3.59

risulta Hamiltoniana con

H(u) =
∫

1
2

(∣∣∣∂u
∂x

∣∣∣2 +
1
6
u4(x)

)
dx . 3.60

In questo caso le parentesi di Poisson coinvolgono derivate funzionali e vanno
maneggiate con cura.
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Le espressioni diventano meno formali considerando il corrispondente sistema
in [0, 2π] con condizioni periodiche al bordo; in questo caso utilizzando la tra-
sformata di Fourier discreta il sistema può essere realizzato in l2 e la forma
simplettica ha uno spazio nullo unidimensionale (ma rimane illimitata).
Con u(x) =

∑∞
−∞ une

inx, si possono scegliere come variabili canoniche qn ≡
un/n, pn ≡ u−n/n, n > 0. Si noti che u0 è una costante del moto e può essere
posto uguale a zero. Con queste notazioni la parentesi di Poisson associata alla
forma simplettica assume la forma

{F,G} =
i

2π

∞∑
n=1

( ∂F
∂qn

∂G

∂pn
− ∂F

∂pn

∂G

∂qn

)
. 3.61

Il sistema Hamiltoniano associato all’equazione KdV è completamente integra-
bile nel senso dato a questo termine per i sistemi Hamiltoniani, cioè ammette un
insieme completo di integrali primi Ik, k ∈ Z in involuzione (siccome il numero
di gradi di libertà, e quindi il numero di integrali primi, è infinito, la dizione
completo richiederebbe qualche precisazione).
Per un insieme denso di dati iniziali φ0(x) ∈ L2(0, 2π) la soluzione dell’equazione
KdV φ(t;x) ∈ L2(S1) con dato iniziale φ0(x) può essere scritta come

φ(t, x) = Fφ0({Ik}, {θk(t)}) , Fφ0({Ik}, {θk(0)}) = φ(t, 0) ,

dove Fφ0 è funzione degli integrali primi (variabili d’azione) e degli angoli
θk(t) canonicamente associati, e questi ultimi soddisfano equazioni lineari a
coefficienti costanti.
Gli elementi di questo insieme di dati iniziali (denso in L2(0, 2π)) non hanno
speciali proprietà di regolarità come funzioni di x; pertanto la soluzione (3.59)
non è facilmemente ottenibile con metodi di analisi funzionale (che si applicano
in generale a dati iniziali con opportune proprietà di regolarità).

♣

Appendice 3A: Il teorema di Wigner

Diamo in questa appendice la dimostrazione del Teorema di Wigner I sull’imple-
mentabilità mediante trasformazioni unitarie o antiunitarie degli automorfismi
di Wigner delle trasformazioni di raggi di uno spazio di Hilbert H di dimensione
(complessa) maggiore di uno. Seguiremo l’esposizione di V.Bargmann [Bar64].
Indichiamo con φ̂ il raggio definito dal vettore unitario φ (la collezione di tutti
i vettori in H della forma φ′ = ωφ, |ω| = 1). In Meccanica Quantistica i raggi
rappresentano gli stati puri del sistema in esame. Definiamo 〈φ̂, ψ̂〉 ≡ |(φ, ψ)|.
Questa definizione è indipendente dal vettore scelto per rappresentare il raggio,
ed viene indicata convenzionalmente come probabilità di transizione tra lo stato
puro φ̂ e lo stato puro ψ̂.
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Una simmetria del sistema è per definizione un’applicazione T : φ̂ → ψ̂ che
gode delle seguenti proprietà:

a) T è definita per ogni raggio,

b) 〈T φ̂, ψ̂〉 = 〈φ̂, T ψ̂〉 ∀φ, ψ ∈ H,

c) l’applicazione T è uno-a-uno,

d) l’applicazione T è surgettiva.

Con queste notazioni il teorema di Wigner può essere enunciato così.

Teorema (Wigner)
Se T è un’applicazione che soddisfa a). . . d) allora esiste un’applicazione U :

H → H tale che
Uφ ∈ T φ̂ 3A.1

e tale che

1) U(φ+ ψ) = Uφ+ Uψ

2) U(λφ) = ξ(λ)φ

3) (Uφ,Uψ) = ξ(φ, ψ)

dove in alternativa ξ(λ) = λ oppure ξ(λ) = λ̄ per tutti i λ.

L’operatore U è isometrico ed è lineare o antilineare secondo l’alternativa pre-
cedente. Un’applicazione U che soddisfa (3A.1) verrà detta compatibile con
T .

♦
Dimostrazione

Il caso di dimensione (complessa) uno è banale. Assumiamo pertanto che
la dimensione complessa di H sia ≥ 2. Consideriamo tre raggi φ̂1, φ̂2, φ̂3.
L’espressione

∆(φ̂1, φ̂2, φ̂3) ≡ (φ1, ψ2)(φ2, ψ3)(φ3, ψ1) 3A.2

è indipendente dalla scelta delle fasi ed è pertanto una funzione dei raggi. No-
tare che se dimH ≥ 2 quest’espressione può avere valori complessi, e questo
distinguerà tra trasformazioni unitarie e antiunitarie.
Denotiamo con γ la funzione definita da

∆(T φ̂1, T φ̂2, T φ̂3) = γ(∆(φ̂1, ψ̂2, φ̂3) . 3A.3

Notiamo che una trasformazione isometrica unitaria o antiunitaria induce una
trasformazione dei raggi che preserva 〈 , 〉. Il Teorema di Wigner afferma che
anche il viceversa è vero.
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Conviene estendere T dai raggi unitari a tutti i raggi definendo

T (cφ̂) ≡ cT (φ̂), c > 0 . 3A.4

Manteniamo la notazione T per l’applicazione così estesa. Indichiamo con ρ
un generico raggio. È semplice dimostrare che quest’applicazione estesa ha le
proprietà

T (cρ) = cT (ρ), 〈Tρ1, Tρ2〉 = 〈ρ1, ρ2〉, ‖Tρ‖ = ‖ρ‖ . 3A.5

Notiamo preliminarmente che se {φ̂1, . . . , φ̂N} è una collezione finita di raggi due
a due ortogonali (〈φ̂iφ̂j〉 = δi,j) allora anche i raggi trasformati sono ortogonali.
E se vale

ρ =
N∑
1

cnρn, cn > 0, ∀ 1 ≤ n ≤ N ,

allora

Tρ =
N∑
1

c′nTρn, |c′n| = |cn| > 0 . 3A.6

Fissiamo ora un raggio unitario φ̂ e sia φ̂′ definito da T φ̂ = φ̂′. Scegliamo in
modo arbitrario un rappresentativo φ in φ̂ e un rappresentativo φ′ in φ̂′. Questa
sarà la sola arbitrarietà nella costruzione. Notiamo che il gruppo delle trasfor-
mazioni unitarie agisce in modo transitivo sullo spazio di Hilbert, e pertanto
esiste una trasformazione unitaria che porta φ′ in φ. Possiamo quindi assumere,
senza perdita di generalità, che φ′ = φ.
Ogni vettore u ∈ H ha una decomposizione unica come

u = dφ+ ζ, (ζ, φ) = 0 . 3A.7

La strategia che utilizzeremo sarà di iniziare a costruire U nel caso d = 2 utiliz-
zando le proprietà dell’applicazione T sui raggi generati dallo spazio vettoriale
O dei vettori ortogonali a φ. Vedremo che questo dà luogo ad un’applicazio-
ne isometrica V in O lineare o antilineare dipendentemente dalle proprietà di
trasformazione sotto T della funzione ∆ in (3A.2).
La trasformazione indotta su tutto lo spazio (cioè per un a scelta arbitraria del
numero complesso d in (3A.7)) si ottiene allora estendendo in modo lineare o
antilineare per d ∈ C.
Se u = φ + ζ, ζ ∈ O, ‖ζ‖ 6= 0, è facile vedere che esiste un solo elemento ζ ′
tale che φ + ζ ′ ∈ T û. Questa unicità, essenzialmente legata a disuguaglianze
triangolari, è parte essenziale della costruzione data da Wigner.
Definiamo in O l’applicazione V : ζ ′ ≡ V ζ e poniamo

U(φ+ ζ) = φ+ V ζ , ζ ∈ O . 3A.8
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Se ζ = 0 poniamo V ζ = 0. Notiamo innanzitutto che da

|(φ+ V w, φ+ V x)|2 = |(φ+ w, φ+ x)|2 ∀x,w ∈ O ,

segue
Re (V w, V x) = Re (w, x) , 3A.9

e se (w, x) è reale, allora (V w, V x) = (w, x). Questo dimostra che V agisce
come isometria in O.
Vogliamo dimostrare che l’applicazione V è lineare in O e V (αx) = ξ(α)V (x)
dove ‖ξ(α)‖ = ‖α‖ è indipendente da x.
Se lo spazio di Hilbert H ha dimensione complessa due, O ha dimensione com-
plessa uno. In questo caso avremo V (cw) = ξ(c)w, |c| = 1. Consideriamo in
O i vettori w e iw. Da (3A.9) segue Re (V iw, V w) = 0 e quindi ξ(i) = ±i (il
segno dipende dall’applicazione V e quindi in ultima analisi dall’applicazione T
considerata).
Da questo segue l’alternativa

ξ(i) = i⇒ V (cw) = cV (w), oppure ξ(i) = −i⇒ V (cw) = c̄V (w) .
3A.10

(notare che V (bw) = bV (w) se b è un numero reale). Se lo spazio di Hilbert
ha dimensione complessa maggiore di due, e quindi O ha dimensione complessa
maggiore di uno, siano f1 e f2 due versori ortogonali, e consideriamo il vettore
w = f1+f2. Allora, per ortogonalità, V w = f ′1+f ′2 e V (αw) = ξ1(α)f ′1+ξ2(α)f ′2;
d’altra parte deve essere V (αw) = ξω(α) w . Ne segue ξ1(α) = ξ2(α)(= ξω(α)).
Notiamo le seguenti relazioni

ξ(α+ β) = ξ(α) + ξ(β) , ξ(α β) = ξ(α)ξ(β) , ξ(α∗) = ξ(α)∗ .

Abbiamo fin qui dimostrato che l’applicazione V ha le seguenti proprietà:

1) V (x+ w) = V (x) + V (w)

2) V (αx) = ξ(α)x

3) (V x, V w) = ξ(x,w) (x,w)

dove la funzione ξ ha le proprietà descritte da (3A.10).
Possiamo ora estendere V a un’applicazione U su tutto H in modo che le
proprietà a),b),c) siano soddisfatte. Poniamo, per ogni numero complesso α

U(αφ+ ζ) = ξ(α)φ+ V ζ, ζ ∈ O .

Se α = 1 la definizione coincide con la precedente. D’altra parte è bana-
le verificare che le condizioni a),b),c) sono soddisfatte. Questo conclude la
dimostrazione del teorema di Wigner.
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♥
È facile verificare che l’applicazione così costruita è unica, nel seguente senso: se
la dimensione complessa dello spazio H è maggiore di uno, se due applicazioni
U1 e U2 additive ((U(x + y) = U(x) + U(y) ∀x, y ∈ H)) sono compatibili
con una stessa applicazione T tra raggi, allora esiste un numero complesso ω di
norma uno tale che si abbia U2 = ωU1.

Appendice 3B: Olonomia. Fase geometrica

L’olonomia è un concetto essenzialmente geometrico. Per un sistema che dipen-
de da un agente esterno attraverso la variazione di uno o più parametri, alcune
quantità possono non riassumere il valore di partenza al termini di un ciclo di
variazione dei parametri.
Questo fenomeno è noto in Meccanica Classica; uno degli esempi classici è il
trasporto parallelo di un vettore unitario il cui punto di applicazione percorre
un circuito chiuso sulla sfera unitaria in R3.
Sia {r, e1, e2} una terna di versori che individuano un sistema di riferimento; r
è il versore della congiungente il punto di applicazione con il centro della sfera.
Se il sistema di riferimento ruota con velocità angolare ω la legge del moto è

ė = ω ∧ e .

La condizione di trasporto parallelo è ω = cr∧ ṙ dove c è una costante. La legge
del trasporto parallelo su una sfera è quindi

ė = c(r ∧ ṙ) ∧ e = −c(e, ṙ)r . 3B.1

Definendo un vettore unitario complesso φ sulla sfera mediante

φ =
e1 + ie2√

2
, (φ̄, φ) = 1 ,

risulta
(φ, φ̇) = 0 . 3B.2

Fissiamo ora arbitrariamente una base locale, cioè in ciascun punto (individua-
to dal vettore r) una base di versori u, v e il corrispondente vettore unitario
complesso n = u+ iv. È facile vedere che si ha

φ(t) = e−iθ(t) n(r(t)) , 3B.3

dove θ è l’angolo di cui u e v devono essere ruotati per coincidere con e1, e2.
Utilizzando (3B.2) e (3B.3) si vede che φ̇ = Im (n, ṅ) e quindi integrando sulla
curva chiusa C

θ(C) = Im

∮
C
(n, dn) = −

∮
C
(ν, du) , 3B.4
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dove abbiamo indicato con ν la normale alla curva C orientatata verso l’esterno.
Utilizziamo ora il teorema di Stokes per scrivere

θ(C) =
∫∫
S:∂S=C

V , 3B.5

dove V è la valutazione della due-forma Im dn̄ ∧ dn sull’elemento di superficie
della sfera unitaria.
Notare che la olonomia θ(C) non dipende dalla base u, v scelta, e che l’olonomia
è espressa mediante una due-forma differenziale nello spazio dei parametri che
descrivono il moto. Ne segue che per avere un’olonomia non nulla lo spazio dei
parametri deve avere dimensione maggiore o uguale a due.
Scegliamo la base di vettori unitari (che corrisponde a coordinate sferiche)

u =
r ∧ ez
|r ∧ ez|

, v =
r ∧ u
|r ∧ u|

,

dove ez è un vettore prefissato, e consideriamo il moto su una superficie sferica
di raggio |r|. Abbiamo V = (r,dS)

|r|3 e quindi

θ(C) =
∫∫
S3

(r, dS)
|r|3

, 3B.6

dove abbiamo fatto uso della dualità in R3 tra un vettore e una due-forma
antisimmetrica. Dalla (3B.6) si vede che θ(C) è l’angolo solido sotteso da C
all’origine (o anche il flusso attraverso C del campo magnetico generato da un
dipolo posto all’origine). La formula (3B.5) può allora essere generalizzata al
caso del moto su una superficie compatta non contraibile

Considerazioni analoghe possono essere fatte in generale in Meccanica Quantisti-
ca. Il campo vettoriale che individua il moto è qui generato da una Hamiltoniana
che dipende da parametri α1, . . . , αM e i vettori unitari su una sfera vengono
sostituti da vettori unitari in uno spazio di Hilbert (sfera di Bloch). In questo
caso uno dei parametri è il tempo.
Supponiamo che gli altri parametri dipendano dal tempo in modo differenziabile
e periodico con periodo τ , e supponiamo per ciascun valore di t ∈ [0, τ ] la
Hamiltoniana H(t) ≡ H(α1(t), . . . , αM (t)) abbia un autovalore semplice isolato
λ(t) che varia nel tempo con continuità.
Questo è il caso se la Hamiltoniana viene ottenuta mediante una piccola per-
turbazione periodica di periodo T di una Hamiltoniana indipendente dal tempo
H0 = ∇+V (x) che ha un autovalore semplice isolato λ con autovettore φ0. Per
fissare le idee consideriamo il caso

Hε(t) = −∆ + V + εV1(t) ,
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dove il potenziale V1 è limitato e dipende dal tempo in modo periodico con
periodo T . Senza perdita di generalità scegliamo V1(0) = 0.
Sia φε(t) la soluzione dell’equazione

i
dφε(t)
dt

= Hε(t)φε(t) , φε(0) = φ0 .

Poiché Hε(t) è una piccola perturbazione regolare di H vi sarà, per ε sufficien-
temente piccolo, un autovalore isolato λε(t) di Hε(t) che varia con continuità
al variare di t. È anche possibile scegliere per ciascun valore di t un autovet-
tore di Hε(t) relativo all’autovalore λε(t), che indichiamo con ψε(t), tale che
ψ0(t) = φ0(t) e che |ψε(t)− ψ0(t)|2 < Cε2.
Tenuto conto della periodicità dell’operatore Hε(t) ne segue che, a meno di un
errore di ordine due in ε, ψε(T ) e ψε(0) differiscono per una fase del tipo eiθε(T ).
Se ε = 0, si ha θ0(τ) = λ0T. Vogliamo trovare la differenza δε(T ) = θε(T )−λ0T .
Questa quantità dipende dalla variazione dei parametri nella Hamiltoniana ed
è detta fase di Berry o anche fase geometrica.
Da queste considerazioni si evince che la definizione di fase di Berry è stretta-
mente connessa al trascurare nella variazione dell’ autofunzione termini di ordine
due in ε e quindi è giustificata se ε è molto piccolo, quindi per una variazione
molto lenta dei parametri.
La fase geometrica è pertanto definita solo nel limite adiabatico.

Nota 3B.1
Il motivo per cui la differenza tra due stati non è nulla (e di ordine ε2)

risiede nel fatto che le Hamiltoniane Hε(t) non commutano in generale. Questo
implica che ψε(t) ha una componente (di ordine ε2; questo è indice di trasporto
parallelo) perpendicolare a φε(t). Questo è un fenomeno tipicamente quantistico
ed è responsabile per il fatto che per tempi molto più lunghi di T la descrizione
mediante un cambiamento di fase non è più valida. Se il potenziale dipende
in modo periodico dal tempo, nel caso Hε = −∆ + εV (t) la funzione φε(t, x)
genericamente converge a zero localmente.

♣

Nota 3B.2
Nel caso di sistemi Hamiltoniani classici, se la Hamiltoniana per ε = 0 am-

mette una soluzione periodica isolata la ricerca per ε piccolo e diverso da zero di
una soluzione periodica di periodo T (ε) incognito viene effettuata con il metodo
di Lyapunov-Schmidt cercando un punto fisso del funzionale d’azione di Lagran-
ge. Questo strumento non è disponibile nel caso quantistico, e ci limiteremo a
fare un’analisi perturbativa.

♣

Prima di descrivere la problematica connessa al limite adiabatico, analizziamo
in dettaglio il caso di un sistema che ha due gradi di libertà e quindi è descritto
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nello spazio di Hilbert C2; questo sistema, che viene utilizzato per descrivere il
moto dello spin di una particella di spin 1

2 , è abbastanza semplice per permettere
un’analisi (quasi) completa, e d’altra parte importante perché esso è alla base
della teoria dell’informazione quantistica (rappresenta un q-bit).
Il sistema che descriviamo ha avuto una realizzazione sperimentale ad opera di
Bitter e Dubbers mediante un fascio di neutroni, inizialmente polarizzati lungo
l’asse z che percorrono una giuda rettilinea lungo l’asse delle z. Il moto spaziale
è rettilineo uniforme con velocità ε.
Nel sistema di riferimento in cui i neutroni sono fermi assumiamo che il campo
magnetico ruoti lentamente attorno a una direzione nello spazio che fa con la
verticale un angolo θ

B(t)x = B sin θ cos(2πtε), B(t)y = B sin θ sin(2πtε) , B(t)z = B cos θ ,
3B.7

dove ε è un parametro piccolo; considereremo il limite adiabatico ε → 0. Il
vettore B̂ nel corso del tempo si muove seguendo una curva C che è posta su un
cono con angolo solido Ω(C) = 2π(1− cos 2πtε).
Notiamo che questo sistema quantistico può essere analizzato nel seguente modo:
il vettore che rappresenta lo stato ha lunghezza (norma) uno e quindi si muove
in C2 ' R4 su di una varietà sferica di dimensione 3 e di raggio unitario (sfera
di Bloch).
Se il campo magnetico fosse costante, il moto del punto rappresentativo segui-
rebbe un cerchio massimo Cθ e sarebbe periodico (con un periodo che dipende
dall’intensità del campo magnetico). Ci siamo ridotti così a un problema di
dinamica classica.
In moto indotto dal campo magnetico variabile è un moto rotatorio con dire-
zione e velocità angolare variabili nel tempo. Come moto classico è un moto
complicato; su tempi lunghi possiamo cercare di trattarlo con il metodo della
media dopo aver dimostrato che il sistema ha una misura invariante. Questo
metodo in circostanze opportune può fornire una descrizione semplice a meno
di termini che sono di ordine ε2 uniformemente nel tempo. Ad esempio si può
dimostrare che il metodo della media è applicabile nell’esempio semplice che ab-
biamo analizzato e quindi la fase di Berry dà in questo caso l’approssimazione
all’ordine uno in ε a meno di termini che sono o(ε) uniformemente nel tempo.
La versione quantistica del metodo della media è il metodo adiabatico che discu-
teremo in qualche dettaglio nel cap. 13. Sotto opportune ipotesi, cui accennere-
mo in quel capitolo, di questo metodo si può dare una versione rigorosa nel senso
che può essere data una maggiorazione accurata dei termini che si trascurano.
L’ipotesi sullo spettro di H, e il fatto che il dato iniziale sia un autovettore
all’autovalore isolato, sono condizione cruciale per il successo della versione che
daremo del metodo adiabatico.

Iniziamo col fare un’analisi non rigorosa; questo è finalizzato a rendere intuitivo
il procedimento e anche ad indicare cosa ci si può aspettare se il moto varia
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in modo casuale secondo una determinata legge di probabilità, e al metodo
della media classico viene sostituito l’utilizzo di proprietà ergodiche del sistema.
Daremo in seguito una versione rigorosa.
Fissato un tempo T dividiamolo in K parti uguali ciascuna di lunghezza T/K ≡
δ. Faremo poi tendere prima K → ∞ e poi T → ∞. Possiamo pensare di
approssimare il moto descritto dalla Hamiltoniana H(t) nell’intervallo [0, T ] con
un moto generato successivamente nell’intervallo [(k − 1)δ, kδ), k = 1, . . . ,K,
dalle Hamiltoniane Hε

k ≡ Hε((k − 1)δ).
Questo moto “approssimato” sarà descritto da

ψ(T ) = e−iδH
ε
K1e−iδH

ε
K−11 · · ·1e−iδH

ε
21e−iδH

ε
1φ0 . 3B.8

Assumiamo per semplicità che tutte le Hamiltoniane Hε
k abbiano spettro discre-

to. Per ciascun tempo kδ indichiamo con ξεk,1 l’autovettore isolato Eεk,1 della
Hamiltoniana Hε

k che consideriamo.
Inseriamo in (3B.8) a ciascun tempo kδ al posto dell’identità 1 un sistema
completo di autovettori di Hε

k, che indichiamo con ξεk,mk mk = 1, 2, . . . . L’e-
spressione per ψ(T ) assume allora la forma di somma di prodotti di termini,
ciascuno corrispondente per ciascun tempo kδ alla scelta di un vettore della
corrispondente base.
Ciascuno dei fattori è dato dal valore di aspettazione di e−iδH

ε
k tra elementi

della base di Hε
k ed elementi della base di Hε

k+1 ed è quindi della forma

e−iδE
ε
k,m(ξεk+1,m, ξ

ε
k,n) .

L’espressione ottenuta risulta sempre più complicata al crescere di K (e quindi
al diminuire di δ; noi vogliamo prendere il limite δ → 0).
Utilizzando il metodo della media si può vedere, almeno formalmente, che se
ogni Hamiltoniana Hk ha spettro non degenere e senza punti di accumulazione
al finito, ciascuno dei termini nel prodotto che si riferiscono ad elementi delle
basi diversi da ξεk,1 (per qualche valore di k) sono di ordine δ2 . Assumiamo che
la somma dei loro prodotti tenda a zero quando si scelga opportunamente K =
K(T ) e si prenda T abbastanza grande. A supporto di questa ipotesi si possono
utilizzare argomenti formali (o un fare un uso accurato del teorema della media
classico, dopo avere verificato che sussistono le condizioni di applicabilità).
La difficoltà nel rendere rigorosa un analisi di questo tipo sta nella difficoltà
di verificare la convergenza della serie uniformemente in K. La convergenza di
somme parziali è di più facile dimostrazione ma va tenuto presente che in uno
spazio di Hilbert di dimensione infinita la convergenza delle proiezioni di una
successione di vettori su ciascun elemento di una base ortonormale completa
non implica convergenza della successione di vettori. Il caso di uno spazio di
Hilbert di dimensione finita (come nell’esempio dato) presenta minori difficoltà.
Il contributo dei termini ottenuti scegliendo per ogni valore di k il vettore ξεk,1 è

e−i
P
k δE

ε
k,1ΠK

k=1(ξεk+1,1, ξ
ε
k,1) . 3B.9
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Per δ → 0 il fattore esponenziale converge a e−i
R T
0 Eεn0

(t) dt. Questo è il termine
che indichiamo come contributo dinamico alla variazione della fase. Il termine
ΞεK(τ) è dovuto alla variazione nel tempo dello stato di riferimento; nell’ipotesi
che i termini non diagonali diano contributo zero nel limite K →∞, in questo
limite ΞεK(τ) deve tendere a una fase.
Per stimare ΞεK(τ) utilizziamo

〈ξεk+1, ξ
ε
k〉 = δ〈ξεk + ξ̇εk, ξ

ε
k〉+O(δ2) = 1 + δ〈ξ̇εn, ξεn〉+O(δ2)

= eδ〈ξ̇
ε(t),ξε(t)〉 +O(δ2) . 3B.10

Notando che ξεn(t) ha lunghezza costante, risulta che il fattore esponenziale nel
primo termine è puramente immaginario e pertanto

〈ξεk+1, ξ
ε
k〉 = eiRe (δ〈ξ̇ε(t),ξε(t)〉) +O(δ2) . 3B.11

Notiamo che, al limite δ → 0, ξ̇ε è dato dalla legge di evoluzione del vettore uni-
tario ξ(t) per il flusso della Hamiltoniana dipendente dal tempo Hε(t). Quindi
al limite δ → 0 otteniamo

φε(τ) = e−i
R τ
0 Eεn0

(t) dtΞε , Ξε = ei
R τ
0 Re (〈ξ̇ε(t),ξε(t)〉) dtφ(0) .

Il fattore di fase geometrica (fase di Berry) Ωε ≡ −i log Ξε può come prima
essere espresso come

Ωε =
∫ τ

0

Re 〈dξε(t) ∧ ξε(t)〉 dt 3B.12

(la forma differenziale si intende nello spazio in cui sono coordinate il tempo e
i parametri la cui variazione descrive la dipendenza di Hε(t) da t.)
Si può notare che abbiamo fatto l’ipotesi che per ciascun valore di ε sufficien-
temente piccolo tutti gli autovalori siano non degeneri per ogni valore di t. Se
l’autovalore corrispondente della Hamiltoniana diventa degenere al tempo t0
l’integrale in (3B.12) può diventare singolare in t0.

Diamo ora qualche cenno ad una trattazione rigorosa che utilizza il formalismo
adiabatico. Dal punto di vista della matematica l’evoluzione adiabatica è un
trasporto parallelo associato ai sottospazi spettrali di una Hamiltoniana Hε(t)
che dipende dal tempo.
È importante che i sottospazi che consideriamo siano distinguibili nel corso del-
l’evoluzione e pertanto il metodo si applica usualmente nel caso di una “piccola”
perturbazione di una Hamiltoniana indipendente dal tempo, i cui sottospazi
spettrali possano essere utilizzati come identificatori.
Il metodo consiste nella ricerca dalla dinamica che meglio approssima quella de-
scritta da una Hamiltoniana dipendente dal tempo Hε(t). Esso non è limitato
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al caso in cui il sottospazio di interesse sia unidimensionale e può essere appli-
cato anche a casi in cui sottospazi si intersecano nel corso del moto, ma allora
l’approssimazione è peggiore (tipicamente polinomiale nel piccolo parametro ε
che quantifica il discostarsi del moto da uno con generatore indipendente dal
tempo), mentre nel caso di sottospazi isolati l’approssimazione è migliore di εN
per ogni N (e talvolta è esponenziale).
Noi tratteremo solamente il caso in cui il sottospazio di interesse ha dimensione
uno. Se λ0 è il corrispondente autovalore, il moto imperturbato è periodico di
periodo 2π/λ0.
La Hamiltoniana ha la forma Hε(t) = H0 + εH1(t). Indicheremo con Pε(t) il
proiettore (ortogonale) su un autostato di Hε(t) che varia nel tempo rimanendo
a ciascun istante isolato rispetto alla parte restante dello spettro di Hε(t). Si
ha Ṗε(t) ≡ O(ε). Cerchiamo una Hamiltoniana che dia un’evoluzione, parame-
trizzata da τ , scelta in modo tale che dP

dτ ≡ O(ε2) cosicché la nuova evoluzione
approssima meglio l’evoluzione vera.
Dimostriamo che se scegliamo come nuova hamiltoniana

Hε
ad(t, P (t)) = Hε −

i

2
[Ṗε(t), Pε(t)] 3B.13

approssimiamo l’evoluzione a ordine ε per tempi di ordine ε−1. Notiamo che
sotto condizioni abbastanza generali l’operatore Hε

ad −Hε è limitato e autoag-
giunto.
Questo teorema adiabatico è stato dimostrato da M.Born e V.Fock [BF28] per
il caso di hamiltoniane con spettro discreto e non degenere. La dimostrazione
nel caso generale è dovuta a T.Kato [Kat58].
Indichiamo con U εad(t) l’operatore di evoluzione associato alla Hamiltoniana
Hε

ad(t). Faremo le seguenti ipotesi.

i) Hε(t) è una famiglia di operatori autoaggiunti su uno spazio di Hillbert H
uniformemente limitata dal basso, con dominio indipendente da t.

ii) Per ciascun valore di ε la funzione Hε(t) è k-volte differenziabile in t come
operatore su H.

iii) Lo spettro di Hε(t) ha “buchi” e Pε(t) è la proiezione spettrale su una
banda dello spettro che ha distanza δ(t) dalla parte restante dello spettro,
con inft δ(t) = δ0 > 0.

Sotto queste ipotesi si dimostra il seguente risultato ([ASY87]).

Teorema 3 B.1

a) Dato un intervallo I dell’asse reale che contiene l’origine e con la notazione

Pε(t) = Uε(t) P U∗ε (t), P (t) = Uad(t) P U∗ad(t) , 3B.14
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per ε abbastanza piccolo si ha

Pε(t)− P (t) = εCε(T ) , t ∈ [0, T ] , 3B.15

dove Cε è una funzione limitata crescente.

b) Se si prende K = +∞ nell’ipotesi ii), allora

Pε(t)− P (t) = O(ε∞), t ∈ I \ Supp
(dP
dt

)
3B.16

(il limite essendo inteso in norma). La costante Cε(T ) cresce con T e si ha
in generale ε Cε(ε−1) = O(1).

♦
Diamo una traccia della dimostrazione, anche perché essa è un prototipo di
dimostrazione di teoremi multiscala o adiabatici. Ricordiamo che vogliamo ot-
tenere stime valide fino a tempi di ordine di grandezza ε−1; conviene quindi
riscalare il tempo e scrivere l’equazione nella forma

i
∂Uε(t)
∂t

φ = ε−1H(t) Uε(t) , Uε(0) = 1 . 3B.17

Sotto le nostre ipotesi questa equazione ha soluzione unica e fornisce una famiglia
fortemente continua di operatori unitari Uε(s) (non un gruppo se la Hamilto-
niana dipende dal tempo); inoltre Uε(s)φ è fortemente differenziabile in s per
φ ∈ D(Hs) (che abbiamo supposto indipendente da s).
Considerazioni analoghe valgono per l’equazione adiabatica

i
∂Uad(t)
∂t

φ = ε−1Had(t, P )(t) Uad(t) , Uad(0) = 1 , 3B.18

dove Had è data in (3B.13).
Notiamo innanzitutto che l’evoluzione Uad(t, P ) indotta dalla Hamiltoniana
(3B.13) disaccoppia P (t)H. Questo si deduce da

Uad(t, P ) P (t) = P (t) Uad(t, P ) 3B.19

che viene dimostrata notando che la relazione è certamente vera per t = 0
e dimostrando, per calcolo esplicito, che la derivata rispetto al tempo della
differenza dei due termini è nulla per ogni valore di t.
Il passo successivo consiste nell’ottenere stime a priori per l’operatore

Ω(t) = U∗ad(t, P ) Uε(t) . 3B.20

Notare che Uad(t, P ) è un operatore unitario, e quindi una stima di Ω dà una
stima della differenza tra le due dinamiche. Utilizzando il teorema fondamentale
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del calcolo e tenendo conto che Ω(0) = 1 si vede che Ω(t) soddisfa l’equazione
integrale di tipo Volterra

Ω(t) = 1−
∫ t

0

Kε(s, P )Ω(s) ds, Kε(s, P ) = U∗ad(s, P ) [Ṗ (s), P (s)] Uad(s, P ) .

3B.21
Risolvendo quest’equazione per iterazione si ottiene, per t ∈ I,

Ω(t)−
N∑
n=1

Ωn(t) = O(εN ) , sup
t∈I
‖Ωn(t)‖ = O(εn−1) 3B.22

(ricordare che le equazioni (3B.17) e (3B.18) contengono a destra un fattore ε−1).
La (3B.22) non è ancora uno sviluppo in serie di potenze in ε perché l’operatore
Kε(s, P ) dipende da ε . Per ottenere una serie di potenze in ε conviene ricordare
che

P (t) =
1

2iπ

∫
γ

R(z, t) dz, R(z, t) = (H(t) + z)−1 , 3B.23

(con Im z 6= 0 nell’espressione della risolvente), dove γ è un cammino chiuso che
circonda la parte dello spettro sulla quale proietta P (t) per tutti i tempi t ∈ I.
Conviene anche utilizzare l’identità, facilmente verificabile da (3B.23),

Q(t) X(t) P (t) = −Q(t) ([Had(t), X̃(t)] + iε[Ṗ (t), X̃(t)])P (t) , 3B.24

dove abbiamo utilizzato la notazione Q(t) = 1 − P (t). Per ogni operatore
limitato X abbiamo posto

X̃(t) ≡ i

2π

∫
γ

R(z, t) X(t) R−1
z,tdz . 3B.25

Mediante questo procedimento si ottiene uno sviluppo di Ω(t) in potenze di ε; i
termini di ordine uno e due sono

Ω1(t) = −i ε U∗as(t) Ṗ (t) Uas(t)) ,

Ω2(t) = −i ε
[ ∫ t

0

U∗as(t) Ṗ (t) Uas(t) dt
]2

(P −Q) .

Con queste stime la dimostrazione della parte a) del teorema 3B.1 è immediata
poiché

Ω̇(t) = −Kε(t, P )Ω(t), Ω(0) = 1 .

Per dimostrare b) notiamo che le stime precedenti garantiscono che esiste una
costante positiva c tale che∥∥∥∫ t

0

Kε(s) Y (s) ds
∥∥∥ ≤ c ε sup

0≤s≤t
{‖Y (s)‖, ‖Ẏ (s)‖} .
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per ogni famiglia limitata Y (t) di operatori. Da questo segue ‖Ωn+1(t)‖ <
ε ‖Ωn(t)‖ e si deduce, poiché Kε è limitato,

‖Ωn+1(t)‖ < c ε sup
0<s<t

{‖Ωn(s)‖, ‖Ω̇n‖ , ‖Ωn−1‖}

Da questo si ottiene in modo semplice la parte b) del teorema 3B.1.
La parte del teorema che riguarda il caso in cui H(t) sia infinitamente differen-
ziabile in t e Ḣ(t) sia zero al di fuori di un intervallo finito si ottiene dimostrando
che in questo caso sup0≤t≤τ (1−P (t)) Ω(t) P (t) = O(ε∞); questo segue iterando
l’equazione di Volterra.

♥

Appendice 3C: Comportamento delle soluzioni per t → ±∞

In questa Appendice utilizziamo le proprietà dispersive del nucleo integrale di
eit∆ per analizzare il comportamento delle soluzioni dell’equazione di Schrödin-
ger con hamiltoniana H = −∆ +V quando il potenziale è regolare e a supporto
compatto (per la dimostrazione che segue queste condizioni possono essere invero
molto indebolite). Utilizziamo la notazione H0 = −∆.
Abbiamo già dimostrato che gli operatori eitHV costituiscono un gruppo di ope-
ratori unitari fortemente continuo. Vogliamo dimostrare che per ogni ψ0 ∈
L2(R3) esiste unico φ± ∈ L2(R3) tale che

lim
t→±∞

|e−itH0ψ − e−itHV φ±|2 = 0. 3C.1

Questo significa che per ogni dato iniziale ψ ∈ L2(R3) esistono (unici) due
element φ± tale che, prendendo φ come dato iniziale per la hamiltoniana HV e
ψ per la hamiltoniana del moto libero, le due soluzioni tendono a coincidere nel
remoto futuro (rispettivamente nel remoto passato).
Poiché lim supt→∞

∫
Ω
|eit∆ψ(x)|2 dx = 0 per ogni insieme compatto Ω, la dimo-

strazione di 3C.1 risulta difficile. Conviene studiare anziché (3C.1) il problema
(equivalente perché gli operatori sono unitari) dell’esistenza di φ± tale che

lim
±t→∞

|φ± − eitHV eitH0ψ|2 = 0 3C.2

o equivalentemente dell’esistenza di ψ± tale che

lim
±t→∞

|ψ± − eitH0eitHV φ|2 = 0. 3C.3

Questi problemi sono equivalenti all’esistenza, su domini opportuni, degli ope-
ratori

W±(HV , H0) = lim
t→±∞

eitHV eitH0 3C.4
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e
W±(H,HV ) = lim

t→±∞
eitH0eitHV . 3C.5

Questi operatori, se esistono, non hanno in generale come dominio tutto L2(R3).
Ad esempio, se φE ∈ L(R3) soddisfaHV φE = EφE (è uno stato legato diH0+V )
il limite in (3C.3) non esiste (il limite debole è il vettore nullo). Infatti, a causa
della proprietà dispersiva di e−itH0 , la norma di e−itH0φE ristretto a qualunque
compatto tende a zero nel limite (quindi il limite debole di e−itH0φE è il vettore
nullo) e questa proprietà non viene alterata dalla moltiplicazione per il fattore
di fase e−iEt. Pertanto il dominio dell’operatore (se quest’operatore esiste) non
contiene gli stati legati di H0 + V.
Torneremo nel cap. 17 con più dettagli sul problema dell’esistenza degli opera-
tori W±(HV , H0) e W±(H0, HV ) (operatori d’onda) per un generico potenziale
V, e in generale sul problema dello scattering in Meccanica Quantistica. Qui ci
limitiamo a dimostrare l’esistenza di questo operatore per V limitato e a sup-
porto compatto utlizzando le proprietà dispersive che abbiamo dimostrato per
eit∆.
La dimostrazione segue la traccia di un teorema di Cook-Kuroda valido in
condizioni molto più generali.
Notiamo che sono soddisfatte le seguenti condizioni

1) per un insieme denso D in L2(R3) si ha

∀φ ∈ D, ∃t0(φ) : e−itHV φ ∈ D(H0) ∩D(HV ), t0 ≤ t ≤ ∞ 3C.6

dove D(H) è il dominio dell’operatore H. Ad esempio si può prendere per D
l’insieme delle funzioni due volte differenziabili a supporto compatto;

2) se φ ∈ D, allora V e−itH0φ é continuo in t in t0 ≤ t ≤ ∞;

3) se φ ∈ D, allora ∫ ∞
t0

|V e−itH1φ|2 dt <∞. 3C.7

Per dimostrare la (3C.7) notiamo che dalle stime che abbiamo fatto segue

|(e−itH0φ)(x)| ≤ [
1

4π|t|
]
3
2

∫
|φ(y)| dy 3C.8

e pertanto per ogni t0∫ ±∞
t0

|V (x)e−itH0φ|2 dt ≤ |φ|1
∫ ±∞
t0

[
1

4π|t|
]
3
2 |V |2 dt <∞. 3C.10

Notiamo ora che l’esistenza dei limiti che definiscono W±(HV , H0 segue da 1)
– 3) e dal teorema fondamentale del calcolo applicato alla funzione a valori
operatore e−itHV e−itH0 (integrando la derivata tra t0 e ±∞).
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Capitolo 4

Elementi di teoria delle C∗-algebre; automorfismi e
derivazioni. Condizione K.M.S.

Abbiamo notato che una struttura naturale per la formulazione della Meccanica
Quantistica è quella che associa alle osservabili una particolare classe di operatori
su uno spazio di Hilbert H, agli stati puri i proiettori ortogonali su sottospazi
di H di dimensione uno e ad altri stati operatori positivi di classe traccia, con
traccia uno (le matrici densità).
Questa semplice caratterizzazione di stati ed osservabili può risultare inadegua-
ta per descrivere sistemi con un numero infinito di gradi di libertà, come è il
caso della teoria di Campi Quantizzati e della Meccanica Statistica Quantistica.
Conviene quindi estendere il formalismo per comprendere anche questi casi; le
strutture risultanti sono le C∗−algebre ed i loro automorfismi.

4.1 Elementi di teoria delle C∗−algebre

Notiamo innanzitutto che l’insieme degli operatori limitati su uno spazio di
Hilbert H costituisce un’algebra su cui è definita un’involuzione A→ A∗ ed una
norma A→ |A|, con

|A| = sup
φ∈H; |φ|=1

|Aφ|.

Questa norma gode delle proprietà |A∗A|=|A|2, |A| = |A∗|, |AB| ≤ |A||B|;
esse saranno poste alla base della nuova struttura.

Definizione 4.1
Una Banach ∗-algebra è un’algebra A che ammette una struttura di spazio di

Banach con norma |a| e un’involuzione a→ a∗ con (λ a)∗ = λ̄a∗ e (ab)∗ = b∗a∗.
♦

Descriveremo i sistemi quantistici con una sottoclasse di algebre di Banach ca-
ratterizzate da condizioni sulla norma. Queste condizioni sono quelle soddisfatte
dall’algebra degli operatori lineari su uno spazio di Hilbert, e sono in effetti co-
sì restrittive che potremo dimostrare che ogni algebra di questo tipo ammette
una rappresentazione fedele come sottoalgebra degli operatori limitati su un
opportuno spazio di Hilbert.
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Imporremo anche spesso la condizione che l’algebra considerata ammetta un’i-
dentità. Questa limitazione non è essenziale per le considerazioni che svolgere-
mo, e il suo solo scopo è quello di rendere le dimostrazioni piú semplici.
Le algebre che considereremo godono tuttavia sempre della proprietà di ammet-
tere un’unità approssimata a sinistra, cioè una successione di elementi {an} ta-
li che

∀b ∈ A sup
b∈A
|anb− b| ≤ cn, lim

n→∞
cn = 0.

Equivalentemente si può richiedere l’esistenza di un’identità approssimata a de-
stra, ed in effetti di una successione che costituisce un’identità approssimata
bilatera. Naturalmente se esiste un’identità e nell’algebra allora la successione
{e, · · · , e, · · · } è un’identità bilatera approssimata.
Ad esempio l’algebra l∞(Z) non ammette identità ma la successione {vNm}
definita da

vNm = 1, m ≤ N, vNm = 0 n > N

è un’ identità approssimata bilatera.

Definizione 4.2
Una C∗-algebra è una Banach∗-algebra la cui norma soddisfa le condizioni

i) |ab| ≤ |a||b| ∀a, b ∈ A

ii) |a∗a| = |a|2 ∀a ∈ A

iii) |e| = 1

dove e è l’identità dell’algebra. SeA non ha un’identità allora si chiede limn→∞ |an| =
1 per ogni unità approssimata.

♦
Nota 4.1

Dalle proprietà i), ii) si deduce un’ulteriore proprietà della norma, che risulta
utile nelle dimostrazioni, cioè che |a∗| = |a|. Infatti da |a2| = |a∗a| ≤ |a∗||a|
segue |a| ≤ |a∗| se |a| 6= 0. Invertendo il ruolo di a e di a∗ si deduce |a∗| ≤ |a|
se |a∗| 6= 0. D’altra parte |a∗| = 0⇔ |a| = 0.

♣

Semplici esempi semplici di C∗−algebre sono dati da

(1) L’algebra delle matrici N × N a termini complessi, con coniugazione data
da A→ A∗ (l’aggiunto di A) e norma

|A| ≡ sup
u∈CN ,|u|=1

(u,Au).

(2) L’algebra B(H) degli operatori limitati su uno spazio di Hilbert H, con
coniugazione e norma data come all’esempio (1).
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(3) L’algebra delle funzioni continue e limitate a valori complessi Cb(Ω) su un
aperto Ω di RN con coniugazione data dalla coniugazione complessa e norma
data da

|f | ≡ sup
x∈Ω
|f(x)|.

Definizione 4.3
Indichiamo con e l’identità dell’algebra A. Un elemento a ∈ A è detto

normale se a∗a = aa∗,

hermitiano se a = a∗,

unitario se a a∗ = a∗ a = e,

positivo se esiste nell’algebra un elemento b tale che sia a = b∗ b,

proiettore se a = a∗ e a2 = a,

inverso di b ∈ A se a b = b a = e.

Se la C∗−algebra non ha l’identità, le definizioni di unitario e di inverso vengono
opportunamente modificate utilizzando unità approssimate.

♦
Definizione 4.4 – automorfismi

Uno ∗-automorfismo diA è un’applicazione invertibileA → A che preserva la
struttura di C∗-algebra, l’identità (la classe di identità approssimate) e commuta
con l’involuzione.

♦
Definizione 4.5 – stati

Stato di una C∗-algebra è un funzionale lineare continuo che assume valori
non negativi sugli elementi positivi di A e valore uno sull’identità (o valori
che tendono a uno su ogni identità approssimata). In generale utilizzeremo il
simbolo ρ per indicare un generico stato.

♦
Definizione 4.6

Per costruzione gli stati formano una struttura affine. Stati puri di un’al-
gebra sono gli elementi estremali (non decomponibili) di questa struttura. Un
teorema di Choquet garantisce che ogni stato appartiene all’insieme convesso
sotteso dagli stati puri.

♦
Nel caso dell’ algebra commutativa Cb(Ω) gli stati sono le misure di Radon di
massa totale uno. Gli stati puri sono le misure di Dirac δω concentrate nel punto
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ω ∈ Ω. Ogni funzione g(ω) ∈ L1(Ω, dµ) con g(ω) ≥ 0 e
∫

Ω
g(ω) dµ = 1 definisce

uno stato sull’algebra Cb(Ω) ponendo

ρg : f →
∫
f(ω)g(ω) dµ, ∀ f ∈ C(Ω). 4.4

Gli stati si differenziano tra loro per le loro proprietà rispetto a successioni
o a filtri. Ricordiamo che un filtro F in una C∗-algebra A è un insieme di
elementi parzialmente ordinato in cui due qualunque elementi ammettono un
estremo superiore in A. Inoltre esiste un estremo superiore del filtro, cioè un
elemento C ∈ F che per definizione è il più piccolo elemento di F tale che
C − a ≥ 0,∀a ∈ F .
Definizione 4.7

Uno stato ρ è detto normale se

sup
a∈F

ρ(a) = ρ(C). 4.5

♦
Tutti gli stati dell’algebra delle matrici N ×N a valori complessi sono normali.
Per l’algebra delle funzioni continue sull’intervallo [−1, 1] gli stati che corrispon-
dono alla valutazione in un punto (ad esempio l’origine) non sono normali. Per
vedere questo, basta considerare il filtro delle funzioni continue f(x) tali che
fα(x) ≤ 1, fα(0) = 0.
Il loro estremo superiore è la funzione identicamente uguale ad uno, ma la valu-
tazione nell’origine di questa funzione non coincide con il limite della valutazione
delle fα che è zero.
In quest’esempio, gli stati che corrispondono a misure assolutamente continue
rispetto alla misura di Lebesgue sono stati normali. Questi stati corrispondono
a funzioni positive, integrabili secondo Lebesgue e di integrale uno.
Essi possono essere estesi a stati normali sull’algebra L∞ delle funzioni essen-
zialmente limitate su [−1, 1]. Ne segue che L1[−1, 1] è contenuto nel duale di
L∞[−1, 1] ma non coincide con questo insieme.
Per avere un altro esempio di stato che non è normale, consideriamo la C∗−algebra
(con identità) composta dalle successioni numeriche v ≡ {vn}, vn ∈ C, con
prodotto uv ≡ {unvn} e con norma |v| = supn |vn|, tali che esista il limite
v∞ ≡ limn→∞ vn. La successione

v1 ≡ {1, 0, 0, . . . }, v2 ≡ {1, 1, 0, 0, . . . }, v3 ≡ {1, 1, 1, 0, 0, . . . }

è un filtro e il suo estremo superiore è v̄ ≡ {1, 1, 1, 1, . . . }. Definiamo uno stato
ρ nel modo seguente

ρ(vk) = 0 ∀k, ρ(v̄) = 1.
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Esso non è normale, e si verifica anche facilmente che non è il limite di alcuna
successione crescente di stati normali.
Abbiamo visto che gli stati normali su C[−1, 1] possono essere estesi a stati
normali su un algebra più grande, L∞[−1, 1], che ammette gli stati normali
come preduale (ricordiamo che il preduale B∗ di uno spazio di Banach B è uno
spazio topologico tale che B possa essere identificato con lo spazio dei funzionali
lineari continui su B∗). Una proprietà simile vale anche per le algebra non
commutative, e porta, come vedremo più avanti, alla definizione di algebre di
von Neumann e di W ∗-algebre.

Definizione 4.8
Per una generica C∗-algebra A utilizzeremo la seguente notazione.

Se il preduale esiste, lo denoteremo con il simbolo A∗.
A∗1,+ è l’insieme degli stati (1 indica la normalizzazione, + la positività)
A∗, 1,+ è l’insieme degli stati normali.

♦
Se l’algebra ammette un preduale A∗ gli elementi positivi di A∗ sono stati
normali di A.
Definizione 4.9

Notiamo che su una generica C∗-algebra A sono definite in modo naturale
due topologie

a) Topologia uniforme

Una base di intorni di a ∈ A è data da {b ∈ A, |b − a| < ε} al variare di
ε > 0.

b) Topologia debole

Una base di intorni di a ∈ A è data da

{b ∈ A, |ρ(b)− ρ(a)| < ε}

al variare di ε > 0 e di ρ ∈ A∗1,+ . Quindi una successione {an} ∈ A converge
debolmente se per ogni ρ ∈ A∗1,+ si ha

lim
n,m→∞

|ρ(an)− ρ(am)| = 0.

♦
Si può notare che la topologia uniforme è più fine di quella debole (contiene
un numero maggiore di intorni). Equivalentemente la convergenza uniforme
implica quella debole. Le due topologie sono equivalenti se e solo se A è uno
spazio vettoriale di dimensione finita.
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Per una C∗−algebra vale la relazione seguente

|a|2 ≤ sup
ρ∈A1,+

[ρ(a∗a) + ρ(a a∗)].

Da questo segue che si ha convergenza uniforme se la convergenza debole è
uniforme in ρ (da qui il nome).
Se l’algebra A ammette un preduale A∗ si può definire un’altra topologia, quella
∗-debole (detta anche vaga).

Definizione 4.10
La topologia ∗-debole è la topologia che ammette come base d’intorni di

a ∈ A
{b ∈ A, |ρ(a)− ρ(b)| < ε}

al variare di ε > 0 e di ρ ∈ A∗.
♦

Per definizione la topologia ∗-debole è più debole della topologia debole (ha un
numero minore di intorni); le due topologie coincidono solamente se l’algebra A
è autoduale, cioè A = (A∗)∗. L’importanza della topologia ∗-debole risulta dal
seguente teorema

Teorema 4.1 (Banach-Alaoglu)
Sia X uno spazio di Banach, X∗ il suo duale. La palla unitaria di X∗ (che

indicheremo con X∗1 ) è compatta per la topologia indotta da X.
♦

Dimostrazione
La topologia ∗-debole per X∗ è per definizione quella che rende continui tutti

gli elementi di X ed è quindi la topologia prodotto di B ≡ Πx∈XBx quando su
Bx venga posta la topologia di C (Bx è la palla unitaria di centro x).
Sia Ċ la compattificazione a un punto di C. Per costruzione Ċ è compatto,
e quindi Πx∈XĊx è compatto nella topologia prodotto. Visto che B è chiuso
in questa topologia, è dunque B compatto. Ma anche X∗1 è chiuso in B nella
topologia ∗-debole. Infatti, se ln(x)→ l(x), |ln(x)| ≤ |x| ∀n allora |l(x)| ≤ |x|.
Per definizione |l| ≡ supx6=0

|l(x)|
|x| ≤ 1. Inoltre ln(e) = 1, ∀n⇒ l(e) = 1.

Dunque X∗1 è compatto, e lo è anche X∗1,+ perché successioni convergenti i cui
termini sono tutti positivi convergono ad un elemento positivo.

♥
Poiché gli stati sono per definizione la parte positiva della palla unitaria del
duale A∗ della C∗−algebra A ne segue che l’insieme degli stati è compatto
per la topologia indotta da A, cioè per la topologia per cui una successione
{ρn} con ρn ∈ A∗1,+ è convergente se e solo se per ciascun a ∈ A

lim
m,n→∞

|ρn(a)− ρm(a)| = 0. 4.7
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Ne concludiamo che da ogni successione di stati normalizzati ρn che soddisfi (4.7)
è possibile estrarre una sottosuccessione che converge. Il limite ρ è uno stato
normalizzato poiché ρ(e) = limn→∞ ρn(e) = 1 e per ogni b ∈ A∗, ρ(b∗b) ≥ 0
poiché ρn(b∗b) ≥ 0 per ogni n.
È importante notare che se una successione è tutta composta da stati normali, lo
stato limite può non essere uno stato normale. Un semplice esempio in tal senso
è costituito da una successione di stati su C0(R) definiti da elementi di L1(R)
che convergono nel senso delle misure alla stato consistente nella valutazione in
un punto (il duale topologico di C0(R) è costituito dalle misure finite su R).
Nello stesso modo su uno spazio di Hilbert H di dimensione infinita è possibile
costruire successioni di matrici densità σn che convergono, nel senso che

∀A ∈ B(H) lim
n,m→∞

|TrσnA− Trσm(A)| = 0

ma non esiste una matrice densità σ tale che per ogni A

lim
n→∞

σn(A) = σ(A).

Un teorema di uso frequente è il seguente

Teorema 4.2 (Hahn-Banach)
Sia X uno spazio vettoriale, p un funzionale convesso su X a valori reali

p(αx+ (1− α)y) ≤ αp(x) + (1− α)p(y), 0 < α < 1.

Sia Y un sottospazio di X, ρ un funzionale positivo su X, con ρ(x) ≤ p(x) ∀x ∈
X. Allora ρ può essere esteso a un funzionale lineare ρ̃ su X dominato da p.

♦
Dimostrazione

Sia z ∈ X, z /∈ Y ; estendiamo ρ al sottospazio generato da z e Y . L’e-
stensione a tutto X viene poi fatta per induzione. Notiamo che per linearità se
y1, y2 ∈ Y e a, b > 0 si ha

bρ(y1) + aρ(y2) = (a+ b)ρ( b
a+by1 + a

a+by2)
≤ (a+ b)p( b

a+by1 + a
a+by2)

≤ (a+ b)p( b(y1−az)a+b + a(y2+bz)
a+b )

≤ bp(y1 − az) + ap(y2 + bz).

4.8

Dividendo per ab si ottiene

a−1[ρ(y1)− p(y1 − az)] ≤ b−1[p(y2 + bz)− ρ(y2)]. 4.9

Estendiamo adesso ρ a z definendo ρ(z) = b dove b è scelto in modo che

sup
a>0, y∈Y

a−1[ρ(y)− p(y − az)] ≤ b ≤ inf
a>0, y∈Y

a−1[p(y + az))− ρ(y)]. 4.10
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Si ha allora per costruzione ρ(x) ≤ p(z) e quindi, estendendo ρ a z∪Y e tenendo
conto che p è convesso si ha l(ξ) ≤ p(ξ) per ogni ξ nel sottospazio generato da
z e da Y .

♥
Nota 4.2

Nelle applicazioni, in generale p è una norma (ad esempio la norma di X
se X è uno spazio di Banach) e Y può essere costituito da un sottospazio di
dimensione 1.

♣

In questo caso si ottiene l’importante corollario

Corollario 1
Sia A una C∗-algebra con identità, a un suo elemento positivo. Esiste uno

stato puro ρ tale che ρ(a) = |a|.
♦

Dimostrazione
Sia A0 il sottospazio di A generato dall’identità e, e da a∗a. Definiamo su

A0 il seguente funzionale lineare ρ

ρ(αe+ βa∗a) ≡ α+ β|a|2 α, β ≥ 0, α+ β = 1. 4.11

Per costruzione ρ ∈ (A0)1,+. Utilizzando la disuguaglianza triangolare si vede
che per ogni y ∈ A0 si ha ρ(y) ≤ |y|. Per il teorema di Hahn-Banach, scegliendo
p(a) ≡ |a|, esiste ρ̃ ∈ A1,+ con ρ̃(a) ≤ |a| e

ρ̃(αe+ βa∗a) = α+ β|a|2. 4.12

Posto α = 0 si deduce
ρ̃(a∗a) = |a|2. 4.13

Consideriamo ora l’insieme (convesso) Za degli stati che godono della proprietà
(4.13). Quest’insieme non è vuoto per il teorema di Hahn-Banach. Poiché Zα è
convesso, per un teorema di Choquet esso ammette elementi estremali. Ciascuno
di questi stati è puro per definizione e soddisfa la proprietà (4.13).

♥
Notiamo anche i seguenti semplici ulteriori corollari al teorema di Hahn-Banach

Corollario 2
Se Y ⊂ X , ρ ∈ Y ∗, allora esiste ρ̃ ∈ X∗ tale che ρ̃ ristretto a Y coincida

con ρ e inoltre valga la relazione |ρ̃|X∗ = |ρ|Y ∗ . La dimostrazione fa uso della
funzione (convessa) p(x) ≡ |ρ|X∗ |x|.

♦
Corollario 3
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Per ogni y ∈ X, y 6= 0 esiste ρ ∈ X∗ tale che ρ(y) = |ρ|X∗ |x|.
(per la dimostrazione si può utilizzare il sottospazio degli elementi {cx, c ∈ C}
e il corollario 1).

♦
Corollario 4

Sia Z un sottospazio di X, sia y ∈ X a distanza finita da Z. Allora esiste
ρ ∈ X∗, tale che |ρ| = 1, ρ(y) 6= 0 e che soddisfa ρ(x) = 0 ∀x ∈ Z.

♦

4.2 Rappresentazioni

Una rappresentazione è un omeomorfismo Π di A a valori nello spazio degli
operatori limitati su uno spazio di Hilbert H (con la norma definita in modo
usuale). Nel caso in cui A possiede un’identità e, deve aversi Π(e) = I. Ogni
rappresentazione è continua; se infatti A possiede un unità, da a∗a ≤ |a|2e segue
Π(a)∗Π(a) ≤ |Π(a)|2I. Se A non possiede un’identità, queste stime si ripetono
con un’unità approssimata.
Una rappresentazione è detta fedele se è iniettiva. In caso contrario, il suo
nucleo è un ideale bilatero J ed è la sottoalgebra costituita dagli elementi la
cui immagine è l’elemento nullo di B(H). Sul quoziente A/J resta definita una
norma

|ã|0 ≡ inf
b∈J
|a+ b|

(abbiamo indicato con ã la classe di equivalenza di a). Con questa norma, A/J
è una C∗-algebra.

Costruzione GNS [GN43, Seg47]

Sia ρ uno stato di A. Il nucleo di A rispetto a ρ, indicato con Nρ, è la
sottoalgebra chiusa definita da

N ≡ {a ∈ A, : ρ(a∗a) = 0}.

Si tratta di un ideale bilatero. Infatti se a ∈ Aρ allora si ha

ρ((ba)∗ba) = ρ(a∗b∗ba) ≡ ρa(b∗b) ≤ |b∗b|ρa(e) = |b∗b|ρ(a∗a) = 0

dove abbiamo utilizzato il fatto che anche ρa è un funzionale lineare positivo.
Consideriamo ora la forma sesquilineare

< b, a >≡ ρ(b∗a) b, a ∈ A.

Questa forma è ben definita su A/N (perché N è un ideale) ed è non degenere.
Infatti, indicando con ρ̃ lo stato su A/N indotto dal quoziente, e con ã la classe
di equivalenza di a, se

ρ̃(ãb̃) = 0 ∀b ∈ A
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allora ρ(ab) = 0 ∀b ∈ A, e quindi a ∈ N , dunque ã = 0.
Indicheremo con Hρ lo spazio di Hilbert ottenuto per chiusura di A/Nρ nella
topologia indotta dal prodotto scalare < b, a >. Per costruzione, A/Nρ è denso
in Hρ. Indichiamo con iρ l’identificazione degli elementi di A con elementi di
Hρ.
Definizione 4.11

La rappresentazione GNS associata allo stato ρ è per definizione l’omeomor-
fismo Πρ definito da

A 3 a ⇒ Πρ(a) ∈ B(H), Πρ(a)iρ(b) = iρ(ab).

♦
Si ha per costruzione Πρ(a)| ≤ |a| e quindi Πρ(a) può essere esteso ad un
operatore chiuso limitato su B(Hρ). Si può notare che Πρ è fedele se e solo se
Nρ è vuoto.

Esempio
Sia A l’algebra C0 delle funzioni continue su [0,1] e scegliamo lo stato ρ:

ρ(f) =
∫ 1

0

f(x) dx f ∈ A.

In questo caso si ha N = ∅ (una funzione continua positiva non può avere
integrale nullo) e la forma bilineare è

< f, g >=
∫ 1

0

f̄(x)g(x) dx.

Lo spazio Hρ è quindi lo spazio delle (classi di equivalenza delle) funzioni su
[0,1] a quadrato integrabile e iρ(f) = f .

Teorema 4.3 (Dixmier)
Ogni C∗-algebra A ha una rappresentazione fedele come algebra di operatori

su uno spazio di Hilbert H (non necessariamente separabile).
♦

Dimostrazione
Poiché gli stati separano l’algebra, esisterà una collezione di stati {ρα} (con

α non necessariamente numerabile) tale che

J ≡ ∩αJρα = ∅.

Visto che Πρ(a) = 0 implica a ∈ Jρ, la rappresentazione ⊕αΠρα che agisce su
⊕Hρα è fedele.

♥
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Abbiamo notato che per ogni C∗-algebra gli stati formano un insieme separante.
Questo può non essere vero se si considerano solamente gli stati normali.

Definizione 4.12 – Algebre W ∗

Una algebra W ∗ è una C∗-algebra che gode delle due seguenti proprietà (tra
loro equivalenti)

1) Ogni filtro crescente limitato converge al suo estremo superiore (quindi in
particolare ogni stato è normale).

2) Per ogni a ∈ A esiste uno stato normale ρ tale che ρ(a) 6= 0.

♦
Una sottoclasse di algebreW ∗ particolarmente utile nella descrizione della Mec-
canica Quantistica sono le algebre di von Neumann. Premettiamo una defini-
zione.

Definizione 4.13
Per una rappresentazione Π di una C∗-algebra A in B(H) indichiamo con A′Π

il commutante di Π(A), cioè il sottoinsieme di B(H) composto dagli operatori
che commutano con tutti gli elementi di Π(A).

♦
Notiamo che A′Π è una C∗-algebra ed è facile verificare che essa è chiusa nella
topologia debole degli operatori. Infatti, se bn a = a bn per ogni n, e bn converge
a b nella topologia debole degli operatori, si ha, per ogni φ ∈ H

(b∗nφ, aφ) = (φ, bnaφ) = (a∗φ, bnφ)

e passando al limite (b∗φ, aφ) = (a∗φ, bφ) che implica ab − ba = 0. I nuclei
delle rappresentazioni di A ammettono un ordinamento parziale, e così pure i
corrispondenti spazi di Hilbert originati dalla costruzione GNS.
Anche le commutanti relative A′Π ammettono un ordinamento parziale, per in-
clusione, e questo permette di definire la commutante A′ come estremo superiore
delle commutanti relative.
Se A è abeliana si ha sempre Π(A) ⊂ A′Π e l’algebra è detta massimale abeliana
se per ogni rappresentazione Π vale Π(A) = A′Π.
Definizione 4.14 – algebre di von Neumann

Un’algebra di operatori su uno spazio di Hilbert H è detta Algebra di von
Neumann se è chiusa nella topologia debole e contiene l’identità. Ogni alge-
bra di von Neumann è una C∗-algebra con la naturale definizione di norma.
Indicheremo in generale con il simboloM un’algebra di von Neumann.

♦
La relazione tra algebre W ∗ (che sono definite astrattamente) e algebra di von
Neumann (che sono algebre di operatori) è data dal teorema seguente
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Teorema 4.4 (Sakai)
Ogni rappresentazione di un’algebra W ∗ è un algebra di von Neumann. In

particolare ogni algebraW ∗ ha una rappresentazione fedele come algebra di von
Neumann.

♦
Le algebre di von Neumann hanno proprietà di regolarità rispetto alle filtrazioni.
In particolare si ha

Teorema 4.5 (Kadison )
Una C∗-algebra contenuta in B(H) è un’algebra di von Neumann se e solo

se ogni filtro crescente di elementi positivi ha un estremo superiore.
♦

Una dimostrazione è ad esempio in [15].

Il centro di un’algebra di von Neumann M, definita su B(H) è l’intersezione
dell’algebra con la sua commutanteM′ (gli operatori in B(H) che commutano
con tutti gli elementi diM). Se il centro è composto solo da multipli dell’identità
in B(H) si dice che M è un fattore; indicheremo in generale un fattore con il
simbolo F .
Un’algebra di von Neumann, essendo chiusa nella topologia debole, contiene
sempre proiettori, ed in effetti è generata dai suoi proiettori. Sui proiettori di
F è definita una funzione peso additiva su insieme ortogonali di proiettori. Il
fattore F si dice essere di tipo

1) IN se il peso assume valori interi da 1 ad N <∞.

2) I∞ se il peso dei suoi proiettori ha valore nei numeri interi positivi.

3) II1 se il peso assume tutti i valori nell’intervallo [0,1].

4) II∞ se il peso assume valori su tutto R+.

5) III se il peso di ciascuno dei suoi proiettori è +∞ .

I fattori di tipo IN , II1 e II∞ ammettono uno stato traccia, cioè uno stato σ
tale che σ(ab) = σ(ba), ∀a, b ∈ F .
I fattori di tipo I sono isomorfi all’algebra B(H) di tutti gli operatori su uno
spazio di Hilbert separabile H, e il peso di un proiettore sotto quest’isomorfismo
coincide con la dimensione hilbertiana del sottospazio su cui proietta.
Per i fattori F che non sono di tipo I la dimensione hilbertiana di ogni proiettore
è infinita.
Un esempio di algebre di tipo II1 è il limite induttivo di algebra di matrici
2n × 2n discusso nel seguito di questo capitolo.
I fattori di tipo II e III non appaiono nella trattazione della Meccanica Quan-
tistica non relativistica per sistemi ad un numero finito di gradi di libertà. Essi
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hanno invece un ruolo importante nella Meccanica Statistica Quantistica e nella
Teoria dei Campi Quantizzati. Le algebre introdotte in queste teorie sono limiti
induttivi di algebre locali (associate ad una regione finita dello spazio-tempo in
una teoria relativistica e a un sottosistema in meccanica statistica); le algebre
locali sono tipicamente di tipo II1 in Meccanica Statistica e di tipo III in Teoria
dei Campi.
I fattori di tipo I sono generati dai loro proiettori finito-dimensionali. La
conseguenza di questo è un’importante proprietà dei loro stati normali. Si ha

Lemma 4.6 [Dan67]
I punti di aderenza (limiti per sottosuccessioni) nella topologia ∗−debole

degli stati normali di un fattore di tipo I sono stati normali.
Questa proprietà caratterizza i fattori di tipo I.

♦
Un risultato valido per una generica algebra di von Neumann è invece il seguente,
al quale premettiamo una definizione.

Definizione 4.15
Siano M e N algebre di von Neumann. Un’applicazione M →β N che

manda M+ in N+ è detta normale se ad ogni filtro crescente {xα} che ha
x come estremo superiore fa corrispondere un filtro β(xα) che ha β(x) come
estremo superiore.

♦
Notare che la definizione di stato normale che abbiamo dato precedentemente è
un caso particolare corrispondente a N ≡ C. Allora si ha

Teorema 4.7

1) Ogni isomorfismo di algebre di von Neumann è normale.

2) Ogni algebra di von Neumann M ∈ B(H) è isomorfa a pM dove p è un
proiettore e p ∈M∩M′.

♦
Per le C∗-algebre valgono importanti teoremi di densità , che unitamente al lem-
ma 4.6 rendono possibile in vari casi determinare la regolarità di un’applicazione
studiandola solamente su un insieme in cui essa ha una forma particolarmente
semplice.

Teorema 4.8 (Kaplanski)
Sia M l’algebra di von Neumann chiusura debole di una C∗-algebra A ∈

B(H). Allora

a) La palla unitale in A è densa nella palla unitale inM.

b) La parte autoaggiunta e la parte positiva di A sono dense nelle corrispondenti
parti diM.
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c) Se A ha un’unità, allora gli unitari di A sono densi negli unitari diM.

♦
Alcuni risultati di densità corrispondono a teoremi classici validi per il caso
commutativo. Ricordiamo ad esempio che se lo spazio X è compatto e ha
la proprietà di Hausdorff, e se µ è una misura di Radon, l’insieme costituito
dalla funzioni continue C(X) forma una C∗-algebra la cui chiusura debole (nella
rappresentazione su L2(X, dµ)) è l’insieme delle funzioni L∞ (limitate modulo
insiemi di misura zero). In questo contesto, un risultato classico di densità è il
seguente.

Teorema 4.9 (Lusin)
Se X è localmente compatto e di Hausdorff, e µ è una misura di Radon, per

ogni f ∈ L∞ e per ogni ε > 0 esiste un insieme di Borel Y ⊂ X, con µ(X/Y ) < ε,
e una funzione g ∈ C0(X) tale che sia g ≡ f in Y.

♦
Un risultato corrispondente nel caso non-commutativo è il seguente.
Teorema 4.10

Sia A ⊂ B(H) una C∗-algebra con A′′ ≡ M. Allora per ogni x ∈ M, ogni
proiettore p0 ∈ M, ogni scelta n ∈ Z e di {ξ1, . . . , ξn} ∈ H è possibile scegliere
un proiettore p ∈M con p < p0 e |(p− p0)ξk| < ε, k = 1, . . . , n ed un elemento
y ∈ A tale che

xp = py |y| ≤ |xp|+ ε.

Inoltre, se x ∈Ms.a. si può scegliere y ∈Ms.a. ma allora si può garantire solo

|y| ≤ min {2|x||p0|, |x|}+ 2ε

(abbiamo indicato conMs.a. la collezione degli elementi autoaggiunti diM).
♦

Nota 4.3
La perdita di grado d’approssimazione per la norma di y è caratteristica del

caso non-commutativo.
♣

Una nozione che gioca un ruolo importante nell’utilizzazione delle teorie del-
le C∗-algebre in fisica è quella di supporto essenziale che estende al caso non
commutativo la corrispondente nozione nel caso di funzioni.

Definizione 4.16
Se a ∈ A ⊂ B(H), la proiezione spettrale di a (o proiezione sul codominio di

a) indicata con [a] è la proiezione sul sottospazio chiuso Va ≡ {aφ, φ ∈ H}.
♦

Si ha il teorema
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Teorema 4.11
Sia A una C∗-algebra contenuta in B(H). Allora

i) [a] ∈ A′′

ii) [a] = [a∗a]

♦
Dimostrazione

La relazione ii) segue dalla definizione. È dunque sufficiente considerare il
caso a > 0. Ma allora si può verificare che

[a] = w − lim
n→∞

[ξn] ξn ≡ (
1
n

+ a)−1 [a] 4.16

è un proiettore Pa. D’altra parte se φ è tale che (φ, aψ) = 0, ∀ψ si ha (ξnφ, ψ) =
0 ∀n, dunque Paφ = 0. Da questo segue ii).

♥
Dal teorema 4.11 segue un importante corollario.

Teorema 4.12 (decomposizione polare in M)
Sia M un’algebra di Von Neumann. Per ogni a ∈ M esiste un unico

U ∈ M con U∗ U = 1, U∗ U = Pa tale che a = U
√

(a∗a).
♦

Nota 4.4
Per la dimostrazione del teorema 4.12 si può far ricorso ad una decompo-

sizione polare con un operatore V , e poi notare che V è definito a meno di
moltiplicazione per un elemento unitario W nella commutante di M. Questo
permette di dimostrare che è possibile scegliere W in modo tale che U∗ U ∈ M
con U = WV .

♣

4.3 Automorfismi di una C∗−algebra e sistemi dinamici

Nello studio della dinamica di un sistema descritto mediante una C∗-algebra A
interverranno gli automorfismi dell’algebra. Indicheremo con Aut(A) il grup-
po degli ∗-automorfismi (cioè degli automorfismi α tali che (α(a))∗ = α(a∗)).
Il gruppo Aut(A) è un gruppo topologico dotato di diverse topologie. Noi
utilizzeremo le due seguenti.

a) La topologia uniforme definita dalla norma

|α| = sup
a∈A,|a|≤1

|α(a)|.
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b) La topologia forte definita mediante un sistema completo di intorni

N(α1; a1, . . . , an, ; ε) ≡ {α ∈ Aut(A), |α(aj)− α1(aj)| < ε, j = 1, . . . , n}.

Sia G un gruppo topologico e sia G 3 g → α(g) un omeomorfismo di G in
Aut(A).

Definizione 4.17 – sistema dinamico C∗

Se α(g) è continuo nella topologia forte la tripla {A, G, α} viene detta
sistema dinamico C∗ (uniforme se α(g) è continuo nella topologia uniforme).

♦
Un caso notevole è quello in cui la C∗-algebra considerata è una W ∗-algebra
M (in particolare un’algebra di von Neumann) quindi il duale di uno spazio di
Banach B ≡M∗. In questo caso esiste un’ulteriore topologia suM, la topologia
∗-debole. Ponendo

(α∗b)(a) = b(α(a)), a ∈M b ∈ B 4.17

per dualità resta definita una struttura di gruppo su M∗ e una topologia su
Aut(M) che chiameremo ∗-debole. Ogni automorfismo di M è continuo nella
topologia ∗-debole. Si può dimostrare che g → α(g) si estende ad un’applica-
zione ∗-debolmente continua di G in Aut(M). La tripla {M, G α} è detta
sistema dinamico W∗.
Per sistemi dinamici continui nella topologia uniforme l’analogo del teorema
di Wigner-Kadison che abbiamo discusso nel cap. 3 è il seguente teorema di
Dixmier, che qui riportiamo senza dimostrazione [9].

Teorema 4.13 (Dixmier)
Sia G un gruppo di Lie reale semisemplice di dimensione finita, e sia G 3

g → αg un rappresentazione continua in norma di G negli ∗-automorfismi di
W. Allora esiste una rappresentazione g → U(g) continua in norma nel gruppo
degli unitari di W tale che

αg(a) = U(g)aU∗(g), a ∈ W, g ∈ G.

♦
Data un’algebra di von Neumann M sullo spazio di Hilbert H un gruppo lo-
calmente compatto G e il corrispondente sistema dinamico fortemente continuo
{M, G, αg} non esiste in generale una sua implementazione mediante operatori
unitari. Un caso nel quale questa rappresentazione esiste è quello in cui esiste
in H uno vettore ciclico invariante.

Teorema 4.14
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La rappresentazione g → U(g) mediante operatori unitari esiste certamente
se esiste in H un vettore ciclico ξ0 che corrisponde a uno stato ciclico invariante
φ0

α∗gφ0(a) ≡ φ0(αg(a)) = (αg(a)ξ0, ξ0) = (aξ0, ξ0) = φ0(a) ∀a ∈M. 4.18

♦
Dimostrazione

Poniamo
U(g)aξ0 ≡ αg(a)ξ0, g ∈ G.

Questa definizione è ben posta e U(g) è un’isometria sulla chiusura di {Mξ0};
infatti si ha

|Ugaξ0|2 = (αg(a∗)αg(a)ξ0, ξ0) = (a∗a ξ0, ξ0). 4.19

Poiché ξ0 è ciclico, quest’isometria si estende ad un operatore unitario che
denoteremo con il simbolo U(g).
La proprietà di gruppo segue dalla definizione, e se gn → e (e è l’unità del
gruppo) αgn(a)ξ0 tende a aξ0 debolmente. Quindi U(g) → I debolmente e
anche fortemente essendo l’applicazione unitaria. Si ha

U(g)aU∗(g)bξ0 = U(g)aα−1
g (b)ξ0 = αg(a)bξ0 4.20

da cui si deduce, utilizzando ancora la ciclicità di ξ0

U(g)aU∗(g) = αg(a) a ∈M, g ∈ G.

♥
In generale, anche se la rappresentazione mediante operatori unitari esiste, i suoi
elementi non appartengono adM (eccezion fatta per il casoM≡ B(H)⊗MN ).
Questo avviene sempre invece se G ≡ R. In questo caso per il Teorema di
Wigner il gruppo di automorfismi può realizzato mediante un gruppo continuo
ad un parametro di operatori unitari.
Sia H il generatore di questo gruppo. Si ha

Teorema 4.15 (Araki, [Ara64])
Sia t → αt, t ∈ R un gruppo ad un parametro debolmente continuo di

automorfismi di un’algebra di von Neumann M realizzata in uno spazio di
Hilbert H, con vettore ciclico ξ0. Supponiamo che esista un operatore positivo
H tale che

αt(a) = eitHae−itH , Hξ0 = 0.

Allora U(t) ≡ eitH appartiene adM.
♦

Dimostrazione
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Da U(t)MU(t)∗ =M segue U(t)M′U(t)∗ =M′. Dato x ∈ M′, con a, b ∈
M costruiamo la funzione

f(t) ≡ (aU(t)xU∗(t) ξ0, b ξ0) = (a (eitHx)ξ0, b ξ0) 4.21

(abbiamo fatto uso di U∗( t)ξ0 = 0). Poiché per ipotesi H ≥ 0, la funzione f può
essere estesa ad un funzione limitata, analitica nel semipiano superiore ponendo

f(t+ is) = (aei(t+is)Hxξ0, bξ0).

D’altra parte, poiché U(t)xU∗(t) ∈ M′ si ha anche

f(t) = (aξ0, bU(t)xU∗(t)ξ0) = (a ξ0, b (e−itHx∗)ξ0)

e pertanto f può anche essere estesa ad una funzione limitata, analitica nel
semipiano inferiore. Ne concludiamo che f può essere estesa ad una funzione
limitata ed intera, quindi a una costante.
Ne deduciamo

(U(t)xU(t)∗aξ0, bξ0) = (xaξ0, bξ0)

e pertanto, poiché ξ0 è ciclico, U(t) ∈M′′.
♥

Nota 4.5
La dimostrazione può essere estesa al caso in cui H è positivo ma non

esiste un vettore ciclico invariante. Questa dimostrazione è notevolmente più
complicata e la omettiamo; si trova ad esempio in [Sak91].

♣

Notiamo che in Fisica è spesso interessante studiare sistemi composti da una
parte A) di cui si vuole studiare l’evoluzione e da una parte B) che non è ac-
cessibile alla misurazione ma che interagisce con A). Situazioni di questo genere
si presentano in Meccanica Statistica Quantistica dove il sottosistema B) gio-
ca il ruolo di termostato e anche nello studio della decoerenza di un sistema
quantistico aperto in interazione cioè con un ambiente esterno.
Ad esempio questa situazione si presenta se H = H1 ⊕H2,

A = B(H) A0 = B(H1)⊗ I

e l’evoluzione che si considera ha un generatore della forma

H = H1 +H2 +Hint

dove
eitH1 ∈ B(H1), eitH2 ∈ B(H2),

e la hamiltoniana di interazione Hint non commuta con A0. In questo caso, dal
punto di vista algebrico è rilevante la definizione di riduzione.
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Definizione 4.18 – sistema ridotto
Una riduzione (o condizionamento) di una C∗-algebra A ad una sua sot-

toalgebra A0 è un’applicazione lineare Φ : A → A0 che preserva la positività e
inoltre ha le seguenti proprietà

a) Φ(e) = e ( e è l’identità dell’algebra)

b) Φ(x) = x, se x ∈ A0.

c) Se a, c ∈ A0 allora Φ(a b c) = a Φ(b) c.

Supponiamo adesso che sia dato un gruppo αt di automorfismi di A e definiamo
una famiglia di automorfismi di A0 mediante

βtb = Φ(αt(b)), b ∈ A0. 4.22

In generale le applicazioni t → βt non costituiscono gruppo e pertanto {βt}
non costituisce un sistema dinamico, almeno nel senso della definizione 4.17.
Nel caso in cui βt risulti essere un gruppo, il sistema dinamico {αt} si dice
Markoviano (rispetto al condizionamento Φ).
Le aspettazioni condizionate hanno un ruolo particolarmente importante nel
caso di gruppi di automorfismi che commutano con la dinamica. Questo è
l’equivalente nel caso di algebre noncommutative del formalismo della riduzione
per i sistemi dinamici classici. Il condizionamento sarà in generale rispetto alla
C∗-algebra costituita dai punti fissi.
Sia A un’algebra di von Neumann separabile, G un gruppo di ∗-automorfismi
di A, e sia B l’algebra dei punti fissi. È facile vedere che si tratta di un’algebra
di von Neumann. Indichiamo con a→ g(a) l’azione dell’elemento g del gruppo
sugli elementi dell’algebra. Vale il seguente Teorema.

Teorema 4.16 ([22])
Assumiamo che per ogni a ∈ A sia non vuota l’intersezione di B con la

chiusura debole dell’insieme convesso conv(G;A) generato dall’azione di G su A.
Sotto queste ipotesi esiste l’aspettazione condizionata Φ da A in B. Se questa
intersezione consiste in un solo elemento allora Π(a) = g(a), ∀g ∈ G.

♦
Da questo teorema segue un importante corollario

Corollario
Se C è il centro di A, e se G è il gruppo di automorfismi interni, allora

l’intersezione di C con conv(G;A) è non vuota. In questo caso l’aspettazione
condizionata Φ è detta traccia centrale. Si tratta di uno stato normale se A è
un fattore.

♦
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4.4 Derivazioni e generatori

Notiamo che, sotto opportune condizioni di continuità, come nel caso dei sistemi
dinamici classici, la versione infinitesima di un gruppo di automorfismi di una
C∗-algebra è una ∗-derivazione, che commuta cioè con la coniugazione e soddisfa
la regola di Leibniz per la derivazione di un prodotto. Per verificare questo basta
notare che

t−1(αt(ab)− a b) ≡ t−1(αt(a)− a) b+ t−1αt(a)(αt(b)− b). 4.23

Definendo, per tutti gli elementi per i quali tale limite esiste in senso forte,

δ(a) = lim
t→0

t−1(αt(a)− a) 4.24

si deduce
(δ(a))∗ = δ(a∗), δ(a b) = δ(a) b+ a δ(b).

Nel caso A ≡ B(H), se αt(a) = U(t)aU∗(t) si ha

δ(a) = i[h, a], U(t) = eiht

con dominio D(δ) composto da tutti gli operatori a ∈ B(H) tali che [h, a]
sia densamente definito. Se h è limitato, αt(a) è continuo (in t) in norma, e
|δ(a)| ≤ 2|h||a|. Vale anche l’inverso di quest’affermazione:

Teorema 4.17 (Kadison, Sakai)
Se A è un’algebra C∗ e δ è una sua derivazione chiusa e limitata, allora in

ogni rappresentazione Π di A la derivazione δ si estende alla chiusura debole
Π(A)− di Π(A) ed esiste un elemento h ∈ Π(A)− tale che, per ogni b ∈ Π(A)−

si ha δ(b) = i[h, b].
Inoltre se δ è una *-derivazione chiusa e limitata, allora l’operatore h è autoag-
giunto e limitato e quindi eith definisce un gruppo ad un parametro di operatori
unitari continuo (in t) in norma.

♦
Una dimostrazione è ad esempio in [Sak66, Kad66].

Quando la derivazione δ non è continua in norma ma solo nella topologia de-
bole, essa non è in generale associata a un gruppo ad un parametro di auto-
morfismi. Una situazione intermedia è rappresentata da derivazioni che sono
associate ad un gruppo a un parametro di automorfismi, ma questo gruppo non
è implementabile mediante operatori unitari.
Se t→ γt(a) è un gruppo di automorfismi continui in norma (in t) l’operazione

a→ δ(a) ≡ lim
t→∞

t−1(γt(a)− a) 4.25
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è una *-derivazione ed il suo dominio sono gli a ∈ A tali che il limite in (4.25)
esiste in norma.

Definizione 4.19
La derivazione è interna se esiste b ∈ A tale che δ(a) = [b, a]. Essa è

debolmente interna nella rappresentazione Π su uno spazio di Hilbert H se
esiste un operatore lineare b su H tale che Π(δ(a)) = [b,Π(a)] ∀a ∈ D(δ).

♦
I seguenti teoremi sono importanti, anche se le ipotesi sono limitative per quanto
riguarda sistemi fisici. Assumeremo sempre (tranne in casi in cui il contrario
venga affermato esplicitamente) che l’algebra A ammetta l’identità e, e che
e ∈ D(δ). In questo caso dalla regola di Leibniz si deduce che δ(e) = 0. Il
seguente risultato è l’analogo, per algebre non commutative, del fatto che, se
f è una funzione differenziabile di variabile reale, la sua derivata è nulla in un
punto di massimo o di minimo.
Ricordiamo che, per il teorema di Hahn-Banach, per ogni a ∈ A esiste uno stato
φa tale che φa(a) = |φ||a|.
Lemma 4.18

Sia δ una derivazione di una C∗-algebra A. Se φ è uno stato e si ha

φ(a) = |a||φ|, a ∈ D(δ)

allora
φ(δ(a) = 0. 4.26

♦
Dimostrazione

Senza perdita di generalità possiamo assumere |a| = |φa| = 1. Poniamo
y = (I − a)1/2. Allora

|φ(δ(a))|2 = |φ(δ(I − y2)|2 = |φ(δ(y2)|2
= |φ(y.δ(y)) + φ(δ(y).y)|2
≤ 4|φ(y2)

1
2φ(δ(y)2)| 12 = 0

4.27

poiché φ(y2) = φ(I − a) = |φ| − φ(a) = 0.
♥

Nota 4.6
Nelle notazioni che utilizzeremo nel cap. 6 per i semigruppi, la (4.26) si

esprime dicendo che δ e−δ sono dissipativi, o anche che δ è conservativo, rispetto
allo stato φ.

♣

Teorema 4.19 (Sakai, [Sak60])
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Ogni derivazione δ tale che D(δ) ≡ A è limitata, e quindi interna per il
teorema di Kadison-Sakai.

♦
Diamo qui di seguito due altri importanti teoremi indicando i lavori nei quali
può essere trovata la loro dimostrazione

Teorema 4.20 (Ringrose, [Rin72])
Se D(δ) = A in ogni rappresentazione Π esiste una derivazione δ̂ di Π(A)−

che estende δ.
♦

Teorema 4.21 (Christensen ed Evans, [CE79])
Se δ è come nel Teorema 4.20 allora la derivazione è debolmente interna, e

in ciascuna rappresentazione è possibile scegliere l’operatore che la implementa
nella chiusura convessa degli elementi della forma δ(U) U∗ dove U è un operatore
unitario che appartiene a Π(A)W .

♦
Nelle applicazioni è importante sapere sotto quali ipotesi possono essere appli-
cate le regole di calcolo per la derivazione di funzioni composte. Per confronto,
ricordiamo qui il seguente lemma nel caso commutativo

Lemma 4.22
Se A è una C∗-algebra abeliana, e δ è una derivazione chiusa, se inoltre

a ∈ D(δ) e g ∈ C1(R), allora g(a) ∈ D(δ) e si ha

δ(g(a)) = g′(a)δ(a). 4.28

♦
Dimostrazione

La (4.28) è facilmente verificata se g è un polinomio. Per il teorema di Stone-
Weierstrass se g è di classe C1 si può trovare una successione di polinomi Pn(t)
tali che

sup
|t|≤|a|

|g(t)− Pn(t)| −→n→∞ 0,

sup
|t|≤|a|

|g′(t)− P ′n(t)| −→n→∞ 0.

Allora

g(a) = lim
n→∞

Pn(a), lim
t→∞

δ(Pn(a)) = lim
n→∞

P ′n(a).δ(a) = g′(a) · δ(a)

Per ipotesi δ è chiusa. Quindi

g(a) ∈ D(δ), δ(g(a)) = g′(a) · δ(a).

♥
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Dunque per una C∗-algebra commutativa il dominio di una derivazione chiusa
è chiuso per il calcolo funzionale C1.
Nel caso non-commutativo vale solo un risultato più debole. In particolare è
necessario richiedere una maggiore regolarità per la funzione g(t) e le afferma-
zioni riguardano solamente gli elementi reali di A. Vi sono infatti esempi di di
funzioni di classe C1 su una C∗-algebra non commutativa per le quali non vale
il calcolo funzionale C1. Vale tuttavia il seguente teorema.

Teorema 4.23 (Powers)
Sia δ una ∗-derivazione di una C∗-algebra A, e sia δ chiusa nella topologia

uniforme. Sia f(t) una funzione di variabile reale la cui trasformata di Fourier
soddisfa ∫

|p||f̂(p)| dp < +∞. 4.29

Sia a un elemento reale di A. Allora f(a) ∈ D(δ) e si ha la regola di derivazione

δ(f(a)) =
i

2π

∫
pf̂(p)(

∫ 1

0

eitpaδ(a)eipa(1−t) dt) dp 4.30

♦
Dimostrazione
Procederemo per passi.

i) Sia a = a∗ ∈ D(δ), e λ non appartenente allo spettro di a. Allora
a(λI − a)−1 ∈ D(δ). La dimostrazione viene effettuata utilizzando la
rappresentazione spettrale di a e il fatto che δ è chiusa.

ii) Se I ∈ A, allora δ(I) = 0. Infatti, se a è positivo e invertibile si ha, per
ε→ 0

a[ε I + a]−1 → I, δ(a[ε I + a]−1) ≡ −ε[ε I + a]−1]δ(a)[ε I + a]−1 → 0.

Essendo δ chiusa, ne segue δ(I) = 0.

iii) Se a = a∗ ∈ D(δ), allora eipa ∈ D(δ) e si ha

δ(eipa) = ip

∫ 1

0

eitpaδ(a)ei(1−t)pa dt.

Infatti dalla teoria spettrale si ha

eipa = lim
n→∞

(1− ipa

n
)−n

e per la regola di Leibniz per polinomi

δ((I − ipa

n
)−n) = ip

∑
n

(n−1(I − ipa

n
)−n)

m+1
n δ(a) ((I − ipa

n
)−n)1−m+1

n

da cui si deduce (4.30).
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♥
Un caso importante è quello in cui la derivazione sia associata ad un gruppo ad
un parametro di automorfismi.

Definizione 4.20
Se esiste un gruppo ad un parametro di automorfismi γt di A tale che per

ogni a ∈ D(δ) si abbia δ(a) = limt→∞ t−1(γt(a) − a), allora la derivazione δ è
detta essere un pregeneratore e la sua chiusura δ̄ è il generatore di γt.

♦
In casi di interesse in Fisica le derivazioni che vengono introdotte non sono
limitate. Esse vengono tuttavia spesso ottenute come limite di derivazioni chiuse
e limitate (e quindi interne). Questo permette, in casi favorevoli, di dimostrare
che esse sono dei pregeneratori, e occasionalmente che esse sono (debolmente)
interne.
Un passo intermedio è costituito dal trovare condizioni affinché a una derivazione
possa essere associato un operatore simmetrico h tale che, su D(δ) valga δ(a) =
[h, a]. Una condizione utile e in generale facile da verificare è data dal seguente
teorema.

Teorema 4.24 (Bratteli)
Sia δ una derivazione chiusa simmetrica definita su una sottoalgebra A di

B(H), con H separabile. Sia Ω ciclico per A e poniamo ω(a) = (Ω, aΩ). Allora
sono equivalenti

i)
∃C > 0 : |ω(δ(a))| ≤ C[ω(a∗a) + ω(aa∗)]

1
2 ∀a ∈ D(δ); 4.31

ii) esiste h simmetrico chiuso , con D(h) = AΩ tale che ∀a ∈ A, ∀φ ∈ D(h)
vale

δ(a)φ = i[h, a]φ.

Inoltre, se I ∈ A, allora 2|hΩ|2 ≤ C2.

♦
Dimostrazione

ii)→ i): se a ∈ A,

ω(δ(a)) = (HΩ, aΩ) + (a∗Ω, HΩ) ≤ |HΩ|(|aΩ|+ |a∗Ω|.

i)→ ii): poniamo

H̃ ≡ H ⊕ H̄, Ĥ ≡ {aΩ, a∗Ω} ∀a ∈ A.

Definiamo η su Ĥ mediante

η{aΩ, a∗Ω} = iω(δ(a)). 4.32



capitolo 4 – C∗-algebre. Condizioni K.M.S. 127

Notare che (4.32) è ben posta; infatti se aΩ = 0 da i) si ha ω(δ(a)) = 0.
L’operazione η è continua nella topologia di H (poiché per costruzione ω è uno
stato normale) e quindi esistono {φ1, φ2} ∈ H̃ tali che

iω(δ(a)) = (φ1, aΩ) + (a∗Ω, φ2)

Per ipotesi (δ(a))∗ = δ(a)∗. Dunque

2iω(δ(a)) = (φ1 − φ2, aΩ)− (a∗Ω, φ1 − φ2) = 0.

Definiamo ora h nel modo seguente

D(h) ≡ AΩ, haΩ = iδ(a)Ω + a
φ1 − φ2

2
. 4.33

Poiché I ∈ A, si ha
hΩ =

φ1 − φ2

2
≡ Ωδ.

Verifichiamo che la definizione in (4.33) è ben posta. Infatti, se aΩ = 0 dalla
(4.32) si deduce

2iω(δ(a)) + (a∗Ω, φ1 − φ2) = 0

e dunque haΩ = 0. L’operatore h è densamente definito poiché ω è ciclico.
Verifichiamo che h così definito è simmetrico.

(haΩ, bΩ)− (aΩ, hbΩ) = iω(δ(a∗b)) + (Ωδ, a∗bΩ)− (Ωδ, a∗bΩ)δ
= iω((δ(a∗b))− i

2 [ω((a∗b)) + ω(δ(a∗b))] = 0. 4.34

Si ha ancora

δ(a)bΩ = [δ(ab)− δ(b)]Ω = ihabΩ− abΩδ − iahbΩ + abΩδ
= i[H, a]bΩ 4.35

e quindi, per la ciclicità di Ω, la (4.35) vale su un insieme denso. Inoltre, se
l’identità appartiene ad A

|hΩ|2 = |Ωδ|2 ≤
1
2
|η|2 ≤ C2

2
.

♥
Talora può non essere noto a priori che la derivazione δ sia chiusa o almeno
chiudibile. Il seguente teorema è utile per garantire chiudibilità.

Teorema 4.25
Sia A una C∗-algebra e δ una ∗-derivazione densamente definita. Supponia-

mo che esista una collezione Λ di stati tali che

|ω(δ(a))| < cω|a| ∀ω ∈ Λ, cω <∞,
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e che la rappresentazione ⊕ω∈ΛΠω sia fedele, dove Πω è la rappresentazione
GNS associata allo stato ω. Allora δ è chiudibile.

♦
Dimostrazione

Poniamo
ωx,z(a) ≡ ω(xaz), x, z ∈ D(δ).

Allora ωx,z ∈ D(δ∗). Infatti, per la regola di Leibniz,

ω(xδ(a)z) = ω(δ(xaz))− ω(δ(x)az)− ω(xaδ(z)). 4.36

Il primo termine a destra è dominato in norma da |xaz| ed è pertanto continuo
nella topologia di A. Il secondo e il terzo termine sono continui in a poiché
x, z ∈ D(δ) e ω è uno stato. Per costruzione

ωx,z(a) = (Πω(x∗)Ωω,Πω(a)Πω(z)Ωω).

Per ipotesi, ⊕ω∈ΛΠω è fedele, e ancora per ipotesi D(δ) è denso; quindi la
collezione degli stati ωx,z separa A e l’insieme della loro combinazioni lineari
è denso nell’insieme degli stati di A nella topologia W ∗-debole. Dunque δ∗ è
densamente definita, e δ è chiudibile.

♥
Nota 4.7

Come caso particolare, δ è chiudibile se è densamente definita ed esiste uno
stato fedele ω tale che ω.δ = 0. Notiamo che se δ è un pregeneratore, la relazione
ω.δ = 0 implica che ω è lasciato invariante dall’azione duale del gruppo ad un
parametro di automorfismi associato a δ.

♣

È anche importante avere delle condizioni che assicurino che δ sia un prege-
neratore. Discuteremo più in dettaglio nel cap. 6 questo problema nell’ambito
dello studio dei semigruppi e delle dissipazioni. Una condizione affinché una
derivazione chiusa sia un pregeneratore è data da un teorema di Nelson.
Premettiamo una definizione.

Definizione 4.21
L’elemento a ∈ A è analitico per δ se esiste t > 0 tale che

∞∑
n=0

1
n!
tn|δn(a)| <∞

♦
Vale allora il seguente criterio di uso molto comune.

Teorema 4.26 (Nelson)
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Se la derivazione δ è densamente definita e chiudibile, le seguenti affermazioni
sono tra loro equivalenti

i) δ è un pregeneratore (cioè la sua chiusura genera un gruppo ad un parame-
tro di automorfismi continuo in norma);

ii) δ ha un insieme denso di vettori analitici ed è conservativo.

♦
Dimostrazione

i) → ii): se t → αt è un gruppo ad un parametro di automorfismi della C∗-
algebra A continuo in norma, allora il suo generatore è conservativo. Infatti, se
σ(a) = |σ||a|, si deduce

σ(δ(a)) = lim
t→∞

(σ(αt(a))− σ(a)) = lim
t→∞

(σ(αt(a))− |σ||a|).

Ma |αt(a)| = |a|, dunque |σ(αt(a))| ≤ |σ||a|. Ne concludiamo σ(δ(a)) ≤ 0 per
ogni a reale. D’altra parte anche −δ è un generatore; quindi σ(δ(a)) = 0 per
ogni a reale e quindi per linearità per ogni a.
Dimostriamo ora che vi è un insieme denso di vettori analitici. Sia αt = etδ e
poniamo per ogni a ∈ A

an ≡
√
n

π

∫ ∞
−∞

e−t
2
αt(a) dt. 4.37

È facile verificare che an è intero analitico per ogni n. Notare in particolare che
ponendo

αf (a) =
∫ ∞
−∞

f(t)αt(a) dt

risulta δ(αf (a)) = −αf ′(a). Inoltre an → a in norma per n → ∞. Dunque la
collezione degli elementi an è densa in A.
ii) → i): questa è una conseguenza del teorema di Hille-Yosida che studieremo
nel cap. 6. Una dimostrazione diretta si può ottenere notando che una costru-
zione del tipo (4.37) permette di ottenere elementi interi da elementi analitici,
e l’insieme così ottenuto è ancora denso.
Sugli elementi interi la serie

∑
n

1
n! t

nδn(a) ≡ Tt(a) converge uniformemente per
ogni t ∈ R e definisce un gruppo che è continuo in norma in t per ogni a. Per
continuità l’applicazione a → Tt(a) si estende per ogni t all’intera algebra, e
l’estensione è ancora un gruppo. Se δ è conservativo, Tt è un automorfismo per
ogni t.

♥
Utilizziamo il teorema di Nelson per studiare il seguente esempio, di interesse
sia in Meccanica Statistica che in Teoria dei Campi.
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Sia X un reticolo in Rd, con F i sottoinsiemi finiti di X, e Λ un elemento di F .
Sia x un punto del reticolo e per ogni x poniamo A{x} ≡ Mn (l’algebra delle
matrici n× n). Poniamo

AΛ ≡ ⊗x∈ΛAx 4.38

e notiamo le inclusioni naturali

Λ ⊂ Σ→ AΛ ⊗ IΣ	Λ ⊂ AΣ. 4.39

Definiamo A come limite induttivo delle AΛ, Λ ∈ F rispetto all’inclusione.

Definizione 4.22
Definiamo interazione una funzione Φ da F ad A con le seguenti proprietà

a) ∀Λ ∈ F , Φ(Λ) ∈ AΛ

b) Φ∗(Λ) = Φ(Λ).

♦
Poniamo inoltre, per Λ ∈ F e per tutti gli a ∈ ∪Λ∈FAΛ

δΛ(a) = i[HΛ, a], HΛ =
∑
W∈Λ

Φ(W ). 4.40

Notiamo che, per costruzione,

Λ ∩ Σ = ∅ → AΛ ∈ A′Σ. 4.41

Supponiamo che per ogni λ > 0 si abbia

||Φ||λ ≡
∑
n

eλn[sup
x∈X

∑
X∈Λ, |Λ|=n+1

Φ(Λ)|] <∞ 4.42

dove |Λ| è il numero di punti in Λ. Poniamo inoltre, per Λ ∈ F

δΛ(a) = i[HΛ, a]. 4.43

Notiamo che, per (4.41), per ogni a ∈ ∪Σ∈FAΣ l’espressione [HΛ, a] non dipen-
de da Λ per Λ sufficientemente grande. Pertanto resta definita da (4.40) una
derivazione δ su tutto ∪Σ∈FA±. Notiamo che per ogni Λ ∈ F AΛ è un algebra
di matrici, e quindi la traccia (normalizzata a valere uno sull’identità ) esiste ed
è uno stato normale. Questa costruzione è compatibile con l’inclusione (4.39)
ed è pertanto estendibile a tutta A e definisce uno stato ω0 che ha la proprietà
di traccia

ω0(ab) = ω0(ba), ∀ a, b ∈ A. 4.44
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Estendiamo per continuità ω0 ad uno stato ω sull’intera algebra A. Per matrici
finite A, B si ha Tr [A,B] = 0 e pertanto

ω(δ(a)) = 0 ∀a ∈ D(δ). 4.45

Poiché ω separa A, dal teorema 4.24 segue che la derivazione δ è chiudibile nella
rappresentazione Πω associata allo stato ω. Per calcolo esplicito, utilizzando
(4.42), si verifica che ogni elemento di ∪Σ∈FAΣ è un elemento analitico per δ.
Dunque valgono le ipotesi del teorema di Nelson, e δ è un pregeneratore.
Il gruppo ad un parametro di automorfismi di Πω(A) generato da δ è una
dinamica definita come limite delle dinamiche locali generate dalle HΛ, Λ ∈ F .
Da (4.45) segue anche che esiste nella chiusura debole di Πω(A) un operatore
simmetrico, chiuso, densamente definito Ĥ tale che

δ(Πω(a)) = i[Ĥ,Πω(a)]. 4.46

Il dominio di definizione di Ĥ contiene Πω(D(δ))Ω (dove Ω è il vettore che la
costruzione GNS associa allo stato ω).
Sia formalmente

Tt = eitĤ 4.47

così che, sempre formalmente

αt(Πω(a)) =
∑
n

intn

n!
[Ĥ, . . . [Ĥ,Πω(a)]] . . .] = TtΠω(a)T−t. 4.48

Per costruzione TtΩ = Ω, e quindi Tt è definito da (4.48) come serie convergente
sugli elementi interi di Πω(A) (un insieme denso). Utilizzando il fatto che δ
è conservativo si verifica |TtΩ| = |Ω| e nello stesso modo si dimostra che Tt è
un’isometria invertibile su di un insieme denso nello spazio di Hilbert H della
rappresentazione Πω, e quindi si estende per continuità ad un operatore unitario.
Con un procedimento simile viene verificata la proprietà di gruppo Tt ·Ts = Tt+s.
Infine la continuità forte viene verificata notando che la convergenza della serie
(4.48) sugli elementi interi garantisce la continuità di Tt(a) come funzione di t
nella topologia forte di H per ogni a intero, e poi su tutto Πω(A) per continuità.
Dunque t → Tt viene realizzato da un gruppo ad un parametro di operatori
unitari in H, continuo in t nella topologia forte. Ne segue, dal teorema di
Stone, che Ĥ è autoaggiunto.

Nota 4.8
Conviene notare che, pur essendo Ĥ il generatore della dinamica limite de-

finita nella rappresentazione GNS associata allo stato traccia ω, esso non è il
limite formale di Πω(HΛ) quando Λ→ X; questo limite non esiste.
Tuttavia si può far vedere che si ottiene convergenza compensando con una
famiglia di operatori ZΛ ∈ Π′ω(A). Infatti si può scegliere ZΛ in modo tale che

lim
Λ→∞

[Πω(HΛ),ΠΩ(a)] = [Ĥ,Πω(a)].
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♣

Un altro esempio di applicazione del teorema di Nelson, di interesse nella teoria
dei campi quantizzati, è il seguente, che ricalca nella struttura l’esempio pre-
cedente ma si avvale di specifiche proprietà per costruire una rappresentazione
basata su uno stato diverso dallo stato traccia (cioè lo stato di vuoto).
Nell’esempio precedente scegliamo n = 2, cioè associamo ad ogni punto del
reticolo l’algebra B2 delle matrici due per due. Consideriamo l’automorfismo
definito su B2 da

αt(a) ≡ eiNtae−iNt, N =
(

0 0
0 1

)
ed esteso a A per prodotto diretto. L’algebra B2 è generata dall’identità e da
A, A∗ dove

A =
(

0 1
0 0

)
, A∗ =

(
0 0
1 0

)
.

È facile verificare che

αt(A) = eitA, αt(A∗) = e−itA∗.

Il generatore infinitesimo di

αΛ
t = ⊗αkt , k ∈ Λ

è NΛ ≡
∑
k∈ΛNk. È possibile definire il gruppo di automorfismi limite αt

ma esso non è continuo in t in norma (αΛ
t è continuo ma non uniformemente

continuo). Tuttavia se Π0 è la rappresentazione GNS associata allo stato

ω0 ≡ ⊗ξn, Nξn = 0 ∀n

si ha che Π0(NΛ) converge in risolvente quando Λ → X ad un operatore N̂
autoaggiunto, con spettro i numeri interi e si ha

lim
Λ→X

Π0(αΛ
t ) ≡ Π0(αt(a) = eitN̂Π0(a)e−itN̂ . 4.49

Nota 4.9
Naturalmente, essendo questo un caso particolare del precedente, il gruppo

ad un parametro di automorfismi limite ha anche un pregeneratore nella rap-
presentazione associata allo stato traccia, ma l’operatore che lo genera non è
limitato dal basso (e ha uno spettro continuo).

♣
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4.5 Condizione K.M.S.

Una condizione particolarmente importante per i sistemi dinamici C∗ è la con-
dizione K.M.S. (dai nomi Kubo, Martin e Schwinger) della quale daremo adesso
dei brevi cenni.
Questa condizione è stata inizialmente introdotta in Meccanica Statistica Clas-
sica come condizione al bordo di insiemi crescenti (che invadono lo spazio) che
garantisce l’unicità della soluzione di un insieme infinito di equazioni differenzia-
li che determinano lo stato di equilibrio termodinamico di un sistema di infinite
particelle a densità limitata.
Successivamente Haag, Hugenholtz e Winnik notarono che la condizione K.M.S.
poteva essere sostituita al postulato di Gibbs come principio per l’esistenza e
la struttura dello stato fondamentale per un sistema termodinamico descritto
mediante la Meccanica Statistica Quantistica. Con il vantaggio che, mentre il
postulato di Gibbs può essere formulato solo per un sistema finito, e richiede
per sistemi infiniti l’introduzione del procedimento di passaggio al “limite termo-
dinamico”, la condizione K.M.S. può essere formulata direttamente per sistemi
infiniti. Nel contesto della Meccanica Statistica, sia Classica che Quantistica, il
parametro β che appare nella condizione K.M.S. gioca il ruolo di inverso della
temperatura.
Data la sua struttura astratta, la condizione K.M.S. è utilizzata anche nella
Teoria Quantistica dei Campi, per dimostrare l’eventuale esistenza e unicità
della stato fondamentale e l’eventuale implementabilità del gruppo di Lorentz
inomogeneo mediante un gruppo di operatori unitari. In questo contesto il pa-
rametro β gioca il ruolo di “coordinata dell’asse dei tempi immaginario” e viene
utilizzata per tradurre il problema dell’invarianza della teoria (o del processo
sottostante) per il gruppo di Lorentz O(1, d) nel problema di invarianza per il
gruppo unitario O(d+ 1) che è compatto.
Noi in questo capitolo l’utilizzeremo soprattutto per descrivere condizioni sotto
le quali un gruppo ad un parametro di automorfismi di una C∗−algebra risulta
essere implementato da un gruppo di operatori unitari.
A titolo d’esempio, sia A un algebra di matrici N × N . Indichiamo con Tr
l’operazione di traccia, e data una matrice simmetrica H e una matrice positiva
B indichiamo con φ la stato su A definito da

φA(x) ≡ TrBx
TrB

x ∈ A 4.50

e con αt il gruppo di automorfismi con generatore H

αt(x) ≡ eitHxe−itH . 4.51

Un calcolo elementare mostra che la condizione K.M.S. che definiremo ora è
soddisfatta col parametro β se e solo se B = e−βH .
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L’interesse di questa costruzione sta nel fatto che se l’algebra A che conside-
riamo è limite induttivo di algebre finito-dimensionali An la condizione K.M.S.
potrebbe essere soddisfatta per ogni intero n ed essere pertanto associata per
ogni n finito ad un gruppo ad un parametro di operatori unitari ed a uno stato
d’equilibrio, mentre lo stato limite non può essere espresso mediante una traccia
e il gruppo di automorfismi può essere esterno.
Se peraltro la condizione K.M.S. è soddisfatta anche nel limite, questo può
portare a dimostrare che il gruppo ad un parametro limite di automorfismi
ammette un generatore, che non può essere in generale espresso come limite dei
generatori per ciascun valore finito di n.
Per introdurre la condizione K.M.S., consideriamo un sistema dinamico C∗ che
indichiamo con {A, αt}.
Definizione 4.23

Un elemento x ∈ A è detto analitico per αt se la funzione t→ αt(x) ha un’e-
stensione, necessariamente unica, a una funzione analitica intera ζ → αζ(x) ζ ∈
C.

♦
Se x ∈ A definiamo (n = 1, 2, . . .)

xn ≡
√
n√
π

∫
αt(x)e−n

2t dt.

È facile vedere che per ciascun intero n l’elemento xn è analitico per αt, e si
ha xn → x in norma per n → ∞. Ne deduciamo che l’insieme Aa di vettori
analitici è denso in norma in A ed è facile anche vedere che si tratta di una
∗-sottoalgebra di A.
Le stesse conclusioni valgono se si tratta di un sistema dinamico W ∗ o di un
sistema dinamico su un algebra di von Neumann.

Definizione 4.24
Dato un sistema dinamico {A, αt} si dice che uno stato φ soddisfa la condizio-

ne K.M.S. (per il gruppo αt) al valore β del parametro (0 < β <∞) (abbreviato
φ è uno stato β-K.M.S.) se per ogni x ∈ Aa e ogni y ∈ A si ha

φ(y αξ+iβ(x)) = φ(αξ(x) y), ξ ∈ R. 4.52

♦
Estendiamo questa definizione in modo da coprire anche i casi β = 0 e β =∞.
Se β = 0 diciamo che φ soddisfa la condizione K.M.S. a β = 0 se φ è uno stato
che soddisfa

φ(y αζ(x)) = φ(αζ(x) y) ∀x ∈ Aa y ∈ A. 4.53
Se β = ∞ diciamo che φ soddisfa la condizione K.M.S. all’infinito se per ogni
x ∈ Aa e ogni y ∈ A la funzione analitica f(ζ) ≡ φ(y αζ(x)) soddisfa

|f(ζ)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ se Im ζ ≥ 0. 4.54
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In questo caso lo stato φ viene detto, per motivi che vedremo, stato di energia
zero (ground state, stato fondamentale).

Proposizione 4.27
Sia A, αt un sistema dinamico C∗ e 0 ≤ β ≤ ∞. Allora le seguenti condizioni

su uno stato φ di A sono tra loro equivalenti

1) φ è uno stato β-K.M.S.

2) φ soddisfa la condizione K.M.S. per un insieme denso di elementi x ∈ Aa.

3) per ogni coppia x, y ∈ A esiste una funzione limitata continua fφ(ζ) nella
striscia

Ωβ ≡ {ζ ∈ C, 0 ≤ Im ζ ≤ β}

che è olomorfa nell’interno di Ω e soddisfa al bordo

fφ(t) = φ(y αt(x)), fφ(t+ iβ) = φ(αt(x) y). 4.55

Se β =∞ questa condizione va sostituita con

fφ(t) = φ(y αt (x)), t ∈ R; ‖fφ‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖. 4.56

♦
Dimostrazione

Le implicazioni 1) → 2) → 3) sono evidenti. Per dimostrare 3 → 1) assu-
miamo che la condizione sia soddisfatta per tutti gli y e tutti gli x in un insieme
denso di Aa. Se β <∞ sia {xn} una successione che converge a x. Questo for-
nisce una successione di funzioni analitiche {fn} nella striscia 0 < Im ζ < β,
continue al bordo e tali che

fn(ξ) = φ(y αξ(xn)), fn(ξ + iβ) = φ(αξ(xn) y).

Ciascuna fn è limitata in Ωβ . Per il teorema di Pragmen-Lindelof abbiamo

|fn(ξ)− fm(ξ)| ≤ supξ∈∂Ωβ
|fn(ξ)− fm(ξ)|

= sup {|φ(y αt(xn − xm))|, |φ(αt(xn − xm) y)|}
≤ ‖y‖ ‖xn − xm‖.

4.57

Ne segue che la successione {fn} converge uniformemente ad una funzione f in
Cb(Ω) che è olomorfa nell’interno di Ω e soddisfa al bordo le condizioni volute.
Nel caso β = ∞ definiamo (per ξ ∈ R) fn(ξ) ≡ φ(y) αξ(xn) e notiamo che la
condizione K.M.S. all’infinito dà

|fn(ζ)− fm(ζ)| ≤ ‖xn − xm‖ ‖y‖
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per ζ ≥ 0. Ne segue che la successione {fn} converge ad una funzione f(ζ) in
Cb(Ω) olomorfa nell’interno. Inoltre f(t) = (y αt(x)) ∀t e ‖f‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖.

♥
Una proprietà importante della condizione K.M.S. risulta dalla seguente Propo-
sizione.

Proposizione 4.28
Se {A, αt} è un sistema dinamico C∗ e φ è uno stato che soddisfa la con-

dizione K.M.S. relativamente al gruppo αt per un valore β del parametro (0 ≤
β ≤ ∞), allora φ è invariante per il gruppo di automorfismi αt.

♦
Dimostrazione

Per 0 < β < ∞ scegliamo y in (4.52) essere l’identità (se l’algebra non
ammette identità, utilizziamo una successione di identità approssimate). Dalla
(4.56) si ha per ogni x ∈ Aa

φ(αζ+iβ(x)) = φ(αζ(x)).

Quindi la funzione analitica f(ζ) ≡ φ(αz(x)) è limitata nella striscia Ωβ e pe-
riodica di periodo β. Pertanto è limitata in C e quindi costante per il teorema
di Liouville. Poiché Aa è denso in A ne segue che φ è invariante per αt.
Se β = 0 lo stato è invariante per definizione. Se β = ∞ prendendo per y
l’identità si ottiene che per ogni x ∈ Aa la funzione f : ζ → φ(αζ(x)) soddisfa
|f(ζ)| ≤ ‖x‖ per Im ζ ≥ 0.
Poiché φ = φ∗ si ha ¯αζ(x) = φ(αζ(x∗). Pertanto anche per ζ ≤ 0 si ha |f(ζ)| ≤
‖x‖. Ne segue che f è una funzione intera limitata di ζ ed è pertanto costante;
anche in questo caso φ è invariante per αt.

♥
L’invarianza di uno stato φ per un automorfismo implica che nella rappresenta-
zione indotta da questo stato l’automorfismo è interno.

Teorema 4.29
Se uno stato φ della C∗-algebra A è invariante per un automorfismo α,

allora nella rappresentazione G.N.S. data da Πφ(A) sullo spazio Hφ indotta da
φ, l’automorfismo è interno, esiste cioè un operatore unitario Uφ tale che

Πφ(α(a)) = Uφ Πφ(a)U∗φ ∀a ∈ A.

♦
Dimostrazione

Sia Ω il vettore ciclico che rappresenta lo stato φ nello spazio di Hilbert Hφ
introdotto attraverso la rappresentazione G.N.S.. Definiamo Uφ ponendo per
ogni a ∈ ΠφA

Uφ Πφ(a)Ω ≡ Πφ(α(a))Ω. 4.58
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La definizione è ben posta per l’invarianza di φ; infatti

|Πφ((α(a))Ω|2 = (Ω,Πφ((α(a∗))Πφ((α(a))Ω) = (Ω,Πφ(a∗)Πφ(a))Ω) = |Πφ(a)Ω|2
4.59

Questo dimostra anche che Uφ così definito è un’isometria invertibile, e poiché
è per costruzione definito densamente si può estendere ad un operatore unitario
che indichiamo con lo stesso simbolo. Ponendo a = e per costruzione si ha
UφΩ = Ω. Inoltre, prendendo a = a1 a2,

Πφα(a1)Πφα(a2)Ω = Uφ Πφ(a1a2)Ω
= Uφ Πφ(a1) Πφ(a2)Ω
= Uφ Πφ(a1)U∗φ Uφ Πφ(a2)Ω = Uφ Πφ(a1)U∗φ Πφ(α(a2))Ω.

4.60

Ne segue
Uφ Πφ(a1)U∗φ = Πφ(α(a1)

su un insieme denso di vettori e quindi su tutto lo spazio di Hilbert.
♥

Corollario
Se un gruppo a un parametro di automorfismi αt di una C∗-algebra A lascia

invariante uno stato φ, nella rappresentazione G.N.S. indotta da φ il gruppo di
automorfismi è generato da un gruppo di operatori unitari. Se in questa rap-
presentazione il gruppo di automorfismi è debolmente continuo anche il gruppo
di operatori unitari è debolmente continuo e per il teorema di Stone esiste in
Hφ un operatore autoaggiunto hφ tale che per ogni a ∈ A si ha

Πφ(αt(a)) = eithφΠφ(a)e−ithφ . 4.61

♦
Nell’ambito del teorema la condizione K.M.S. dà un criterio per l’esistenza di
un stato fondamentale.

Teorema 4.30
Sia A αt t ∈ R un sistema dinamico C∗. Le seguenti condizioni su uno

stato φ sono tra loro equivalenti:

1) φ è invariante sotto αt e, se indichiamo con Πφ, Uφ(t) = eithφ ,Hφ,Ωφ la
rappresentazione ciclica covariante associata a φ, si ha hφ ≥ 0;

2) φ soddisfa la condizione K.M.S. all’infinito.

♦
Dimostrazione
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Dimostriamo le due implicazioni 1) → 2) e 2) → 1).
1) → 2): se hφ ≥ 0, possiamo definire, per a , b ∈ A una funzione f analitica e
limitata nel semipiano superiore mediante

f(z) ≡ (eizhφΠφ(a), Pφ(b)). 4.62

Da e−βhφ ≤ I si ha |f | ≤ ‖a‖ ‖b‖; inoltre per ogni t reale si ha f(t) = φ(y∗αtx).
2) → 1): c onsideriamo la funzione analitica (4.61) nel caso b = a. Per ipotesi
|f(z)| ≤ ‖a‖2 per Im z ≥ 0. Pertanto e−hφ ≤ I e da questo segue hφ ≥ 0.

♥
Un risultato interessante è il seguente, che dà una condizione sul sistema dina-
mico sotto la quale è garantita l’esistenza di uno stato K.M.S. per qualunque
0 ≤ β ≤ ∞ se si conosce l’esistenza di un tale stato per un valore finito β0 del
parametro.
Premettiamo una definizione.

Definizione 4.25
Sia {A, αt} un sistema dinamico. Esso è approssimativamente interno se

esiste un filtro {hλ} di elementi autoaggiunti in A tali che per ogni elemento
analitico a si abbia

lim
λ→∞

‖αz(a)− αλz (a)‖ = 0, αz(λ) ≡ eizhλae−izhλ 4.63

uniformemente in z nei compatti di C.
♦

Nota 4.10
Sistemi dinamici che hanno la proprietà di essere approssimativamente in-

terni sono comuni in molti contesti. Un caso di interesse nei modelli in Fisica
è il quello in cui l’algebra A è la chiusura di un filtro crescente {Aλ} di al-
gebre finito dimensionali (A è detta in tale caso essere approssimativamente
finito-dimensionale , o sinteticamente essere una AF-algebra). Ciò è vero in
particolare nella descrizione di fermioni su un reticolo. Se ciascuna delle Aλ è
lasciata invariante da αt è facile vedere che in questo caso in sistema dinamico
risulta approssimativamente interno.

♣

Per i sistemi dinamici che sono approssimativamente interni valgono i due teo-
remi seguenti.

Teorema 4.31
Sia {A, αt}, t ∈ R un sistema dinamico C∗ approssimativamente interno.

Supponiamo che I ∈ A e che per ogni hλ l’estremo inferiore dello spettro sia un
autovalore. Allora A possiede uno stato fondamentale (ground state), cioè uno
stato che soddisfa la condizione K.M.S. all’infinito.
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♦
Dimostrazione

Sia {hλ} un insieme di operatori autoaggiunti che soddisfa (4.62). Senza
perdita di generalità assumiamo che hλ ≥ 0 per ogni λ e che 0 sia un autovalore.
Esiste quindi un insieme di stati φλ tali che φλ(hλ) = 0 per ogni λ. Poiché
I ∈ A lo spazio degli stati è compatto per la topologia ∗-debole, passando
eventualmente ad una sottosuccessione possiamo assumere che la successione
φλ converga ad uno stato φ.
Notiamo ora che φλ è uno stato fondamentale per hλ. Infatti se a b ∈ A e
Im z ≥ 0 si ha

|φλ(a αλz (b))| = |φλ(aeizhλbe−izhλ)| = |φλ(aeizhλb)| ≤ ‖a‖ ‖b‖

dove abbiamo tenuto conto dell’invarianza di φλ. Per ogni b ∈ Aa e a ∈ A si ha

|φ(aαz(b))| ≤ |(φ− φλ)(aαz(b))|+ |φλ(a(αz(b))− aαλz (b)))|+ φλ(aαλz (b))

≤ |(φ− φλ)(aαz(b))|+ ‖a‖ |(αz(b)− αλz (b))|+ ‖a‖ ‖b‖.

4.64

Nel limite si ha per λ→∞

|φ(aαz(b))| ≤ ‖a‖ ‖b‖|.

♥
Teorema 4.32

Sia {A, αt}, t ∈ R un sistema dinamico C∗ approssimativamente interno.
Supponiamo che e ∈ A. Se esiste uno stato K.M.S a un valore finito β0 del
parametro, allora esiste uno stato K.M.S. per ogni valore del parametro 0 ≤
β ≤ ∞.

♦
Dimostrazione

Supponiamo che φ soddisfi la condizione K.M.S. per un valore β0 del pa-
rametro, e sia hλ come nel teorema precedente. Scegliamo β ≥ 0 e poniamo
Kλ = e

1
2 (β0−β)hλ . Consideriamo l’insieme di stati {ψλ} definiti da

ψλ(a) =
φ(Kλ a Kλ)
φ(Kλ)2

.

Possiamo come prima supporre che una sottosuccessione converga a uno stato
ψ di A. Sia a ∈ Aa e b ∈ A.
Utilizzando la condizione K.M.S. a β0 e il fatto che

K−1
λ aKλ = αλ

i
β−β0

2
(a),
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otteniamo
φ(Kλα

λ

i
β−β0

2
(a) bKλ) = φ(aKλbKλ)

φ(Kλbα
λ

i
β−β0

2
(αiβ0(a)))Kλ) = φ(KλbKλαiβ0(a)).

Dividendo per φ(K2
λ) e passando al limite si ottiene

ψ(α
i
β−β0

2
(a) b) = ψ(b α

i
β+β0

2
(a)).

Sostituendo a con α
i
β−β0

2
(a) si ottiene

ψ(a b) = ψ(b αiβ(a)).

♥
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Capitolo 5
Elementi di teoria degli operatori su spazi di Hilbert

Se A è un operatore su uno spazio di Hilbert H, con dominio D(A), per defi-
nizione il dominio D(A∗) dell’aggiunto A∗ è il sottoinsieme di H composto da
quegli elementi φ tali che (φ,Aψ), ψ ∈ D(A) sia continuo in ψ nella topologia
di H. Quindi se φ ∈ D(A∗) per il teorema di rappresentazione di Riesz esiste
ξφ ∈ H tale che

(φ,Aψ) = (ξφ, ψ) ∀ψ ∈ D(A). 5.1

Assumeremo sempre che D(A) sia denso; sotto questa condizione l’elemento ξφ
risulta definito in modo univoco. Su D(A∗) definiamo allora A∗ nel seguente
modo

A∗φ ≡ ξφ ∀φ ∈ D(A∗). 5.2

Da (5.1) e (5.2) segue

(A∗φ, ψ) = (φ,Aψ) ψ ∈ D(A), φ ∈ D(A∗). 5.3

Si noti che in generale non vi è relazione tra D(A) e D(A∗). Si può anche
verificare da (5.3) che se D(A) è denso, A∗ è un operatore chiuso (diamo nel-
l’appendice a questo capitolo una terminologia di base relativa agli operatori su
uno spazio di Hilbert).

Definizione 5.1
Un operatore A è autoaggiunto se

D(A) = D(A∗), A = A∗. 5.4

♦
Definizione 5.2

Un operatore A definito su un dominio D(A) è essenzialmente autoaggiunto
se la sua chiusura (nella norma del grafico) Ā , definita in generale su un dominio
più grande D(Ā), è un operatore autoaggiunto.

♦
La autoaggiuntezza essenziale è importante nella pratica; infatti gli operatori
di interesse in Fisica vengono in generale definiti su domini naturali che sono
spesso più piccoli dei domini dell’operatore autoaggiunto considerato.
Consideriamo ad esempio nello spazio di Hilbert L2(R) l’operatore A ≡ d2

dx2

definito inizialmente sulle funzioni di una variabile reale che sono in C∞0 (R)
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(infinite volte differenziabili e con supporto compatto). La sua chiusura Ā nella
norma del grafico è definita su tutte le funzioni che sono a quadrato integrabile
insieme alla loro derivata seconda. Sulle funzioni con questa proprietà abbiamo

Āφ(x) =
d2

dx2
φ(x).

Dalla definizione, integrando per parti due volte si vede facilmente che Ā è
un operatore autoaggiunto completamente determinato da A, cioè dalla sua
restrizione a C∞0 (R).

Definizione 5.3
Un operatore A si dice simmetrico se

(φ,Aψ) = (Aφ,ψ) ∀ψ, φ ∈ D(A)

♦
Ogni operatore A che sia autoaggiunto è necessariamente simmetrico; vedremo
nel capitolo 9 le ostruzioni a che un operatore simmetrico sia autoaggiunto.
Diamo ora una caratterizzazione degli operatori autoaggiunti

Teorema 5.1
Sia A chiuso e simmetrico densamente definito. Le seguenti tre affermazioni

sono tra loro equivalenti

(i) A è autoaggiunto,

(ii) ker (A∗ ± iI) = {0},

(iii) Ran(A± iI) = H.

♦
Abbiamo posto

ker A ≡ {φ ∈ D(A), Aφ = 0}

Ran A ≡ {Aφ, φ ∈ D(A)}

Il kernel viene anche detto nucleo ed il Range viene anche detto codominio .

Dimostrazione

(i)→ (ii):
Sia φ ∈ ker (A∗ + i) . Quindi (A∗ + i)φ = 0. poiché A è autoaggiunto, vale

anche Aφ = −iφ. Dunque

i‖φ‖2 = i(φ, φ) = (A∗φ, φ) = (φ,Aφ) = −i(φ, φ) = −i‖φ‖2.

Ne concludiamo che φ = 0.
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(ii)→ (iii):
Notiamo che, poiché A∗ è chiuso (abbiamo assunto che A sia densamente

definito) si ha
Ran (A∓ iI)⊥ = ker (A∗ ± iI).

Dobbiamo quindi solo dimostrare che Ran (A ± iI) è chiuso. Diamo la dimo-
strazione per (A− iI). Sia φ ∈ D(A). Allora

‖(A− iI)φ‖2 = ‖Aφ‖2 + ‖φ‖2 + i(φ,Aφ)− i(φ,Aφ) = ‖Aφ‖2 + ‖φ‖2 5.5

dove abbiamo utilizzato D(A) ⊂ D(A∗) e il fatto che A∗ è un’estensione di A
(poiché A è simmetrico).
Consideriamo una successione

φn ∈ D(A), (A− iI)φn → ψ0,

e supponiamo che φn converga a ψ ∈ H e che la successione Aφn sia convergente.
poiché A è chiuso, esiste ξ ∈ H tale che Aφn → ξ. Per ogni n si ha

(A− iI)φn −Aφn + iφn = 0,

dunque
ψ = Aξ − iξ, ξ ∈ D(A).

Questo dimostra che ψ ∈ Ran (A− iI)

(iii)→ (i):
Sia φ ∈ D(A∗). Per ipotesi, Ran (A− iI) = H, dunque

∃ η ∈ D(A), (A− iI)η = (A∗ − iI)φ. 5.6

poiché D(A) ⊂ D(A∗) ne segue (A∗ − iI)(φ − η) = 0. Ma ker (A∗ − iI) =
Ran (A + iI)⊥ = {0}. Dunque φ = η e ne segue φ ∈ D(A). Allora A∗ ⊂ A e
poiché A ⊂ A∗ (ciò in quanto A è simmetrico e chiuso), ne segue A = A∗.

♥
Nota 5.1

Dal teorema precedente segue che se A è essenzialmente autoaggiunto, e
quindi Ā ≡ A∗, gli operatori (Ā+ iI)−1 e (Ā− iI)−1 sono limitati, commutano
fra loro e risulta

(Ā± iI)−1 = [(Ā∓ iI)−1]∗. 5.7

Dunque (Ā + iI)−1 e (Ā − iI)−1 sono operatori normali (sono limitati e com-
mutano con il proprio aggiunto). Come conseguenza, se A è essenzialmente
autoaggiunto, l’operatore

UĀ ≡ (Ā− iI)(Ā+ iI)−1 5.8
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è unitario e si ha

Ā = i
UĀ − I
UĀ + I

. 5.9

Definizione 5.4
L’operatore unitario UA viene detto trasformata di Cayley dell’operatore

autoaggiunto A.
♦

Si vede che l’operatore A è limitato se e solo se lo spettro dell’operatore di
Cayley associato non contiene −1.

Nota 5.2
Nel teorema di caratterizzazione si potrebbe considerare, invece di A ± i I,

gli operatori A+ αI e A+ βI con Imα > 0 e Imβ < 0. Le dimostrazioni pro-
cederebbe nello stesso modo, utilizzando il fatto che se A è chiuso e simmetrico
vale

‖(A+ αI)φ‖2 = ‖(A−Reα I)φ‖2 + (Imα)2‖φ‖2

♣

Vale il seguente Teorema

Teorema 5.2
Sia A chiuso e simmetrico densamente definito. Allora la dimensione di

ker (A∗+λI) è costante (come funzione di λ) sia nel semipiano superiore aperto
che in quello inferiore dal piano complesso (le dimensioni possono essere diverse
nei due semipiani).

♦
Cenno alla dimostrazione

La parte cruciale nello dimostrazione consiste nel dimostrare che se |Im η| <
γ| Imλ| con γ sufficientemente piccolo, allora

ker (λ+ η −A∗) ∩ ker (λ−A∗)⊥ = {0}. 5.10

Infatti da (5.10) segue subito che i due spazi hanno la stessa dimensione, even-
tualmente infinita. La dimostrazione del teorema segue allora per iterazione,
ricoprendo i due semipiani con aperti che non intersecano l’asse reale.
Per dimostrare (5.10) notiamo che essa, sotto le ipotesi fatte su λ e γ, è equiva-
lente a

(Ran (λ−A))− ∩ (Ran (λ+ η −A))⊥ = {0}. 5.11

Sia φ ∈ Ran (λ−A)−. Allora esiste una successione un tale che

lim
n→∞

un = φ, un = (λ−A)ξn ‖ξn‖ > c‖φ‖ 5.12
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e basta dimostrare che

Ran (λ−A) ∩ (Ran (λ+ η −A))⊥ = {0}.

Se u = (λ−A)ζ deve essere allora

((λ−A)ζ, (λ+ η −A)ψ) ∀ψ ∈ D(A);

scegliendo ψ = ζ si ha

‖(λ−A)ζ‖2 + η((λ−A)ζ, ζ) = 0.

Questo è impossibile per |η| = γ|Imλ| con γ sufficientemente piccolo poiché

‖(λ−A)ζ‖ > c‖ζ‖.

♥
Nota 5.3

Se per ogni φ ∈ D(A) si ha

(Aφ, φ) ≥M‖φ‖2

(cioè se A è limitato dal basso) si possono ripetere in ogni intorno sul piano
complesso di {λ : Im λ = 0, Reλ < M} le considerazioni per fatte nel corso
della dimostrazione del Teorema 5.2, utilizzando ora il fatto che, se λ < M si
ha

‖(A− λ)φ‖ ≥ (M − λ)‖φ‖.

♣

Se ne deduce

Lemma 5.3
Sia A chiuso, simmetrico e il suo spettro sia limitato dal basso da M .

Allora la dimensione di ker (λ−A∗) è costate come funzione di λ nel complemento
della semiretta Imλ = 0, Reλ ≥M , dove

M ≡ inf
‖φ‖=1

(φ,Aφ).

♦
Lemma 5.4

Se A è chiuso, simmetrico e densamente definito, e Ran (λ − A) = H per
almeno un valore reale di λ, allora A è autoaggiunto.

♦
Conviene infine notare che valgono le seguenti identità di risolvente.
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Se A è simmetrico e λ1 e λ2 sono nell’insieme risolvente di A si ha

1
A− λ1 I

=
1

A− λ2 I
+

1
A− λ1 I

(λ2 − λ1)
1

A− λ2 I
.

Questa identità si verifica facilmente notando che essa è una relazione tra ope-
ratori chiusi e limitati, ed è certamente vera quando questi operatori siano
applicati all’insieme denso costituito dai vettori della forma (A−λ1I)(A−λ2 I)ψ.
Due altre caratterizzazioni degli operatori autoaggiunti sono importanti e ver-
ranno frequentemente utilizzate nel seguito.

a) Teorema 5.5 (spettrale)
Un operatore A su uno spazio di Hilbert H è autoaggiunto se e solo se esiste

uno spazio di misura X , con misura µ, una funzione misurabile reale a(m) su
X ed un operatore unitario (isometrico invertibile con inverso isometrico) U da
L2(X,µ) a H tali che

AU = Ua·

dove abbiamo indicato con a· l’operatore di moltiplicazione per la funzione a(m).
Inoltre se A è un operatore limitato si ha ‖A‖ = ‖a‖∞.

♦
b) Teorema 5.6 (Stone)

L’operatore A è autoaggiunto se e solo se è il generatore di un gruppo U(t) ad
un parametro di operatori unitari fortemente continuo in t (o equivalentemente
debolmente continuo)

♦
Nota 5.4

Dal teorema di Stone si vede che in Meccanica Quantistica l’autoaggiuntezza
gioca lo stesso ruolo che è giocato in Meccanica Classica dalla completezza di
un campo vettoriale.

♣

Iniziamo con la dimostrazione del teorema spettrale. Nel corso della dimostra-
zione utilizzeremo i seguenti teoremi1

i) Teorema di Riesz-Fischer
L2(M,µ) è uno spazio di Hilbert.

ii) Teorema di Riesz
Sia I un intervallo dell’asse reale, e C(I) la classe delle funzioni continue reali

su I. Se µ̃ è un funzionale lineare continuo su C(I) allora esiste una misura di
Borel su I tale che

µ̃(f) =
∫
I

f(m)dµ(m), f ∈ C(I)

1Rimandiamo per la dimostrazione di questi teoremi a testi di Analisi Funzionale.
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(si noti che ogni funzione continua è misurabile per ogni misura di Borel).
♦

Utilizzando i teoremi di Riesz-Fischer e di Riesz dimostriamo il teorema spet-
trale.

Dimostrazione del teorema spettrale
Notiamo innanzitutto che dati due spazi di Hilbert H1 e H2 e due operatori

A1 su H1 e A2 su e H2 e un operatore unitario U : H1 → H2, se A1 è
autoaggiunto anche A2 ≡ UA1U

∗ è autoaggiunto. Inoltre

D(UAU∗) = UD(A), (UAU∗)∗ = UA∗U∗.

La parte descritta dall’implicazione “se ” del teorema si dimostra allora facil-
mente notando che sullo spazio L2(X,µ) è autoaggiunto l’operatore di moltipli-
cazione per una funzione misurabile reale a(m). Infatti, sia A l’operatore

(A f)(m) = a(m)f(m)

definito su dominio

D(A) = {φ ∈ L2(X,µ), a(m)φ(m) ∈ L2(X,µ)}

si vede facilmente che A∗ = A e che gli operatori (A±iI)−1 sono uniformemente
limitati e il loro codominio coincide con L2(X,µ). Si vede anche che A è chiuso
e densamente definito. Infatti, sia PK l’insieme su cui |a(m)| ≤ K allora PK
tende ad avere misura piena quando K → ∞ (poiché a(m) è misurabile) e
d’altra parte le funzioni con supporto in PK sono nel dominio dell’operatore A.
Quindi l’operatore A soddisfa i requisiti per essere autoaggiunto.

Verifichiamo ora la parte descritta dall’implicazione “solo se ” del teorema nel
caso di A limitato ed autoaggiunto.
Per ipotesi l’operatore A è limitato; indichiamo con ‖A‖ la sua norma e poniamo

I ≡ [−‖A‖, ‖A‖].

Notiamo anche che se P è un polinomio di grado N si ha

‖P (A)‖ ≤ sup
λ∈I
|P (λ)|; 5.13

infatti se P (x) =
∑N

1 cnx
n si ha

P (A) =
N∑
1

cnA
n.
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Per dimostrare la (5.13) si noti che per φ ∈ H indicando con E il proiettore orto-
gonale sul sottospazio (di dimensione al piùN+1) generato da {φ, Aφ, . . . , ANφ}
si ha, per costruzione

P (EAE)φ = P (A)φ. 5.14

Ma EAE è una matrice di rango finito, e dunque

‖P (EAE)‖ ≤ sup
λ∈I
|P (λ)|, 5.15

da cui discende ( 5.13). Da (5.13) si vede anche che ‖A‖ → ‖P (A)‖ è una
funzione continua f sull’intervallo I.
Per il lemma di Weierstrass ogni funzione continua su I è approssimabile unifor-
memente mediante polinomi. Indichiamo con Pn(x) una successione di polinomi
che approssimano uniformemente la funzione f(x) in I.
Per (5.13) la successione Pn(A) converge in norma e poiché B(H) è chiuso per
convergenza in norma, esiste un operatore f(A) ∈ B(H) tale che

lim
n→∞

Pn(A) = f(A). 5.16

poiché la convergenza è uniforme, se

f(x) = lim
n→∞

Pn(x), g(x) = lim
n→∞

Qn(x), 5.17

si ha
f(A)g(A) = (fg)(A) = (gf)(A), 5.18

quindi le funzioni continue da I a B(H) definite da (5.15) formano un algebra
normata commutativa. Ne segue che l’applicazione

C(I) 3 f → f(A) ∈ B(H) 5.19

è un omeomorfismo di algebre commutative; essa inoltre preserva la naturale
operazione di coniugio

f(A)∗ = f̄(A)

in quanto questa identità è vera banalmente per polinomi.
Vogliamo dimostrare che questo omeomorfismo è realizzato da una corrispon-
denza unitaria tra H e lo spazio di Hilbert L2(I, µ) per un’opportuna scelta
della misura µ.
Sia φ un arbitrario elemento di H, ‖φ‖ = 1. Per ogni funzione continua positiva
f su I definiamo

µAφ (f) ≡ (φ, f(A)φ). 5.20

poiché f è positiva, esiste un funzione continua reale g tale che f(x) = g2(x).
Pertanto

(φ, f(A)φ) = ‖g(A)φ‖2 ≥ 0 5.21
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Per il teorema di Riesz, esiste allora una misura di Borel su I tale che

(φ, f(A)φ) =
∫
I

f(λ) dµφ. 5.22

Sia Hφ il sottospazio generato da φ, Aφ,A2φ, . . .. Per costruzione, Hφ è lasciato
invariante dall’azione di A e di ogni potenza di A, e poiché A è autoaggiunto e
quindi coincide con A∗, si ha

(Aψ, ζ) = 0 ψ ∈ Hφ, ζ ∈ H⊥φ

così che l’operatore A è ridotto dallo spazio Hφ.
Vogliamo dimostrare che esiste un’isometria invertibile Vφ

Hφ
Vφ−→ L2(I, µφ) 5.23

tale che
Vφφ = ι, VφARV

−1
φ = λ I. 5.24

Abbiamo indicato con AR la restrizione di A al sottospazio invariante Hφ e con
ι la funzione costante su I normalizzata in modo tale che risulti µφ(ι) = 1.
Notiamo anzitutto che se f(A)φ = 0 si ha

0 = ‖f(A)φ‖2 =
∫
|f(λ)|2dµφ(λ) 5.25

e pertanto f(A)φ rappresenta l’elemento nullo di Hφ. Ne segue che Vφ è definita
da un insieme denso di Hφ ad un insieme denso di L2(I, µφ). Inoltre si ha

(g(A)φ, f(A)φ) =
∫
I

ḡ(λ)f(λ)dµφ 5.26

per ogni coppia di funzioni continue g, f. Pertanto Vφ è un’isometria e si estende
ad un operatore unitario da Hφ a L2(I, µφ).
SeHφ = H (cioè se φ è ciclico per le funzioni continue di A), abbiamo dimostrato
l’asserto, e la funzione a è la coordinata in I.
Se Hφ è un sottospazio proprio di H, scegliamo un secondo elemento ψ ∈ H⊥φ
e consideriamo la riduzione di A al sottospazio Hψ generato per azione dei
polinomi in A si ψ. Notare che per costruzione Hψ è perpendicolare a Hφ.
Procedendo come prima, otteniamo un’isometria invertibile tra Hψ e L2(I, µψ)
dove µψ è definito da

µψ(f) = (ψ, f(A)ψ), f ∈ C(I). 5.27

Se Hφ⊕Hψ = H abbiamo trovato un isometria invertibile V tra H e L2(I, µφ)⊕
L2(I, µψ) tale che

V AV −1 = λ· 5.28
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dove il simbolo λ· sta ad indicare la moltiplicazione per la coordinata λ. Intro-
ducendo in I una misura µ tale che per ogni Boreliano B risulti∫

B

dµ =
∫
B

dµφ +
∫
B

dµψ,

possiamo riscrivere la isometria trovata come isometria tra H ed L2(I, µ).
Se Hφ ⊕Hψ 6= H , possiamo ripetere l’operazione con un terzo elemento di H
che sia perpendicolare a Hφ ⊕Hψ. Procedendo per induzione (numerabile se H
è separabile, altrimenti bisogna far uso del Lemma di Zorn) otteniamo un’iso-
metria invertibile U tra H e L2(I, µ) per un opportuna misura µ(λ). Questa
isometria soddisfa per costruzione

UAU−1 = λ· 5.29

Ciò conclude la dimostrazione del teorema spettrale nel caso ni cui A sia un
operatore autoaggiunto limitato.

♥
Il teorema spettrale permette di estendere agli operatori chiusi e limitati il
calcolo funzionale per funzioni continue. Notare che ogni operatore chiuso e
limitato su di uno spazio di Hilbert H può essere espresso come somma sul
campo complesso di operatori limitati e autoaggiunti, e che il calcolo funzionale
per funzioni reali continue si estende in modo naturale a funzioni continue a
valori complessi.
Vale la pena notare che mentre il calcolo funzionale è intrinseco, la rappresen-
tazione mediante spazi di misura dipende dalla scelta fatta per i vettori φ, ψ, . . .
utilizzati nella costruzione. Si può dimostrare che le misure su I che vengono
costruite seguendo scelte diverse sono tutte equivalenti (nel senso delle misure) e
quindi il calcolo funzionale può essere esteso alle funzioni di classe L∞ in modo
intrinseco.
È possibile anche dimostrare che la topologia L∞ che viene così introdotta
corrisponde alla topologia debole degli operatori limitati su H. In particolare i
proiettori in H sono immagini secondo W di funzioni indicatrici di boreliani di
I ed appartengono alla chiusura debole di C(A)
L’estensione a L∞ so può ottenere nel modo seguente.
Sia {φα, α = 1, . . . , n . . .} una collezione di vettori ortogonali in H tali che

⊕αHα = H, Hα ≡ Hφα 5.30

e che l’operatore A venga ridotto dagli Hα. Sia f una funzione limitata µα
misurabile e definiamo su Hα un operatore

f̂α ≡ V −1
α fVα 5.31
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e poniamo poi
f(A) ≡ ⊕αf̂α. 5.32

La definizione è ben posta e induce una corrispondenza tra funzioni reali es-
senzialmente limitate su X e operatori limitati autoaggiunti su H. Ricordando
che L∞(X) appartiene al duale di tutte le misure di Borel, la corrispondenza
L∞ e B(H) non dipende dalla scelta delle funzioni φα. Se ξ(B) è la funzione
caratteristica di un boreliano B di X, l’operatore

EB ≡ UξBU−1 5.33

è un proiettore. Si verifica facilmente che se B1 ⊂ B2 allora E1 ≤ E2 e che
E(I) = I.

Definizione 5.5
Alla famiglia di proiettori in B(H) che viene associata dall’operatore A ai

boreliani di [−‖A‖,+‖A‖] viene dato il nome di schiera spettrale di A.
Viene spesso utilizzata la notazione

Eλ ≡ E(−∞, λ] 5.34

e

f(A) =
∫
f(λ)dµ(λ) 5.35

che equivale a (φ, f(A)φ) =
∫
I
f(λ)dµφ(λ).

♦
Nota 5.5

Si può ripetere questa costruzione e definire la schiera spettrale anche per
operatori normali limitati che sono per definizione operatori chiusi e limitati tali
che

A A∗ = A∗ A. 5.36

In particolare sono normali gli operatori unitari. Il caso degli operatori normali
si può riportare al caso di operatori autoaggiunti e commutanti tra loro mediante
la posizione

C ≡ 1
2

(A+A∗), B ≡ i

2
(A−A∗) D(C) = D(B) = D(A∗). 5.37

♣

Nel caso di N operatori A1, A2, . . . , AN autoaggiunti limitati e tra loro commu-
tanti il calcolo funzionale per funzioni continue si costruisce in modo totalmente
analogo a quanto fatto nel caso di un solo operatore.
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Utilizziamo il Lemma di Weierstrass di approssimazione di funzioni continue in
N variabili mediante polinomi. In questo caso il compatto è

[−‖A1‖, ‖A1‖]× [−‖A2‖, ‖A2‖]× . . .× [−‖AN‖, ‖AN‖].

Il calcolo funzionale si costruisce anche in questo caso considerano un generico
elemento φ ∈ H e ponendo Hφ = ∪PP (A1, . . . , An)φ.
poiché gli Ak commutano tra loro segue che Hφ riduce tutti gli Ak, e procedendo
anche qui per induzione si costruisce una misura µ su RN tale che per ogni
funzione continua f si abbia∫

f(m1, . . . ,mN )dµφ = (φ, f(A1, . . . , AN )φ).

Per continuità si definisce g(A1, . . . , AN ) per ogni funzione di classe L∞ su RN .
Passando poi a funzioni caratteristiche di insiemi di Borel in RN si possono
definire i proiettori spettrali e le schiere spettrali corrispondenti. Utilizzando la
notazione

Eλ1,...,λN ≡ E((−∞, λ1]× . . . (−∞, λN ]),

si può scrivere la decomposizione spettrale

f(A1, . . . , AN ) =
∫
f(λ1, . . . , λN )dEλ λ ≡ {λ1, . . . , λN}

intendendo con questa notazione che per ogni ψ ∈ H

(ψ, f(A1, . . . , AN )ψ) =
∫
f(λ1, . . . , λN )dµψ.

Si può dimostrare anche qui che la schiera spettrale non dipende dai vettori
utilizzati nella sua costruzione.
Va rilevato anche che le espressioni precedenti non sono limitate al caso in cui gli
operatori Ak siano funzionalmente indipendenti (nel senso del calcolo funzionale
descritto sopra). Se ad esempio N = 2 e si ha A2 = g(A1), allora vale la formula

f(A1, A2) =
∫
f(λ1, λ2)dEλ, 5.38

ma per ogni ψ ∈ H la misura (ψ,Eλψ) è portata in R2 dall’insieme definito
dalla relazione

λ2 = g(λ1). 5.39

Estendiamo ora il teorema spettrale ad operatori autoaggiunti non limitati.
Per φ ∈ D(A) si ha

((iI −A)φ, (iI −A)φ) ≥ ‖φ‖2 5.40
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e ne consegue che (iI − A) è iniettivo. poiché per ipotesi A è chiuso, anche
Ran (iI −A) è chiuso. Inoltre Ran (iI −A) è denso in H per l’ipotesi fatta che
A sia autoaggiunto. Dunque

Ran (iI −A) = H ⇒ (iI −A)−1 ∈ B(H).

In modo analogo si dimostra che (iI +A∗)−1 ∈ B(H), e che

(iI −A)−1(iI +A∗)−1 = (iI +A∗)−1(iI −A)−1. 5.41

Dunque (iI −A)−1 è limitato e normale, e quindi esiste un’isometria invertibile
V da L2(M,µ) a H tale che

V −1(iI −A)−1V = c(m)

con c(m) limitata e misurabile (rispetto a µ). Allo stesso modo risulta che
V −1(iI +A)−1V = −c̄(m).
Ricordando la definizione di operatore di Cayley (l’espressione (5.9)), ne segue
che definendo

u(m) ≡ − c̄(m)
c(m)

, a(m) ≡ iu(m)− 1
u(m) + 1

si ha

A = V a(m)V −1, D(A) =
{∫
|a(m)f(m)|2dµ(m) <∞, V φ = f(m)

}
.

5.42
Almeno nel caso separabile, la misura µ può essere vista come misura su RK con
K ≤ +∞. Il minimo valore di K nell’intervallo I è detto molteplicità spettrale
dell’operatore nell’intervallo I .
Se si può scegliere K = 1, si dice che l’operatore ha spettro semplice (di
molteplicità uno).

Nota 5.6
Anche nel caso in cui A sia chiuso ma non sia autoaggiunto, l’operatore di

Cayley UA è un isometria parziale dal ker (A∗ + iI) a ker (A∗ − iI)⊥. Ne segue
che A è illimitato se e solo se il numero −1 appartiene allo spettro di UA.
Vedremo nel cap. 9 il ruolo dell’operatore di Cayley nella costruzione di even-
tuali estensioni autoaggiunte di A.

♣

Dimostriamo ora il Teorema di Stone, del quale richiamiamo l’enunciato: l’ope-
ratore A è autoaggiunto se e solo se esso è il generatore di un gruppo U(t), t ∈ R
di operatori unitari, fortemente continuo in t. La dimostrazione segue da vicino
quella del teorema di Hille e Yoshida che daremo nel cap. 6, con alcune varianti
dovute al fatto che qui trattiamo gruppi unitari.
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Nota 5.7
Per gruppi di operatori unitari le proprietà di continuità debole e di conti-

nuità forte coincidono; infatti

‖(U(t)− U(s))φ‖2 = 2−Re (φ,U(t− s)φ) 5.43

♣

Dimostrazione del teorema di Stone
La condizione è palesemente sufficiente. Infatti, per il teorema spettrale, si

ha
V eitHV −1 = eitf(m) su

1
2
L2(R, dµ). 5.44

Ma allora

(φ, [eitH − I]φ) =
∫

(eitf(m) − 1)dµφ µφ(R) = 1,

e per il teorema della convergenza dominata si ha

lim
t→0

∫
(eitf(m) − 1)dµφ = 0. 5.45

Dimostriamo ora che la condizione è necessaria.
Definiamo

Bφ ≡ lim
t→∞

U(t)− I
t

φ 5.46

per ogni φ per il quale il limite esista. Indichiamo con D(B) la collezione di tali
vettori.
Dobbiamo dimostrare che B∗ = −B. Porremo poi B = iH. Definiamo

Rλφ =
∫ ∞

0

e−tλU(t)φdt, φ ∈ D(B), Reλ > 0; 5.47

l’integrale esiste (nel senso di Bochner) perché la funzione U(t) è continua. Si
verifica facilmente che Rλ è un operatore chiuso e

Rλ ∈ B(H), ‖Rλ‖ ≤ (Reλ)−1.

Si ha
U(h)− I

h
Rλφ =

∫ ∞
0

e−λ(t−h) − e−λt

h
U(t)φdt 5.48

e pertanto, facendo tendere h a zero

λ

∫ ∞
0

e−λtU(t)φdt− φ = λRλφ− φ.
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Per continuità
RanRλ ∈ D(B), (λ I −B)Rλ = I. 5.49

Si ha limλ→∞ λ Rλ = I e pertanto B è densamente definito. Se φ ∈ D(B) allora
U(t)φ ∈ D(B) e BU(t) = U(t)B su D(B). Ne segue che U(t)φ è differenziabile
per ogni φ ∈ D(B).
Ma allora (è a questo punto che utilizziamo il fatto che gli operatori U sono
unitari) si ha

0 =
d

dt
(U(t)φ,U(t)φ) = (Bφ, φ) + (φ,Bφ) 5.50

da cui segue
B ⊂ −B∗.

Se d’altra parte φ ∈ B, si ha

RλBφ =
∫ ∞

0

e−tλU(t)Bφdt =
∫ ∞

0

e−tλ
d

dt
U(t)φdt.

Integrando per parti,

Rλ B φ =
∫ ∞

0

λe−tλU(t) φdt+ e−tλU(t)φ|∞0 5.51

e dunque
Rλ(λI −B)φ = φ, ∀φ ∈ D(B), Reλ > 0. 5.52

Quindi, combinando (5.49) e (5.52) si ha

Rλ = (λI −B)−1 se Reλ > 0. 5.53

Sostituendo nell’analisi precedente t con −t (anche questo è caratteristico del
gruppo),

R∗λ = (λ̄I +B)−1. 5.54

Da (5.53) si ottiene
(λ̄I −B∗)−1 = (λ̄I +B)−1

e dunque
D(B) = D(B∗), −B∗ = B.

Ciò termina la dimostrazione del teorema di Stone.
♥

Data l’ importanza della proprietà di autoaggiuntezza, risulta importante dare
criteri sufficienti affinché un operatore ne goda. Ne vedremo alcuni nel cap. 10,
legati soprattutto alla teoria delle perturbazioni di operatori autoaggiunti, e in
particolare del laplaciano.
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A conclusione di questo capitolo, diamo alcuni risultati relativi allo studio della
convergenza di una successione di operatori.

Definizione 5.6
Una successione di operatori An su un spazio di Hilbert H si dice convergere

fortemente in risolvente ad un operatore A (in notazione ( An →s.r. A) se per
ogni

z /∈ (∪nσ(An)) ∪ σ(A)

si ha
(An − z)−1 → (A− z)−1 5.55

dove la convergenza è intesa nel senso della topologia forte degli operatori.
♦

Un criterio sufficiente per avere convergenza forte in risolvente è dato dalla
seguente proposizione.

Proposizione 5.7
Se esiste un insieme E ⊂ D(An) denso in D(A), tale che per ogni f ∈ E la

successione Anf converge uniformemente ad Af , allora la successione converge
fortemente in risolvente.

♦
Dimostrazione

Se f ∈ E poniamo h ≡ (A− z)f . Allora

(A− z)−1h− (An − z)−1h = (An − z)−1(An −A)f 5.56

e si ha
[(An − z)−1 − (A− z)−1]h→ 0

per un insieme denso, poiché (An − A)f → 0 e (An − z)−1 è limitato. Ma gli
operatori (A− z)−1 e (An − z)−1 sono equilimitati. Dunque

‖[(An − z)−1 − (A− z)−1]φ‖ → 0 ∀φ ∈ H.

♥
Notiamo che, se gli operatori An ed A sono limitati dal basso, il risultato rimane
valido sotto ipotesi più deboli: l’insieme E deve adesso solo essere denso nel
dominio della forma quadratica associata all’operatore A. Questo è il contenuto
del Teorema 5.9 che ha un interesse indipendente. Prima di enunciare questo
teorema, dimostriamo

Proposizione 5.8
Se una successione di operatori chiusi e limitati An soddisfa A ≥ An ∀n con

A chiuso e limitato dal basso, allora

(An −A)→s.r. 0 ⇔ (An −A)→w. 0. 5.57
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♦
Ricordiamo che una successione {Bn} di operatori limitati converge debolmente
ad un operatore B (convergenza che indichiamo con Bn →w. B) se, per ogni
φ ∈ H, si ha (φ,Bnφ)→ (φ,Bφ).

Dimostrazione

‖(An −A)φ‖ ≤ ‖(A−An)1/2‖ ‖(A−An)1/2φ‖ ∀φ ∈ H.
Per gli operatori chiusi e limitati vale il calcolo funzionale, quindi si può estrarre
la radice quadrata di un operatore positivo. Ma

‖(A−An)1/2φ‖2 = (φ, (A−An)φ).

La dimostrazione si estende facilmente al caso in cui gli operatori An siano
illimitati e la convergenza vale su un sottoinsieme comune dei domini che sia
denso nello spazio di Hilbert.

♥
Teorema 5.9

Siano An, A operatori chiusi, con An ≥ A ed A sia limitato dal basso.
Indichiamo con Q(A) l’insieme dei vettori φ ∈ H tali che (φ, |A|φ) <∞.
Se esiste un insieme E denso in H tale che E ⊂ Q(An) ∀n, allora la relazione

(f,Anf)→ (f,Af) ∀f ∈ E

implica
An →s.r. A.

♦
Dimostrazione

Per ipotesi A−1
n f è limitato in Q(A). Dunque A−1

n converge debolmente ad
A−1. Dalla proposizione precedente segue allora che A−1

n converge fortemente
ad A−1.

♥
Una interessante applicazione del teorema precedente è:
Teorema 5.10

Poniamo

H = L2(RN ), H0 = −∆, U(x) ≥ 0, W (x) < 0.

Sia K ≡ Q(H0) ∩Q(U) (denso in H) e per φ ∈ K sia

−((φ,Wφ) ≤ a(φ, (H0 + U)φ) + b(φ, φ)

con a < 1. Indichiamo con UN (x) = max {U(x), N}, −WR = max {−W (x),−R}
le funzioni U, W troncate ai valori N e −R rispettivamente. Allora
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1) H = H0 + U + W è essenzialmente autoaggiunto, limitato inferiormente e
per tutti i vettori φ per i quali l’espressione è definita si ha

(φ,Hφ) = (φ,H0φ) + (φ,Uφ) + (φ,Wφ).

2) lims.r.
N→∞ lims.r.

R→∞ HN,R = H, HN,R = H0 + UN +WR.

♦
Dimostrazione

Sia HN = H0 + UN + W. Notare che HN,R < HN ∀R e che H > HN ∀N.
Inoltre si ha

lim
N→∞

(φ,HNφ) = (φ,Hφ), φ ∈ Q(H0) ∩Q(U),

lim
R→∞

(ψ, (HN +WR)ψ) = (ψ,HNψ) ψ ∈ Q(H0).

Possiamo allora applicare ripetutamente il teorema 5.9 prima alla successione
H0 + UN +WR, R→∞ e poi alla successione HN , N →∞.

♥

Appendice 5A: Richiami di teoria degli operatori

Diamo in quest’appendice alcuni brevi richiami alla teoria degli operatori su un
spazio di Hilbert H.
Definizione 5A.1 – Grafico

Se A è un operatore con dominio D(A) ⊂ H il grafico di A è l’insieme
ordinato di coppie {φ, Aφ}. Esso verrà indicato con il simbolo Γ(A).

♦
Un operatore è chiuso se Γ(A) è chiuso come sottoinsieme di H ⊕ D(A). Un
operatore è chiudibile se ammette un’estensione chiusa.

Teorema 5A.1
Se A è definito su tutto H allora A è chiuso se e solo se è limitato.

♦
Non diamo qui la dimostrazione di questo importante teorema. Diamo invece
un utile corollario, e la sua dimostrazione.

Corollario
Se A è simmetrico e D(A) = H, allora A è limitato.

♦
Dimostrazione

Dimostriamo che se A è simmetrico, è anche chiuso.
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Supponiamo che {xn, Axn} converga a {x, y}. Dobbiamo dimostrare che
x ∈ D(A), Ax = y. La prima affermazione segue dal fatto che il dominio di A
è tutto H.
Sia allora z ∈ H. Si ha, utilizzando la simmetria

(z, y) = lim
n→∞

(z,Axn) = lim
n→∞

(Az, xn) = (Az, x) = (z,Ax)

ed essendo z generico, segue y = Ax.
♥

Diamo un esempio di un operatore non chiudibile.
Sia {φn} una base ortonormale completa in D(A), f ∈ H, f 6= 0 e assumiamo
che f non sia una combinazione lineare finita delle φk. Sia D l’insieme composto
da f e dalle combinazioni lineari finite delle φk e poniamo D(A) = D con la
seguente azione

A(af +
N∑
1

dkφk) = af. 5A.1

Si ha, per costruzione, {f, f} ∈ Γ(A). Inoltre

A(
N∑
1

dkφk) = 0, ∀{dk}, ∀N.

Per la completezza delle φk, esistono {δk} ,
∑
k |δk|2 <∞ tali che

f = lim
N→∞

δkφk.

Dunque {f, 0} ∈ Γ(A). Ma allora Γ(A) non è il grafico di una funzione, poiché
associa ad un elemento di H due elementi di H, cioè 0 e f .

♥
Definizione 5A.2 – aggiunto

Si dice aggiunto A∗ di A l’operatore che ha come dominio la collezione degli
elementi φ ∈ H tali che (φ,Aψ) sia continuo in ψ nella topologia di H.
Notare che per il teorema di rappresentazione di Riesz da questo segue che
esiste ξφ tale che (ψ,Aφ) = (ξφ, φ). Tale ξφ è definito in modo unico se D(A) è
denso in H. Altrimenti è unico come elemento del sottospazio D̄(A). Su questo
dominio A∗ agisce come segue

(ψ,Aφ) = (A∗ψ, φ) ∀φ ∈ D(A). 5A.2

♦
Lemma 5A.2

Si ha
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(i) A∗ è chiuso

(ii) A è chiudibile se D(A∗) è denso in H. In questo caso si ha

Ā = (A∗)∗ ≡ A∗∗.

(iii) Se A è chiudibile, allora (Ā)∗ = A∗.

♦
La verifica di questo Lemma è lasciata come esercizio.

Corollario
Segue da (ii) che se A è simmetrico, allora esso è chiudibile. Infatti, se A è

simmetrico, si ha D(A) ⊂ D(A∗) dunque se D(A) è denso, lo è anche D(A∗).
♦

D’ora in poi ci occuperemo quasi esclusivamente di operatori chiusi e simmetrici.
A questa classe appartengono gli operatori di Schrödinger che analizzeremo;
questo è dovuto al fatto che il Laplaciano appartiene a questa classe e l’addizione
di un potenziale abbastanza regolare non altera questa proprietà.

Definizione 5A.3
Si definisce insieme risolvente ρ(A) l’insieme dei numeri complessi λ per i

quali l’operatore (λI −A)−1 esiste ed è limitato.
♦

Nota 5A.1
Conviene notare che l’insieme risolvente è un insieme aperto. Infatti, se

λ0 ∈ ρ(A), e se λ− λ0 = ε è sufficientemente piccolo, si ha

(λI −A)−1 =
∑
k

(λ0I −A)−1(ε(λ0I −A)−1)k. 5A.3

Poiché (λ0I −A)−1 è per ipotesi limitato, con ε sufficientemente piccolo si ha

‖ε(λ0I −A)−1‖ < 1,

e la serie (5A.3) converge uniformemente, definendo così un operatore limitato.
♣

Definizione 5A.4 – spettro
Lo spettro σ(A) è il complemento nel piano complesso dell’insieme risolvente.

♦
Nota 5A.2

Dalla definizione segue che per ogni K > 0 l’insieme

σ(A) ∩ {λ : |λ| ≤ K} 5A.4
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è un insieme chiuso e limitato e quindi compatto.
♣

Definizione 5A.5 – raggio spettrale
Il raggio spettrale dell’operatore A è per definizione

r(A) ≡ sup
λ∈σ(A)

|λ|. 5A.5

♦
Lemma 5A.3

Si ha
r(A) = ‖A‖. 5A.6

♦
Dimostrazione

In generale, per operatori su spazi di Banach,

r(A) = lim inf
n→∞

(|An|) 1
n .

Per operatori su spazi di Hilbert vale la disuguaglianza

‖An+m‖ ≤ ‖A‖m‖A‖n.

♥
Nota 5A.3

Le definizioni di risolvente, spettro, raggio spettrale, si estendono ad opera-
tori su spazi di Banach. Se X è uno spazio di Banach, A è un operatore chiuso
su X, allora A∗ definito su X∗ da

(A∗φ)(x) ≡ φ(Ax)

è un operatore lineare. Più in generale, se X e Y sono spazi di Banach e
A : X → Y , un duale di A è definito da

A∗ : Y ∗ → X∗, (A∗φ)(x) = φ(Ax), φ ∈ Y ∗.

♣

Utilizziamo la notazione

‖A‖L(X,Y ) = sup
x∈X,‖x‖=1

‖Ax‖Y .

Si ha allora

Lemma 5A.4
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‖A‖L(X,Y ) = ‖A∗‖L(Y ∗,X∗). 5A.8

♦
Dimostrazione

Si ha

‖A‖L(X,Y ) = sup
x∈X,‖x‖=1

‖Ax‖Y

= sup
‖x‖≤1

sup
‖φ‖≤1

|φ(Ax)|.

sup
‖x‖≤1

sup
‖φ‖≤1

|A∗φ(x)| = sup
‖φ‖≤1

‖A∗φ‖ = ‖A‖L(Y ∗,X∗). 5A.9

♥
Lo spettro di un operatore su di uno spazio di Hilbert può essere un sottoinsieme
qualunque del piano complesso. Diamo un esempio di operatore per il quale lo
spettro è l’intero piano complesso e di un operatore il cui spettro è l’insieme
vuoto.

Esempio 1
Sullo spazio di Hilbert H = L2([0, 1]), si consideri l’operatore A = i ddx con

dominio di definizione l’insieme delle funzioni assolutamente continue in [0, 1].
Si ha ρ(A) = {∅}. Infatti per ogni λ ∈ C si ha

(A− λI)e−iλx = 0

e la funzione e−iλx è assolutamente continua. Ne segue che σ(A) = C.
♦

Esempio 2
Ancora sullo spazio di Hilbert H = L2([0, 1]), si consideri l’operatore diffe-

renziale A dall’esempio precedente, il cui dominio sia ora ristretto alle funzioni
assolutamente continue su [0, 1] che si annullano nell’origine. Verifichiamo che
ρ(A) = C.
Per ogni λ ∈ C e per ogni g ∈ H definiamo

(Sλg)(x) = i

∫ x

0

e−iλ(x−y)g(y)dy. 5A.10

L’operatore Sλ è limitato. Infatti

‖Sλg‖2∞ ≤ sup
0≤x≤1

|(Sλg)(x)|2 ≤
∫ 1

0

sup
x

∫ x

0

|g(y)|2dy ≤ C1‖g‖2 5A.11

Si può verificare che Sλ lascia invariante il dominio di A. Inoltre

(A− λI)Sλ = Sλ(A− λI) = 1. 5A.12
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Dunque (A− λI) è invertibile per ogni λ ∈ C. Ne segue che σ = {0}.
♦

Definizione 5A.6 – spettro essenziale
Il numero reale λ appartiene allo spettro essenziale σess(A) dell’operatore

autoaggiunto A se per ogni ε > 0 il proiettore spettrale E[λ−ε,λ+ε] ha codominio
di dimensione infinita.

♦
Definizione 5A.7 – spettro discreto

Lo spettro discreto σdisc(A) è il complemento di σess(A) in σ(A).
♦

Nota 5A.4
Un autovalore λ di A appartiene allo spettro discreto se e solo se ha molte-

plicità finita.
♣

Definizione 5A.8
Lo spettro puntuale dell’operatore A è l’insieme dei λ ∈ C per i quali

l’equazione Aφ = λ φ ha soluzione con φ ∈ H.
♦

Per analizzare ulteriormente la struttura di un operatore autoaggiunto A sullo
spazio di Hilbert separabileH, ricordiamo che, per il teorema spettrale, esiste un
minimo interoK ∈ (N∪∞) (si ammetteK = +∞), K misure µk, k = 1, . . . ,K
sulla retta reale ed un operatore unitario

U : H → ⊕iL2(R, dµi)

tale che sia UAU∗ = λI dove λ è la coordinata utilizzata su R, e I è l’identità.
Se nell’intervallo I solamente K0 delle misure hanno peso diverso da zero, si
dice che l’operatore A ha, nell’intervallo I, molteplicità spettrale K0.
Ricordiamo inoltre che ogni misura sulla retta reale si decompone in modo unico
in tre parti: una parte µp.p. puramente puntuale, una parte µa.c. assolutamente
continua rispetto alla misura di Lebesgue su R e infine un parte µsing che assegna
misura zero a qualunque collezione numerabile di punti ed è singolare rispetto
alla misura di Lebesgue.
Corrispondentemente a questa decomposizione si ha una decomposizione orto-
gonale

L2(R, dµ) = L2(R, dµp.p.)⊕ L2(R, dµa.c.)⊕ L2(R, dµs.c.).

Quindi per un operatore A si può definire la decomposizione ortogonale di H in

H = Hp.p.,A ⊕Ha.c.,A ⊕Hs.c.,A 5A.13

Ad esempio l’operatore A = − d2

dx2 , definito sulle quelle funzioni di L2(R) la cui
derivata seconda è a quadrato integrabile, è un operatore autoaggiunto il cui
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spettro è continuo, copre l’asse reale positiva e ha molteplicità due. L’operatore
unitario U è in questo caso la trasformazione di Fourier sotto la quale l’operatore
diventa l’operatore moltiplicazione per k2. La molteplicità spettrale è due poiché
uno stesso valore di k2 corrisponde ai valori +k e −k della coordinata su R.
L’operatore I (identità) su uno spazio di Hilbert di dimensione infinita ha spettro
puramente puntuale consistente nel numero uno. Il corrispondente sottospazio
ha dimensione infinita; pertanto lo spettro discreto di I è vuoto. Il numero 1
appartiene allo spettro essenziale dell’operatore I.
La misura spettrale di I è la somma diretta infinite volte della misura di Dirac
concentrata nel punto sull’asse reale di coordinata uno
Nel caso di spettro puntuale la molteplicità spettrale coincide con la dimensione
del sottospazio corrispondente al dato autovalore.
Per lo studio delle caratteristiche spettrali di un operatore autoaggiunto A è
importante un teorema di Ruelle. Prima di enunciarlo, notiamo la seguente
identità

lim
ε→0

1
2iπ

∫ b

a

(
1

A− λ− iε
− 1
A− λ+ iε

)
dλ =

1
2

(E[a,b] − E(a,b)) 5A.14

che segue immediatamente dall’isomorfismo che la rappresentazione spettrale di
A induce tra funzioni limitate di A ed L∞(R) e dal fatto che, posto

fε(x) ≡ 1
2iπ

∫ b

a

(
1

x− λ− iε
− 1
x− λ+ iε

)
dλ,

si ha che limε→0 fε è eguale a 0 se x non appartiene a [0, 1], è eguale a 1/2 se
x = a oppure x = b, ed infine è eguale ad uno se x ∈ (a, b).

Teorema 5A.5 (Ruelle)
Sia A autoaggiunto, φ ∈ H. Se esiste un numero p > 1 tale che

lim
ε→0

∫ b

a

|Im (φ,R(λ+ iε)φ)|pdλ < +∞, R(z) = (z −A)−1

allora E(a,b)φ ∈ Ha.c.,A.
♦

Dimostrazione
Sia S un aperto, e sia

∪Ni=1(ak, bk) ⊂ S, bk < ak+1, N < +∞.

Dalla disuguaglianza di Hölder, per ogni coppia di numeri positivi p, q con
1
q + 1

p = 1 si ha

(φ,ESφ) ≤ 1
2π

lim
ε→0

[∫ b

a

|Im (φ,R(λ+ iε)|pdλ

] 1
p

|S|
1
q
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dove |S| è la misura di Lebesgue di S. Dobbiamo dimostrare che se la misura
di Lebesgue ν(I) = 0 allora (φ,EIφ) = 0.
Poiché la misura di Lebesgue è regolare, esiste una successione SNi , i = 1, . . . , N
di intervalli disgiunti tali che I ⊂ ∪kSNk . Da ν(I) = 0 segue

inf
N

∑
k

|SNk |
1
q = 0, q > 1

e da questo si deduce (φ,ESφ) = 0.
♥

Terminiamo quest’appendice definendo le densità spettrali.
La misura µφ associata dall’operatore A allo stato φ dipende dallo stato scelto
e non è quindi una proprietà intrinseca dell’operatore, come invece può essere la
distribuzione degli autovalori se l’operatore ha uno spettro puramente puntuale.
Nel caso di operatori di Schrödinger in L2(RN ) che hanno spettro continuo, una
definizione di densità degli stati (densità spettrale ) può essere data nel seguente
modo.
Questa è una nozione molto utilizzata soprattutto in fisica dello stato solido.
Come ogni densità essa serve grosso modo a valutare il peso relativo della
parte dello spettro compresa in un dato intervallo.
Consideriamo l’operatore di Schrödinger H = −∆ + V (x) in L2(Rd) e sia KL

l’ipercubo di lato 2L centrato nell’origine. Assumiamo che la funzione V (x) sia
sufficientemente regolare.
Sia ∆L il laplaciano con condizioni al bordi di Dirichlet su ∂KL. Questo opera-
tore ha spettro totalmente puntuale e anche discreto poiché la sua risolvente è
un operatore compatto.
Se il potenziale V non è troppo singolare, anche HL ≡ ∆L + VL ha risolvente
compatta e quindi spettro totalmente puntuale. Abbiamo indicato con VL la re-
strizione a KL della funzione V . Indichiamo con NI(HL) il numero di autovalori
di HL contenuti nell’intervallo I dell’asse reale, contando le molteplicità.

Definizione 5A.9
Definiamo peso dell’intervallo I rispetto all’operatore H

pH(I) = lim
L→∞

NI(HL)
(2L)d

, 5A.14

se il limite esiste. Se pH(I) si estende a una misura dν(λ) sui Boreliani di
R e questa misura è assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue,
definiamo densità spettrale la funzione positiva misurabile ρ che soddisfa dν =
ρ(λ)dλ.

♦





Capitolo 6
Semigruppi e dissipazioni. Aspettazione condizionata.

Semigruppi di Markov

Nel capitolo precedente abbiamo discusso alcuni aspetti della dinamica in Mec-
canica Quantistica quando questa viene rappresentata da gruppi ad un parame-
tro di automorfismi di una C∗-algebra. Si tratta di una dinamica reversibile (e
in generale conservativa) che descrive sistemi isolati, in analogia con le equazioni
di Hamilton in Meccanica Classica.
In Meccanica Classica è anche possibile descrivere sistemi dissipativi che tipica-
mente hanno un’evoluzione verso posizioni di equilibrio. Questi sistemi hanno
scambi con l’ambiente esterno (tipicamente di energia e di quantità di moto), e
generalmente l’ambiente esterno è supposto non risentire dell’interazione con il
sistema in esame (un esempio tipico è un termostato).
In Meccanica Classica un’evoluzione dissipativa viene descritta in generale da
un semigruppo (ad esempio il semigruppo del calore per sistemi in cui avvenga
scambio di calore con l’ambiente esterno). Questo avviene anche in Meccanica
Quantistica.
In questo capitolo richiameremo semplici nozioni della teoria dei semigruppi e
daremo nozioni elementari della teoria delle dissipazioni, che giocano rispetto ai
semigruppi un ruolo simile a quello che le derivazioni hanno rispetto ai gruppi
continui ad un parametro.
E’ interessante notare che nel caso della Meccanica Classica è più naturale de-
finire un evoluzione reversibile in termini di moto dei punti nello spazio della
fasi, cioè dando le traiettorie t → z(t, z0) soluzione di equazioni differenziali
ordinarie. L’evoluzione della funzioni viene allora descritta per dualità.
Una tale descrizione può essere data, sotto opportune condizioni, anche per si-
stemi dissipativi; in questo caso il ruolo delle equazioni differenziali ordinarie
viene preso da equazioni differenziali stocastiche, la cui soluzione dà la proba-
biltà che nel corso del tempo venga seguita una data traiettoria nello spazio
delle fasi. Un esempio tipico è la descrizione del moto browniano che tratteremo
brevemente nel cap.14.
In Meccanica Quantistica un approccio di questo tipo è stato tentato (Meccanica
Stocastica di Nelson) ma non è stato ancora completato; per una indicazione
della strada da seguire e per alcuni risultati interessanti si possono consultare
il libro di P. Meyer [Mey95] o il libro di K.R. Partasarathy [Par92]. Noi non
tratteremo qui ulteriormente questo interessante problema.



168

Iniziamo con una descrizione elementare di alcune proprietà dei semigruppi. Un
trattazione estesa e sufficiente per le applicazioni in Fisica si trova ad esempio
in [Bre86]

Definizione 6.1
Un semigruppo su uno spazio di Banach X è un omeomorfismo {Tt} del

semigruppo R+ negli operatori limitati su X .
♦

Considereremo semigruppi ad un parametro continui, distinguendo tre tipi di
continuità:

(1) Continuità uniforme: limt→0 supx∈X,|x|≤1 ‖Ttx− x‖ = 0,

(2) Continuità forte: limt→0 ‖Ttx− x‖ = 0 ,∀x ∈ X,

(3) Continuità debole: limt→0 : φ(Ttx− x) = 0, ∀x ∈ X, φ ∈ X∗.

La continuità uniforme non è quasi mai verificata per sistemi di interesse fisico.
Questo è dovuto al seguente teorema: indichiamo con B(X) la collezione di tutti
gli operatori lineari chiusi e limitati su X e con |a| la norma di a ∈ B(X).

Teorema 6.1
Per un semigruppo in uno spazio di Banach le seguenti affermazioni sono tra

loro equivalenti:

i) Tt =
∑
n
tn

n!a
n (con convergenza in norma della serie);

ii) Tt è uniformemente continuo in t;

iii) x→ Tt x è uniformemente continuo in un intorno dell’origine in R+ ×X;

iv) Esiste a ∈ B(X) tale che limt→0 t
−1(Tt − I) = a.

♦
Dimostrazione

Sono ovvie le implicazioni i) → ii), iii) → iv); ii) → iii), iv → ii);
iii) → ii). (quest’ultima segue dalle proprietà del semigruppo). Resta dunque
da dimostrare ii) → i).
Per l’ipotesi di uniforme continuità l’espressione

τ−1

∫ τ

0

Tt dt = I − τ−1

∫ τ

0

(Tt − I) dt 6.3

definisce, per τ sufficientemente piccolo, un operatore lineare su X che che
differisce di poco dall’identità ed è quindi invertibile.
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Infatti si ha ‖τ−1
∫ τ

0
(Tt−I) dt‖ ≤ sup0≤t≤τ ‖Tt−I‖, ed anche lim supt→0 ‖(Tt−

I)‖ = 0. Poniamo

aτ ≡ (Tτ − I)
(∫ τ

0

Tt dt

)−1

. 6.4

Si verifica facilmente utilizzando la proprietà di semigruppo, che a2τ = aτ e per
iterazione aNτ = aτ . Per continuità aτ non dipende da τ. Posto a ≡ aτ , si ha

Tτ = I + a

∫ τ

0

Tt dt 6.5

da cui si ottiene i) per iterazione (la serie converge assolutamente poiché a è
limitato).

♥
Nota 6.1

Si può notare che l’operatore a soddisfa

d

dt
Ttx = aTtx, ∀x ∈ X. 6.6

♣

Nel caso di continuità forte esiste ancora un operatore con dominio denso per cui
(6.6) è soddisfatta, ma si tratta in generale di un operatore illimitato. Definiamo
ancora l’operatore

τ−1

∫ τ

0

Tt dt. 6.7

Esso è ancora definito per ogni x ma può non essere invertibile. Infatti per ogni
x esiste τx tale τ−1

x

∫ τx
0
Tt x dt differisce poco da x, ma può verificarsi che sia

infx τx = 0 (si noti che X non è compatto in generale).
Dimostriamo tuttavia che esiste un insieme denso in X per il quale l’operatore
(6.7) è invertibile. Per ogni x ∈ X poniamo

yτ,x ≡ τ−1

∫ τ

0

Ttx dt, τ > 0, x ∈ X. 6.8

L’insieme degli elementi di X che possono essere così ottenuti al variare di τ ed
x è denso in X (per la continuità rispetto a t). Inoltre si ha(

τ−1

∫ τ

0

Tt dt

)−1

yτ,x = x 6.9

(quindi x→ yx,τ è invertibile). Inoltre è facile verificare che

lim
t→0

t−1(Tt − I)yτ,x = a yτ,x. 6.10
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L’operatore a è dunque densamente definito in X e si ha, per y ∈ D(a),

ay = (Tτ − I)
(∫ τ

0

Tt dt

)−1

y

e quindi

Tτy = y + a

∫ τ

0

Tt y dt. 6.11

♥
Definizione 6.2

L’operatore a è detto generatore del semigruppo Tt.
♦

Si noti che la (6.11) non può essere iterata in generale se non eventualmente su
un sottoinsieme Ω, poiché può non esistere per ogni x un elemento z tale che

Tt yτ,x = Tτ yt,z.

Dunque in generale, dato a, la (6.11) non può essere risolta per iterazione se il
semigruppo non è continuo in x nella topologia della norma.
Ciò pone in maniera naturale un problema analogo a quello studiato nel caso
di sistemi reversibili: dato un operatore a su di uno spazio di Banach X con
dominio D(a), trovare le condizioni che assicurano l’esistenza di un semigruppo
x→ Tt(x) che sia per ogni x ∈ X continuo in t e tale che (6.11) sia soddisfatta
su un dominio denso in X (e quindi Tt abbia come generatore a).
Tratteremo solo il caso in cui il semigruppo è di contrazione.

Definizione 6.3
Un semigruppo t → Tt, t ≥ 0 su uno spazio di Banach X è detto essere di

contrazione se per ogni x ∈ X ed ogni t ≥ 0 vale ‖Tt x‖ ≤ ‖x‖.
♦

Nota 6.2
Tutti i gruppi di automorfismi sono semigruppi di contrazione. Inoltre, se

‖Tt x‖ ≤ ‖eαtx‖ per qualche α > 0 ci si può ridurre a un semigruppo di contra-
zione considerando T ′t ≡ e−αtTt. Il caso ‖Tt x‖ ≤ c‖x‖, c > 1 si tratta in modo
analogo.

♣

Una struttura importante nello studio dei semigruppi di contrazione è l’opera-
tore risolvente.

Definizione 6.4
Se Tt è un semigruppo di contrazione in uno spazio di Banach X, l’operatore

su X definito da

Rz x = −
∫ ∞

0

e−tz Tt x dt, Re (z) > 0 6.12
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è detto risolvente (con parametro z).
♦

È facile verificare che

‖Rz x‖ ≤
∫ ∞

0

e−tRe (z)‖Tt x‖ dt ≤
1

Re (z)
‖x‖, 6.13

dunque

‖Rz‖ ≤
1

|Re (z)|
. 6.14

Ne segue che Rz, Re (z) > 0 è un operatore limitato il cui codominio è denso in
X. Inoltre, per calcolo diretto, si ha

(a− zI)Rz = I, Rz(a− zI)x = x, x ∈ D(a). 6.15

Infatti

aRz x = lim
h→0

h−1(Th − I)Rzx

= lim
h→0

h−1(1− e−hz)
∫ ∞

0

e−zt Tt x dt+ h−1ezh
∫ ∞

0

e−zt Tt x dt

= z Rz x+ x

da cui segue la prima equazione in (6.15); la seconda si dimostra con procedi-
mento analogo, prendendo x in D(a).
Abbiamo dunque dimostrato che (6.14) e (6.15) sono condizioni necessarie per
l’esistenza del semigruppo di contrazione Tt con generatore a. Dimostriamo ora
che sono anche sufficienti. Questo è garantito dal seguente teorema.

Teorema 6.2 (Hille–Yosida)
Se un operatore a su uno spazio di Banach X è tale che (a− λI)−1, λ > 0,

definisce un’applicazione da X a D(a) e inoltre

‖a− λI‖−1 ≤ λ−1, λ > 0, 6.16

allora esiste unico un semigruppo di contrazione con generatore a.
♦

Nota 6.3
Nel caso di gruppi di automorfismi, che sono particolari semigruppi di con-

trazione, il generatore definisce una derivazione.
♣

Dimostrazione del teorema 6.2
Poniamo

aλ ≡ −λI − λ2(a− λI)−1, λ ∈ R+.
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Questa collezione di operatori è chiamata approssimante di Yosida di a. Si
verifica facilmente che se φ ∈ D(a) si ha limλ→∞ aλφ = aφ.
Gli operatori aλ sono limitati, commutano fra loro e ciascuno di essi genera un
semigruppo di contrazioni, continuo in norma. Infatti∥∥etaλφ∥∥ = e−tλ

∥∥∥e−tλ2(a−λI)−1
φ
∥∥∥ ≤ e−tλetλ‖φ‖ = ‖φ‖,

dove abbiamo utilizzato λ‖(a− λI)−1‖ ≤ 1. Inoltre si ha∥∥etaλ − etaµ∥∥ ≤ t‖aλ − aµ‖,
(notare che aλ e aµ commutano)

d

ds
etsaλ+(1−s)taµ = t(aλ − aµ)etsaλ+(1−s)taµ .

Ne segue che, se φ ∈ D(a) si ha, nel limite t→∞,

etaλφ→ Stφ,

dove St è un semigruppo di contrazione (quindi continuo). Poiché D(a) è denso
gli operatori St si estendono a tutto X e il limite è continuo in t per ogni x ∈ X
(come limite uniforme di funzioni continue).
Inoltre, se φ ∈ D(a)

Stφ− φ = lim
λ→∞

(et aλφ− φ) = lim
λ→∞

∫ t

0

esaλaλφ ds =
∫ t

0

Ss aφ ds.

Se b è il generatore di St si ha, dividendo per t e passando al limite, D(b) ⊇
D(a) e b ristretto a D(a) coincide con a. D’altra parte D(b) = (I − b)−1X, e
analizzando la stima data sopra segue D(a) ⊆ D(b). Dunque D(a) = D(b) e
quindi gli operatori a e b coincidono.

♥
Diamo una semplice applicazione del teorema di Hille-Yosida.
Sia X ≡ BU(0,∞) (funzioni limitate uniformemente continue su (0,∞)). Po-
niamo

(Ttf)(s) ≡ f(t+ s), t ≥ 0.

Si verifica facilmente che Tt è un semigruppo di contrazione (nella topologia
dell’estremo superiore), e che il generatore a soddisfa af = f ′.
Per ogni λ ∈ C l’equazione (λI − a)φ = 0 ha la soluzione φλ(t) = eλt. Dunque
per Reλ > 0 non vi sono soluzioni in BU(0,∞) e quindi l’operatore (a −
λI)−1, λ > 0 è definito da X a D(a). D’altra parte, per ogni funzione f
differenziabile in BU(0,∞) utilizzando la trasformata di Laplace, si ottiene

λ‖f‖ ≤
∥∥∥∥( d

dt
− λ
)
f

∥∥∥∥
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e quindi, posto φ = ( ddt − λ)f ,∥∥(a− λI)−1φ
∥∥ ≤ λ−1‖φ‖.

Dunque il semigruppo è generato, per il teorema di Hille-Yosida, dall’operato-
re d

dt .

Diamo ora una caratterizzazione dei generatori dei semigruppi di contrazione,
che assume ancora che il codominio di (a − λI), λ > 0 sia tutto X ma che
sostituisce la stima su ‖a − λI‖−1 con una proprietà lineare, più facilmente
verificabile. Questa caratterizzazione è data dal teorema di Lumer-Philips; la
proprietà lineare utilizzata corrisponde, nel caso di operatori ellittici, al principio
del massimo.
Faremo uso del seguente corollario del teorema di Hahn-Banach (che abbiamo
discusso nel cap. 4).

Corollario del teorema di Hahn-Banach
Se X è uno spazio di Banach e y un suo elemento esiste sempre nel duale

X∗ un elemento ly tale che

‖ly‖ = ‖y‖, l(y) = ‖y‖2. 6.17

♦
Nota 6.4

L’elemento ly che ha questa proprietà non è in generale unico. Chiameremo
faccia Fy la collezione di tutti gli elementi di X∗ che soddisfano (6.17).
A titolo di esempio, se X è la collezione di funzioni continue su un compatto, la
faccia associata ad una funzione f(x) è la collezione di misure di Borel di peso
‖f‖ = supx |f(x)| e concentrate nei punti di massimo di |f |.

♣

Utilizzeremo la seguente notazione
Definizione 6.5

Un operatore ∆ su uno spazio di Banach X è detto dissipativo (o equivalen-
temente accretivo o anche monotono) se

∀x ∈ D(∆), ∃η ∈ X∗, η(x) = ‖η‖‖x‖, Re (η(∆(x)) ≤ 0 6.18

(cioè vale (6.18) per ogni elemento di ciascuna faccia).
♦

Dimostreremo in seguito che se (6.18) vale per un elemento di una faccia, questa
relazione vale per ogni elemento di quella faccia.

Nota 6.5
Questa notazione è dovuta al fatto che l’operatore d2

dx2 che definisce l’equazio-
ne del calore risulta essere un operatore dissipativo. Questo esempio può essere
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utile per comprendere il significato ed il ruolo delle definizioni che daremo nel
caso generale.
Sia f una funzione di classe C2 su R nulla al di fuori di un compatto. Sia X lo
spazio di Banach delle funzioni continue che si annullano all’infinito con norma
supx∈R |f(x)|. Sia x0 ∈ R un punto in cui f raggiunge il suo valore massimo.
Allora

d2f

dx2

∣∣∣∣
x=x0

≤ 0. 6.19

Definiamo ora un funzionale δx0(g) ≡ g(x0). La (6.19) può essere scritta nel
modo seguente

δx0

(
d2f

dx2

)
≤ 0.

Quindi (6.19) deve essere soddisfatta, per il principio del massimo, se δx0 sod-
disfa

δx0(f) = sup
x∈R

f(x).

In particolare, se f ≥ 0, si ha ‖f‖ = supx∈R f(x) si ha dunque in questo caso

δx0(f) = ‖f‖.

♣

Una prima relazione tra semigruppi di contrazione e operatori dissipativi è la
seguente.

Lemma 6.3
Se Tt è un semigruppo di contrazione, il suo generatore a definito da

a x = lim
t→0

t−1(Tt x− x), x ∈ D(a)

è un operatore dissipativo.
♦

Dimostrazione
Se η(x) = ‖η‖‖x‖, si ha

η(ax) = lim
t→0

t−1(η(Tt x)− ‖η‖‖x‖)

Ma ‖η(Tt x)‖ ≤ ‖η‖‖x‖ e dunque, passando al limite Re (η(ax)) ≤ 0.
♥

Si ha inoltre
Teorema 6.4

L’operatore a sullo spazio di Banach X è dissipativo se e solo se

‖(a− λI)x‖ ≥ λ‖x‖, ∀λ > 0, ∀x ∈ D(a).
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♦
Dimostrazione
(⇒) : Se η ∈ Fx, Re (η(ax)) ≤ 0 si ha

‖η‖ ‖(λI − a)x‖ ≥ Re η((λI − a)x) ≥ λ|x|2.

Ma se η ∈ Fx, allora ‖η‖ = ‖x‖. Dunque ‖(λI − a)x‖ ≥ λ‖x‖.
(⇐) : Sia

‖(λI − a)x‖ ≥ λ‖x‖,∀λ > 0, ∀x ∈ D(a).

Fissato x ∈ D(a), sia

ηλ ∈ F(λ I−a)x, ξλ = ηλ ‖ηλ‖−1
.

Allora

λ‖x‖ ≤ ‖(λI − a)x‖ =
ηλ((λI − a)x)
‖ηλ‖

= λRe (ξλ(x))−Re (ξλ(ax)). 6.20

Per ipotesi, Re (ξλ(x)) ≤ ‖x‖ e quindi Re (ξλ(ax)) ≤ 0. Inoltre, dividendo (6.20)
per λ e prendendo il limite λ→∞ si ha

Re (ξ(x)) = ‖x‖ 6.21

dove ξ è un punto limite della successione ξλ (che questo limite esista segue
dalla compattezza che è garantita dal teorema di Banach-Alaoglu). Poiché ξ è
limite debole e ‖ξλ‖ = 1, si ha ‖ξ‖ ≤ 1. Ma allora da (6.21) segue

‖ξ‖ = 1 ξ(x) = ‖x‖. 6.22

Invero se ‖ξ‖ = 1 la convergenza delle ξλ è in senso forte, e ξ è l’unico limite.
Le equazioni (6.20) e (6.22) concludono la dimostrazione dell’implicazione (⇐).

♥
Utilizzeremo la seguente definizione

Definizione 6.6
Un operatore ∆ su X è detto massimale monotono se è monotono e inoltre

(λI − ∆)−1 è definito su tutto X e il codominio di (λI − ∆) è tutto X per
qualche λ > 0 (e quindi per tutti i λ > 0).

♦
La proprietà di massimale monotonia è necessaria e sufficiente perché un opera-
tore dissipativo (o monotono) sia il generatore di un semigruppo di contrazione.
Questo è il contenuto del seguente teorema:

Teorema 6.5 (Lumer–Philips)
Sia a un operatore su uno spazio di Banach X. Allora si ha:



176

i) Se a è dissipativo ed esiste λ > 0 tale che Ran[(λI − a)] = X , allora a è il
generatore di un semigruppo di contrazioni;

ii) Reciprocamente, se a è il generatore di un semigruppo di contrazioni, allora
a è dissipativo e Ran[(λI − a)] = X, ∀λ > 0.

Inoltre per ogni η ∈ Fx, Re (η(ax)) ≤ 0.
♦

Dimostrazione

i) Dalle ipotesi segue che (λ I − a)−1 è limitato e chiuso; quindi anche a è
chiuso. Per far uso del teorema di Hille-Yosida è sufficiente dimostrare che

Ran[(λI − a)] = X, ∀λ ∈ R+. 6.23

Infatti in questo caso, ponendo (a− λI)x = f si ha

‖f‖ ≥ λ
∥∥(a− λI)−1f

∥∥ , ∀f ∈ X.

Per dimostrare (6.23) si noti che

{λ ∈ R+, Ran(λI − a) = X}

è un insieme aperto (intersezione dell’insieme risolvente con il semiasse po-
sitivo) e al tempo stesso chiuso perché a è chiuso. Poiché esso non è vuoto,
deve coincidere con R+.

ii) Dal teorema di Hille-Yosida si ha

Ran(λI − a) = X, ∀λ ∈ R+.

Inoltre
η(Tt x) ≤ ‖Tt x‖‖η‖ ≤ ‖x‖2, ∀η ∈ Fx

dunque Re (η((Tt x−x)) ≤ 0. Dividendo per t e passando al limite si verifica
che l’operatore è massimale monotono.

♥
Un importante caso particolare del teorema di Lumer-Philips si ha quando anche
il duale X∗ è uno spazio di Banach e anche l’operatore a∗ è dissipativo1.
Notiamo anche che un operatore dissipativo non può avere autovalori positi-
vi. Infatti, se ax = λx, λ > 0, sia η ∈ Fx. Dunque η(x) = ‖x‖. Ma per

1Ricordiamo che l’aggiunto è definito nel modo seguente: D(a∗) = {f ∈ X∗, f(ax) è
continuo nella norma di X} e, se f ∈ D(a∗), a∗f = f(ax). Con questa definizione, a∗ è chiuso
nella topologia di X∗.
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ipotesi η(x) = λ−1η(ax), dunque η(ax) = λ‖x‖ che contraddice la condizione
Re (η(ax)) ≤ 0 È allora facile dimostrare

Proposizione 6.6 (corollario del teorema di Lumer–Philips)
Se a è densamente definito e chiuso sullo spazio di Banach X, se X∗ è

uno spazio di Banach e se a e a∗ sono entrambi dissipativi, allora a genera un
semigruppo continuo di contrazioni.

♦
Dimostrazione

Dimostriamo che Ran(I − a) = X. Se questo non fosse vero, poiché X∗
separa X, esisterebbe un elemento f di X∗ che annulla tutti gli elementi di
Ran(I − a). Dunque

f(x)− f(ax) = 0, ∀x ∈ D(a).

Dalla densità di D(a) segue f = a∗f e dunque f è un autovalore di a∗ all’auto-
valore 1; questo contraddice l’ipotesi che a sia dissipativo.

♥
Nota 6.6

Questo corollario è particolarmente utile se X è riflessivo (X∗∗ = X). Ad
esempio, nel caso in cui

X = Lp(Rn), X∗ = Lq(Rn), 0 < p, q <∞, 1
p

+
1
q

= 1

e l’operatore è definito su un dominio denso comune (ad esempio C1
0 (Rn)) ed è

simmetrico per la dualità tra X e X∗, cioè

(f, ag) = (af, g), g ∈ C1
0 ∩ Lp, f ∈ C1

0 ∩ Lq. 6.24

Un caso ancora particolare si ha quando p = q = 2. Se vale (6.24) allora a = a∗.
♣

Notiamo infine
Lemma 6.7

Un operatore dissipativo è chiudibile.
♦

Dimostrazione
Sia a dissipativo. Dal teorema di Hille-Yoshida si ha, con µ = −λ−1,

‖(I + µa)x‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ D(A), µ > 0.

Sia xn → 0, axn → y (convergenza in norma). Allora

‖(I + µa)(xn + µx′)‖ ≥ ‖xn + µx′‖, ∀x′ ∈ D(a)
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e prendendo il limite n→∞∥∥µy + µx′ + µ2ax′
∥∥ ≥ µ‖x′‖

da cui, dividendo per µ e passando al limite µ→ 0

‖y + x′‖ ≥ ‖x′‖, ∀x′ ∈ D(a). 6.25

Poiché D(a) è denso, da (6.25) segue y = 0.
♥

Il teorema di Nelson che abbiamo discusso in relazione alle derivazioni si estende
alle dissipazioni:
Teorema 6.8 (Nelson)

Se a è densamente definito e chiuso, le seguenti affermazioni sono tra loro
equivalenti:

i) L’operatore a genera un gruppo ad un parametro di isometrie;

ii) Gli operatori ±a sono entrambi dissipativi e hanno un insieme comune
denso di vettori analitici.

♦
Nelle applicazioni fisiche le dissipazioni sono spesso ottenute come limite di
operatori limitati. Per questo motivo sono importanti il teorema seguente, che
enunciamo senza dimostrazione, ed il suo corollario.
Teorema 6.9 ([Kur73])

Sia an una successione di generatori di un semigruppo di contrazione su uno
spazio di Banach X. Indichiamo con Γλn il grafico di (I − λan), λ > 0, e sia Γλ

il grafico limite. Le seguenti due affermazioni sono equivalenti:

i) Esiste un semigruppo fortemente continuo (in t) di contrazioni Tt tale che

lim
n→∞

∥∥etanx− Tt x∥∥ = 0, ∀x ∈ X, t ∈ R+;

ii) Il dominio e il range di (I − λan) sono densi in X per qualche λ > 0.

In questo caso, Γλ è il grafico di (I − λ a) dove a è il generatore di Tt.
♦

Conviene mettere in evidenza il seguente

Corollario al teorema 6.9
Siano an generatori di semigruppi di contrazione. Supponiamo che esista un

insieme denso D in X e un operatore limite

lim
n→∞

anx = ax, x ∈ D. 6.26
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Se il codominio di (I − λ a) è denso in X per almeno un λ > 0, allora ā (la
chiusura di a) è il generatore di un semigruppo di contrazione, e inoltre vale

eta(x) = lim
n→∞

etan(x), ∀x ∈ X, ∀t ≥ 0

con convergenza uniforme sui compatti in t.
♦

Notiamo infine il seguente risultato di uso frequente

Teorema 6.10
Sia a dissipativo e Ran[(I − a)] = X. Se X è riflessivo, allora D(a) è denso

in X.
♦

Dimostrazione
Sarà sufficiente dimostrare che

f ∈ X∗, f(x) = 0, ∀x ∈ D(a)⇒ f = 0.

Procedendo come nella dimostrazione del teorema di Lumer-Philips, si vede che
dalle ipotesi del teorema segue che Ran[(λI − a)] = X.
Dunque per ogni n ∈ N ed ogni x ∈ D(a) esiste xn definito da

x = xn −
1
n
axn. 6.27

Da (6.27) e da x ∈ D(a) segue xn ∈ D(a2), e moltiplicando per a entrambi i
membri di (6.27)

ax = axn −
1
n
a2xn ⇒ axn =

(
I − 1

n
a

)−1

ax.

Poiché a è dissipativo, si avrà ‖axn‖ ≤ ‖ax‖, ed essendoX riflessivo le palle inX
sono compatte nella topologia di X∗. Pertanto esiste una sottosuccessione, che
indichiamo ancora con axn, che converge. Sia y il limite. Per ipotesi, f(x) = 0,
∀x ∈ D(a). Dunque

f(axn) = n f(xn − x) = 0.

Prendendo il limite per n→∞ e ricordando che f è continua, si deduce f(y) = 0.
Poiché a è chiuso, si ha y = ax. Dunque f(ax) = 0 e ne segue

f((I − a)x) = 0, ∀x ∈ D(a).

Ma per ipotesi Ran[(I − a)] = X; ciò implica f(z) = 0 ∀z ∈ X.
♥
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6.1 Semigruppi di contrazione su C∗-algebre

Abbiamo fatto finora la sola ipotesi sulle spazio X che sia di Banach. Vediamo
adesso qualche ulteriore proprietà nel caso in cui X sia anche una C∗-algebra.
Nel caso commutativo, ad esempio nello studio dei semigruppi di contrazione su
L∞(Rn), è particolarmente importante la sottoclasse dei semigruppi che preser-
vano la positività. In corrispondenza di questi semigruppi è possibile definire
probabilità di transizione e processi stocastici.
Notiamo ad esempio che preserva la positività ogni semigruppo che si ottiene
mediante flussi su un spazio di probabilità Ω. Ad esempio, se φ(ω) è la soluzione
di un’equazione differenziale stocastica, il semigruppo

L∞(Ω) 3 f 7→ ft, ft(ω) = f(φ(−t, ω))

preserva la positività.
Studieremo quindi la sottoclasse di semigruppi di contrazione su una C∗-algebra
che preservano la positività (lasciano invariante il cono degli elementi positivi).
Gran parte dei risultati che discuteremo, ma non tutti, hanno una controparte
nel caso in cui esista in X un cono acuto (V ∩(−V ) = 0) che è lasciato invariante
dal semigruppo.

Proposizione 6.11
Se A è una C∗-algebra e αt è un semigruppo che ha le proprietà, per ogni

a ∈ A, t ∈ R+,

αt(x∗) = (αt(x))∗, αt(x∗x) ≥ αt(x∗)αt(x), 6.28

allora il suo generatore ∆ soddisfa

∆(x∗x) ≥ x∗∆(x) + ∆(x∗)x 6.29

se x∗x, x∗, x ∈ D(∆).
♦

Dimostrazione
Da (6.28) si ha

αt(x∗x)− x∗x ≥ α∗t (x)αt(x)− x∗x
= α∗t (x)(αt(x) x− x) + (α∗t (x)− x∗)x.

Dividendo per t e passando al limite t → 0 si ottiene (6.29) nell’ipotesi in cui
tutti gli elementi che compaiono appartengano a D(∆).

♥
Definizione 6.7 – Dissipazioni

L’operatore ∆ su A viene detto una dissipazione se vale (6.29).
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♦
Esempio

Sia

A ≡ L∞[0, 1], ∆ ≡ d2

dx2
.

Allora
d2

dx2
(f̄ f) =

d2f̄

dx2
f + f̄

d2f

dx2
+ 2

df̄

dx

df

dx

≥ d2f̄

dx2
f + f̄

d2f

dx2
6.30

♦
Notiamo che ogni derivazione è una dissipazione, mentre non è vera l’afferma-
zione inversa.
Dalla (6.29) segue che il quadrato di una dissipazione è una dissipazione. Inoltre,
se δ é una derivazione (o una dissipazione) per ogni intero N e per ogni scelta
di a1, . . . , aN in A si ha

[[δ2(a∗i aj)]]N ≥ [[δ2(a∗i ) aj + a∗i δ
2(aj)]]N

dove il simbolo [[· · · ]]N indica la matriceN×N i cui elementi sono esplicitamente
indicati e la disuguaglianza va intesa nella C∗-algebra A ⊗ BN , dove BN è
l’algebra delle matrici complesse N ×N .
Conviene introdurre una sottoclasse specifica di dissipazioni:

Definizione 6.8
Una dissipazione viene detta N -positiva se, per ogni scelta di Ak, k =

1, . . . , N , si ha nel senso delle matrici

[[∆(a∗i aj)]]N ≥ [[∆(a∗i ) aj + a∗i ∆(aj)]]N 6.31

e viene detta essere completamente positiva se (6.31) vale per ogni intero N .
♦

Nota 6.7
Nel caso dei semigruppi le corrispondenti condizioni sono

[[αt(a∗i aj)]]N ≥ [[αt(a∗i )αt(aj)]]N .

♣

Come nel caso delle derivazioni, iniziamo con lo studio delle dissipazioni limitate.

Teorema 6.12 ([EHO79])
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Sia ∆ un’applicazione lineare chiusa e limitata su una C∗-algebra A, e
definiamo

et∆ ≡
∞∑
0

tn

n!
∆n, t ∈ R+.

Allora sono equivalenti:

i) ∆(a∗a) ≥ ∆(a∗) a+ a∗ ∆(a), a ∈ A;

ii) et∆(a∗a) ≥ et∆(a∗) a+ a∗ et∆a, t ∈ R+.

♦
Dimostrazione

La i) segue dalla ii) per differenziazione all’origine. Per dimostrare i) → ii)
utilizziamo un calcolo esplicito.

et∆(a∗a)− et∆(a∗)et∆(a) =
∫ t

0

ds
d

ds

[
es∆

(
e(t−s)∆(a∗)e(t−s)∆(a)

)]
=
∫ t

0

ds es∆
{

∆
[
e(t−s)∆(a∗)e(t−s)∆(a)

]
−∆

[
e(t−s)∆(a∗)

]
e(t−s)∆(a)

− e(t−s)∆(a∗)
}

= ∆[e(t−s)∆(a)] =
∫ t

0

ds es∆ Ξ(t− s, a∗, a)

dove Ξ(t− s, a∗, a) è maggiore o uguale a zero per le ipotesi fatte.
Basta dunque dimostrare che es∆ preserva la positività. Questo è il contenuto
della Proposizione seguente, che ha un interesse indipendente.

Proposizione 6.13
Se ∆ è limitato, il punto ii) del teorema 6.12 implica che et∆ preserva la

positività.
♦

Dimostrazione
Notiamo innanzitutto che per ogni stato ω si ha

a ∈ A, a ≥ 0, ω(a) = 0 ⇒ ω(∆(a)) ≥ 0. 6.32

Infatti, essendo ∆ una dissipazione, ponendo a = b2, si ha

∆(a) ≥ ∆(b) b+ b ∆(b).

Poniamo ora ∆(b) = z. Dalla disuguaglianza di Schwarz |ω(z∗b)|2 ≤ ω(z∗z)ω(b∗b) =
0 si deduce allora (6.32).
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Inoltre, se per a ∈ A si ha a ≥ 0, ay = 0 per qualche y ∈ A, allora deve essere

y∗∆(a)y ≥ 0. 6.33

Infatti per ipotesi ω(y∗ay) = 0, ∀ω, dunque per (6.32) ω(y∗∆(a)y) ≥ 0, da cui
segue (6.33). Notiamo ora che

et∆ = lim
n→∞

(
I − t

n
∆
)−n

.

Dunque per dimostrare che et∆ preserva la positività, è sufficiente dimostrarlo
per (I − λ∆)−1 per λ sufficientemente piccolo.
E’ sufficiente fare la dimostrazione in ogni rappresentazione di A in uno spazio
di Hilbert H. Intendiamo pertanto nel seguito di questa dimostrazione che a sia
un operatore chiuso e limitato su H.
Per densità è sufficiente dimostrare che se a∗ = a, e (I−λ∆)a ≥ 0, allora a ≥ 0.
Sia a = (a+ − a−) la decomposizione di a nella parte positiva e nella parte
negativa. Ricordiamo dal teorema spettrale che per ogni operatore limitato au-
toaggiunto a esiste una trasformazione isometrica invertibile U tale che U−1 a U
risulti essere la moltiplicazione per una funzione misurabile f su uno spazio di
misura (X,µ).
Siano rispettivamente f± le parti positiva e negativa della funzione f . Gli ope-
ratori a± (parte positiva e parte negativa di a) sono definiti da a± = U−1f±U .
Per costruzione a+a− = 0. Dunque, per (6.33) a−∆a+a− ≥ 0.
Inoltre

0 ≤ a−(I − λ∆)(a)a− = −a3
− − λa− ∆(a+) a− + λ a− ∆(a−) a−.

Dunque 0 ≤ −a3
− + λ a− ∆(a−) a−, e da questo segue

‖a−‖3 ≤ λ ‖a−‖3 ‖∆‖.

Scegliendo λ < |∆|−1, si deduce a− = 0. Questo termina la dimostrazione della
proposizione 6.13 e quindi dell’implicazione ii) → i) del teorema 6.12.

♥
Abbiamo visto che le due condizioni equivalenti del teorema 6.12 sono sufficienti
affinché il semigruppo preservi la positività. È importante anche sapere se sono
necessarie. A questo risponde il seguente teorema del quale non daremo la
dimostrazione.

Teorema 6.14 ([EHO79])
Sia A una C∗-algebra con unità e, e sia ω uno stato. Allora un operatore

limitato ∆ è il generatore di un semigruppo che preserva la positività se e solo
se è soddisfatta una delle seguenti tre condizioni equivalenti tra loro:
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i) a ∈ A, a > 0, ω(a) = 0 ⇒ ω(∆(a)) ≥ 0;

ii) ∆(a2)− a∆(e) ≥ ∆(a) a+ a ∆(a), ∀a = a∗ ∈ A;

iii) ∆(e)− u∗∆(e)u ≥ ∆(u∗)u+ u∗∆(u), ∀u ∈ A, u∗u = uu∗ = e.

♦
Una parziale estensione di questo risultato al caso in cui ∆ non è limitato si trova
in [BrR81]. Una discussione molto dettagliata sui semigruppi che preservano la
positività su spazi di Banach ordinati (che ammettono un cono proprio) si trova
in [BaR84].
Nello studio degli operatori su spazi di Banach abbiamo definito gli operatori
dissipativi E’ interessante trovare condizioni sotto cui la dissipazione ∆ definita
su una C∗-algebra A risulta essere un operatore dissipativo su A come spazio di
Banach. Un semplice risultato che dà una condizione sufficiente è il seguente:

Teorema 6.15
Condizione sufficiente affinché la dissipazione ∆ sia un operatore dissipativo

sullo spazio di Banach A è che valgano le seguenti condizioni

1) D(∆) è una sottoalgebra densa;

2) e ∈ D(∆);

3) a ≥ 0, a ∈ D(∆) ⇒
√
a ∈ D(∆).

♦
Nota 6.8

Se la dissipazione ∆ vista come operatore sullo spazio di Banach A è un
operatore chiuso e limitato, come nel teorema 3.9, queste condizioni sono au-
tomaticamente soddisfatte. Inoltre ogni elemento a ∈ A è analitico, quindi la
dissipazione ∆ rappresenta un operatore massimale monotono ed è il generatore
di un semigruppo di contrazione.

♣

Dimostrazione del teorema 6.15
Sia a ∈ D(∆), η ∈ Fa∗a, ‖η‖ = 1. Definiamo ηa(y) ≡ η(a∗y). Allora

ηa(a) = η(a∗a) = ‖a‖2, ηa
‖ηa‖

∈ Fa.

Poiché η è uno stato, e ∆ è una dissipazione,

2 Re ηa(∆(a)) = η(a∗∆(a)) + η(∆(a)a) ≤ η(∆(a∗a)). 6.34

Poniamo
y ≡

√
‖a‖2e− a∗a, y2 = ‖a‖2e− a∗a,
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così che
η(y2) = 0. 6.35

Allora per l’ipotesi iii) si ha y ∈ D(∆), mentre da (6.34) si ha

2 Re ηa(∆(a)) ≤ ‖a‖2η(∆(e))− η(∆(y2)).

Ma ∆(e) = ∆(e2) ≥ 2e∆(e), quindi ∆(e) ≤ 0. Inoltre

η(∆(y2)) ≥ η(y∆(y)) + η(∆(y)y) = 0, 6.36

come si deduce da (6.35) e dalla disuguaglianza di Schwarz. Ne concludiamo
che Re (ηa(∆(a)) ≤ 0 e quindi ∆ rappresenta un operatore dissipativo su A.

♥

6.2 Semigruppi completamente positivi. Aspettazioni condizionate

Abbiamo visto che le derivazioni e i loro quadrati sono dissipazioni comple-
tamente positive. Nel caso commutativo ogni dissipazione è completamente
positiva. Questo non è vero per dissipazioni su algebre noncommutative.
Conviene dare una definizione di positività per applicazioni di una C∗-algebra
A ad una C∗-algebra B. Se B = A, si è nel caso discusso finora; se B = R,
le applicazioni sono stati. Se B è una sotto–C∗-algebra di A, si parlerà di
condizionamento.
Per comprendere questa terminologia si consideri ad esempio il caso commuta-
tivo in cui A è l’algebra delle funzioni su T 2 ≡ T 1 × T 1, mentre B è l’algebra
delle funzioni della sola prima variabile. Allora ad esempio uno stato è descritto
da

f 7→
∫
T 2
f(x1, x2) dx1 dx2 : A → R.

Il condizionamento di f a una funzione solo della prima variabile è dato da

f 7→ f̃(x1) ≡
∫
f(x1, x2) dx2 : A → B.

Poniamo le seguenti definizioni:

Definizione 6.9
Un’applicazione lineare Φ di una C∗-algebra A in una C∗-algebra B è detta

N -positiva se l’applicazione

Φ⊗ In : A⊗MN → B ⊗MN 6.37

è positiva. Essa è detta fortemente N -positiva se vale la disuguaglianza tra
matrici

[[Φ(a∗i aj)]]N ≥ [[Φ(a∗i )Φ(aj)]]N , ∀aj ∈ A, j = 1, . . . , N. 6.38
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Un’applicazione è detta completamente positiva se (6.38) vale per ogni intero N .
♦

Per le applicazioni valgono le inclusioni naturali date dal seguente

Teorema 6.16 ([Eva76])
Φ fortemente N -positiva ⇒ Φ N -positiva ⇒ Φ fortemente (N − 1)-positiva.

♦
Da questo teorema e dal teorema 6.9 si deduce come corollario la seguente
proposizione.

Proposizione 6.17
Se ∆ è un’applicazione limitata su una C∗-algebra A, posto

et∆ ≡
∑ tn

n!
∆n, t ∈ R+,

le due affermazioni seguenti sono tra loro equivalenti:

i) ∆ è una dissipazione completamente positiva;

ii) et∆ è un semigruppo di contrazioni completamente positivo.

♦

Nota 6.9
Conviene sottolineare qui il motivo per il quale i semigruppi completa-

mente positivi hanno uno speciale interesse nelle applicazioni alla Meccanica
Quantistica.
Ogni gruppo ad un parametro di automorfismi di una C∗-algebra A è un semi-
gruppo (se considerato solamente per t ∈ R+) positivo, e dotato di un’estensione
completamente positiva

a⊗ b→ αt(a)⊗ b, b ∈MN ,

che corrisponde a considerare N volte separatamente il sistema descritto dalla
C∗-algebra A, o anche al considerare il sistema in esame come non interagente
con un sistema che agisce su MN . Dunque, per sistemi isolati, la dinamica è
descritta da semigruppi (o gruppi) completamente positivi il cui generatore è
una dissipazione completamente positiva (o una derivazione).
Nello studio di sistemi non isolati, ci si può aspettare che la descrizione della
dinamica si possa ottenere considerando l’effetto che produce sul sottosistema
d’interesse l’evoluzione di un sistema dinamico complessivo isolato (ad esempio
comprensivo di un bagno termico). Questa riduzione della dinamica ad un
sottosistema si può rappresentare come un condizionamento.
Esplicitamente indichiamo con A le osservabili del sistema complessivo, che
supporremo isolato, e con αt il gruppo ad un parametro di automorfismi che
descrive la dinamica di A.
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Indichiamo con B la sotto–C∗-algebra di A che rappresenta il sistema che
vogliamo studiare e con ι l’identificazione di B come sottoinsieme di A.
Sia γ il condizionamento A → B (un’applicazione completamente positiva). Sia
γ che αt sono applicazioni completamente positive, e la composizione preserva
questa proprietà . Quindi l’evoluzione del sottosistema B è descritta ad ogni
istante t dall’applicazione completamente positiva B → B data da

Tt ≡ γ αt ι, t ∈ R+. 6.39

Non si tratta in generale di un semigruppo, ma lo può essere in un opportuno
limite (ad esempio quando A = B ⊗ D, e si scelgono opportunamente D e
l’interazione e si riscala opportunamente il tempo).
Torneremo in seguito su questo problema; qui ci interessa solamente mettere
il luce l’origine dell’interesse in fisica per le applicazioni completamente posi-
tive. Per uno studio dettagliato dei semigruppi completamente positivi si può
consultare [Dav73, Dav74, ChE79, Lin76].

♣

Va peraltro notato che è sempre vero l’inverso, cioè che ogni semigruppo di
contrazione di una C∗-algebra A che preserva la positività può essere espresso
mediante condizionamento di un gruppo ad un parametro di automorfismi di
una C∗-algebra più grande. Questo è il contenuto del teorema di Stinespring.
Teorema 6.18 ([Sti55])

Sia A ⊂ B(H) una C∗-algebra con unità, sia Φ un’applicazione di A in sé,
completamente positiva. Allora esiste uno spazio di Hilbert K e un’applicazione
limitata V : H → K tale che

Φ(a) = V ∗πS(a)V, 6.40

dove πS è una rappresentazione di A in B(K).
♦

Nota 6.10
La notazione A ⊂ B(H) può sembrare superflua; infatti ogni C∗-algebra ha

una rappresentazione fedele in termini di operatori in un opportuno spazio di
Hilbert. Notiamo però che lo spazio di rappresentazione K entra nella costru-
zione dell’estensione, e si ottengono estensioni diverse per diverse scelte di K.
Vedremo che la rappresentazione di Stinespring è unica a meno di isometrie
parziali tra gli spazi costruiti nel processo di dilatazione.

♣

Dimostrazione del Teorema 6.18
Indichiamo con ξk e ηi due basi ortonormali in H e con ak, bi due successioni

di elementi di A dense in A. Consideriamo lo spazio A⊗H in cui definiamo la
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forma sesquilineare

<
∑
i

ai ⊗ ξi,
∑
k

bk ⊗ ηk >≡
∑
i,k

(Φ(b∗kai)ξi, ηk) 6.41

dove le somme sono su un numero finito di indici. Questa forma quadratica è
positiva perché l’applicazione Φ è completamente positiva. È facile verificare
che la forma è chiudibile e la sua chiusura definisce un prodotto scalare (perché
per ipotesi l’applicazione Φ è completamente positiva).
Definiamo un’applicazione Ψ da A a volari nello spazio delle applicazioni lineari
su A⊗H, mediante

Ψ(a)
∑
i

bi ⊗ ηi =
∑
i

(a bi)⊗ ηi.

Si può facilmente vedere che per ogni ξ ∈ A⊗H si ha

(Ψ(a)ξ,Ψ(a)ξ) ≤ ‖A‖2(ξ, ξ).

Sia N il sottospazio nullo per il prodotto scalare definito da (6.41). Definiamo
K come lo spazio di Hilbert ottenuto per completamento di (A ⊗ H)/N nel
prodotto scalare definito dalla forma quadratica (6.41).
Definiamo ancora V nel modo seguente

V ξ ≡ I ⊗ ξ +N .

Per costruzione si tratta di un’isometria di H in K.
Sia πS la rappresentazione di A in K data da

πS(a)
(∑

bk ⊗ ηk
)

=
∑

abk ⊗ ηk. 6.42

Per calcolo diretto si verifica che

Φ = V ∗πSV.

♥
Il teorema di Stinespring può essere riformulato in questo modo: ogni applica-
zione completamente positiva T tra due C∗-algebre A, A0 può essere descritta
come composizione di due naturali applicazioni completamente positive: uno ∗-
omeomorfismo (dilatazione) πS di A in B(K), seguito da una compressione sulla
C∗-algebra A0

T (a) = V ∗πS(a)V.

Chiameremo rappresentazione di Stinespring questa tripla {πS , V, K}.
La rappresentazione di Stinespring è unica a meno di isometrie parziale tra gli
spazi costruiti nel processo di dilatazione. Infatti dalla costruzione segue che
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se {πS , V, K} e {π′S , V ′, K′} sono due rappresentazioni di Stinespring, esiste
un’isometria parziale U : K → K′ tale che valga

U V = V ′, U∗V ′ = V, UπS(a) = π′S(a) U.

La rappresentazione è detta minimale se l’insieme

{πS(a) V φ, a ∈ A, φ ∈ H}

è denso in K. Due rappresentazioni minimali dell’applicazione completamente
positiva T sono tra loro unitariamente equivalenti.
Il teorema che segue, dovuto ad Arveson, può essere considerato un corollario del
teorema di Stinespring; si tratta di una generalizzazione del teorema di Hahn-
Banach al caso di applicazioni completamente positive. Si noti che, se lo spazio
di Hilbert H ha dimensione (complessa) uno, l’applicazione Φ è uno stato.

Teorema 6.19 (Arveson)
SiaA una sotto–C∗-algebra di una C∗ algebra B, con e ∈ A. Ogni applicazio-

ne completamente positiva Φ : A → B(H) può essere estesa ad un’applicazione
completamente positiva Φ1 : B → B(K) tale che Φ1/A = Φ.

♦
Gli stati di una C∗-algebra sono applicazioni A → C completamente positive. È
quindi naturale cercare di generalizzare alle applicazioni completamente positive
la definizione di funzione distanza introdotta da Bures per gli stati di una W ∗-
algebra. Questa a sua volta è la generalizzazione al caso non-commutativo della
distanza tra due misure di probabilità.

Definizione 6.10 – distanza di Bures
Sia A una W ∗-algebra, Σ l’insieme dei suoi stati normali π una sua rap-

presentazione mediante operatori sullo spazio di Hilbert H.. Per ogni ρ ∈ Σ
definiamo l’insieme Sπ(ρ)

Sπ(ρ) ≡ x ∈ H : (x, π(a)x) = ρ(a), ∀a ∈ A. 6.43

Quindi il vettore x induce lo stato ρ nella rappresentazione Π.
Se Sπ(ρ) oppure Sπ(τ) sono vuoti, definiamo dπ(ρ, τ) = [ρ(I)τ(I)]

1
2 . Altrimenti

definiamo
dπ(ρ, τ) = inf {‖x− y‖, x ∈ Sπ(ρ), y ∈ Sπ(τ)}. 6.44

La distanza di Bures d(ρ1, ρ2) tra due stati ρ1 e ρ2 allora per definizione

d(ρ, τ) = inf
π∈Λ

dπ(ρ, τ).

Introducendo

ξπ(ρ, τ) = sup {|(x, y)| ; s ∈ Sπ(ρ), y ∈ Sπ(τ)}, ξ(ρ, τ) = inf
π∈Λ

ξπ(ρ, τ),
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abbiamo allora
d(ρ, τ)2 = ρ(I) + τ(I)− 2ξ(ρ, τ). 6.45

♦
Nota 6.11

La distanza di Bures ha due applicazioni principali:

1) Sia data una collezione diW ∗-algebre semi-finite {Wi, i ∈ I}, e per ciascuna
di esse uno stato normale ρi. Definiamo A = ⊗i∈I(Ai, ρi). Definiamo su A
uno stato normale mediante

ρ(a) = ⊗i∈Fρi(ai), a ∈ A. 6.46

Supponiamo ora che per ciascun valore dell’indice i esista un isomorfismo φi
dell’algebra Ai su un’altra algebra Bi.
Allora un isomorfismo tra ⊗(A1, ρi) e ⊗(B1, τi) esiste se e solo se∑

[dφi(ρi, τi)]
2 < +∞.

2) Se ciascun algebra Ai è un fattore finito con traccia normalizzata τi allo-
ra ⊗(Ai, ρi) è finito se e solo se∑

i

[d(ρi, τi)]2 < +∞.

♣

Definizione 6.11 – distanza tra due applicazioni completamente positive
La distanza tra due applicazioni completamente positive Ti : A → B(H) è

per definizione

dπ(T1, T2) ≡ inf
π
dπ(T1, T2), dπ(T1, T2) = inf {‖V1 − V2‖ , V1 ∈ S(Ti, π)},

6.47
dove, per un’applicazione completamente positiva T , l’insieme S(T, π) è definito
come l’insieme di tutti gli operatori V : H → K tali che {π, V K} dilati T . Se
uno di questi insiemi è vuoto, dπ = +∞.

♦
Ricordiamo che per applicazioni lineari T tra spazi normati X e Y la norma
‖T‖ è definita come sup‖x‖≤1 ‖Tx‖. Per le applicazioni completamente posi-
tive, conviene introdurre un norma associata al prodotto T ⊗ In, n = 1, 2, . . ..
Definiamo la norma mediante

‖T‖c.l. = sup
n∈N

‖T ⊗ In‖
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dove In è l’applicazione identità sulle matrici N ⊗ N . Le applicazioni per le
quali ‖T‖c.l. è finita vengono dette completamente limitate.
Ogni applicazione completamente positiva è completamente limitata, e si ha

‖T‖c.l. = ‖T‖ = ‖T (IA)‖ = ‖V ∗ V ‖ = ‖V 2‖,

dove V è la dilatazione di Stinespring per T .
Ovviamente ‖T‖ ≤ ‖T‖c.l.. Per algebre abeliane si ha uguaglianza. Si può inol-
tre dimostrare che esiste un rappresentazione π e due dilatazioni di Stinespring
Vi : H → K tali che valga

‖V1 − V2‖ = dπ(T1, T2). 6.48

Se πi, Vi, Ki sono dilatazioni minimali per le applicazioni completamente
positive T1, T2, si può scegliere π = π1 ⊕ π2.
Per completezza, diamo anche la definizione di distanza per applicazioni comple-
tamente positive tra C∗-algebre, non necessariamente realizzate concretamente
mediante operatori su opportuni spazi di Hilbert.

Definizione 6.12
Date due C∗-algebre A e B, definiamo la distanza (di Bures) d tra due

applicazioni completamente positive T1 e T2 come

d(T1, T2) ≡ inf
T̂

∥∥∥[T̂1,1(IA) + T̂2,2(IA)− T̂1,2(IA)− T̂2,1(IA)
]∥∥∥ 1

2
. 6.49

L’estremo inferiore è preso su tutte le estensioni completamente positive T̂ : A →
B ⊗ B(C2) ' M2(B) in cui la matrice 2 × 2 che rappresenta T̂ è composta da
applicazioni completamente positive tali che T̂i,i = Ti.

♦
Con questa definizione di distanza per le applicazioni completamente positive il
risultato precedente di continuità per gli stati può essere generalizzato al caso
in cui l’immagine sia un’algebra iniettiva.
Ricordiamo che una C∗-algebra B è detta iniettiva se per ogni C∗-algebra A e
ogni sottoalgebra S di operatori isomorfa ad una sottoalgebra di A, ogni appli-
cazione completamente positiva da S in B può essere estesa ad un’applicazione
completamente positiva da A in B.
Un’algebra di operatori è iniettiva se e solamente se esse è iperfinita, cioè è la
chiusura di una successione infinita crescente di algebre finito-dimensionali.
Si può dimostrare che un’algebra S concretamente realizzata mediante operatori
su uno spazio di Hilbert H è iniettiva se esiste un’applicazione completamente
positiva P : B(H) → S tale che P (a) = a per tutti gli elementi a ∈ S. In que-
sto caso l’applicazione P viene detta aspettazione condizionata completamente
positiva.
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Ulteriori dettagli e risultati sulle applicazioni completamente positive possono
essere trovati in [Pau02]
Una particolare classe di applicazioni completamente positive sono le aspettazio-
ni condizionate, che abbiamo visto essere importanti nella discussione di sistemi
aperti per analizzare le osservabili di sottosistemi.

Definizione 6.13 – aspettazione condizionata
SiaA una C∗-algebra, B un’algebra di von Neumann, C una sotto–C∗-algebra

di A.
Sia Φ : A → B normalizzata (cioè Φ(e) = e) positiva, tale che la chiusura
debole di Φ(C) sia B, e inoltre C → Φ(C) sia un omeomorfismo. Allora Φ è detta
proiezione di A su B relativamente a C. Se C = B, l’applicazione Φ è detta
aspettazione condizionata.

♦
Nel caso (commutativo) di algebre di funzioni misurabili la applicazioni positive
sono aspettazioni condizionate. Un risultato analogo non vale nel caso non-
commutativo, neppure se l’applicazione è completamente positiva. Ma è vero
al contrario che ogni aspettazione condizionata è completamente positiva anche
nel caso noncommutativo.

Nota 6.12
Nel caso commutativo la formulazione più frequentemente utilizzata è la

seguente:
Sia X,B, µ uno spazio di misura, B la collezione degli insiemi misurabili, B∞
una sotto–σ-algebra di B, f una funzione limitata misurabile rispetto a B.
Il condizionamento di f rispetto a B∞, che denotiamo con il simbolo f1, è l’unica
funzione B∞-misurabile tale che, per ogni funzione g ∈ L1(B∞, µ), si abbia∫

gf dµ =
∫
gf1 dµ. 6.50

♣

Con queste notazioni si ha nel caso generale il seguente teorema

Teorema 6.20 (Takesaki [Tak72])
Se Φ : A → B è un’aspettazione condizionata, allora Φ è completamente

positiva, e per ogni a ∈ A, b1, b2 ∈ B si ha

Φ(b1ab2) = b1Φ(a)b2. 6.51

♦
Nel caso di derivazioni su una C∗-algebra abbiamo citato alcuni risultati di
classificazione, in particolare condizioni sotto le quali sono interne. Non esisto-
no classificazioni così complete nel caso delle dissipazioni; si hanno solamente
risultati parziali. Ne diamo alcuni particolarmente interessanti.
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Teorema 6.21 ([ChE79])
Sia ∆ ∗-lineare e limitata sulla C∗-algebra A, e sia et∆ definito dallo sviluppo

in serie in t. Sia A concretamente realizzata come sottoalgebra chiusa di B(H)
e sia A− la sua chiusura debole.
Allora sono equivalenti:

i) et∆ è completamente positivo per t ∈ R+;

ii) Esiste Φ : A → A− completamente positivo, e K ∈ A− tali che

∆(a) = Ka+ aK∗ − Φ(a). 6.52

In particolare, l’operatore ∆ è una dissipazione completamente positiva se e solo
se ammette la decomposizione (6.52) con

K +K∗ − Φ(e) ≤ 0. 6.53

♦
Nota 6.13

Verifichiamo che entrambe le condizioni sono soddisfatte se ∆ è il quadrato
di una derivazione.
Per verificare i), notiamo che, se ∆ = δ2, con δ una derivazione, per ogni N ∈ Z
e ogni scelta di a1, . . . , aN si ha

δ2(a∗i aj) = δ2(a∗i ) aj + a∗i δ
2(aj) + 2δ(a∗i )δ(aj).

La matrice di elemento (i,j) dato da δ(a∗i ) δ(aj) è una matrice positiva. Infatti
per ogni scelta di η ≡ {ηk} si ha

∑
i,j

η̄iδ(a∗i )δ(aj)ηj =

∣∣∣∣∣∑
i

δ(ai)ηi

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Per verificare ii), notiamo che se δ2 è limitata e chiusa, anche δ lo è, e quindi
esiste h = h∗, h ∈ A− tale che δ(a) = [h, a]. Ma allora

δ2(a) = [h[h, a]] = h2a+ ah2 − 2hah.

Se definiamo K = h2, risulta verificata la (6.53) con Φ(a) = 2hah. Inoltre si ha

K +K∗ − Φ(e) = 2h2 − 2h2 = 0. 6.54

La condizione Φ(e) = 0 è necessaria ma non sufficiente affinché ∆ sia il quadrato
di una derivazione.

♣
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Dimostrazione del teorema 6.21
ii) → i): L’applicazione Φ si estende per continuità ad un’applicazione comple-
tamente positiva A− → A−. Posto

∆ = ∆1 + ∆2, ∆1(a) = Ka+ aK∗, ∆2(a) = Φ(a),

si nota che et∆1(a) = etKa(etK)∗ è completamente positivo per costruzione e

et∆2(a) =
∞∑
0

tn

n!
Φn(a), t ≥ 0

è una applicazione completamente positiva come serie convergente di tali appli-
cazioni. D’altra parte

et∆(a) = lim
n→∞

(
e
t
n∆1e

t
n∆2

)n
(a),

e questa applicazione è completamente positiva perché limite uniforme di appli-
cazioni completamente positive.
i) →ii) Per questa parte della dimostrazione utilizziamo il seguente teorema di
Christensen ed Evans [ChE79], una generalizzazione del teorema di Kadison.

Teorema 6.22
Sia A una C∗-algebra, A ∈ B(H), Π una rappresentazione di A su di uno

spazio di Hilbert K, ∆ un’applicazione lineare A → L(H,K) tale che

∆(a)∗∆(b) ∈ A−, ∆(ab) = Π(a)∆(b) + ∆(a)Π(b).

Allora esiste h ∈ {∆(a)b, a, b ∈ A−} tale che

∆(a)− ha−Π(a)h = 0, ∀a ∈ A. 6.55

♦
Utilizzando questo teorema dimostriamo i) → ii).
Notiamo innanzitutto che da i) segue che esistono uno spazio di Hilbert K, una
rappresentazione Π : A → B(K) e un’applicazione lineare A → L(H,K) tali che

(V (a∗))∗Π(b)V (c) = ∆(ab)c+ a∆(bc)− a∆(b)c−∆(abc),

V (ab) = Π(a)V (b),

(Π(A)V (a)H)− = K. 6.56

Infatti, posto

D(a, b, c) ≡ ∆(ab)c+ a∆(bc)− a∆(b)c−∆(abc),
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si ha che

(a1, a2)× (b1, b2) ∈ (A×A)× (A×A) 7→ D(a∗1, a
∗
2b2, b1)

è un’applicazione positiva (poiché ∆ è una dissipazione completamente positiva).
Per il teorema di Stinespring, esistono {K,Π, V } tali che

D(a, b, c) = (V (a∗))∗Π(b)V (c). 6.57

Da (6.54) segue che l’operatore identità I ∈ B(K) appartiene alla chiusura
debole di Π(A). Dunque prendendo una successione bn tale che Π(bn) → I si
ha

V (a∗)∗V (b) ∈ A−.

Dal teorema 6.22 segue allora che esiste h ∈ A− tale che sia

V (a) = ha−Π(a)h, ∀a ∈ A.

Definiamo
Φ(a) ≡ h∗Π(a)h : A → A−,

e dimostriamo che esiste K ∈ A− tale che

∆(a) + Φ(a) = Ka+ aK∗.

Si ha, da (6.57)

D(a, b, c) = (ah∗ − h∗aΠ(a))Π(b)(hc−Π(c)h)

= Φ(abc) = aΦ(b)c− aΦ(bc)− Φ(ab)c. 6.58

Definiamo ora p ≡ φ(e), q ≡ D(e), dove e è l’identità dell’algebra. Allora, posto
s ≡ (p+ q)/2, e {s, b} ≡ sb+ bs,

∆(ab) + Φ(ab)− a[∆(b) + Φ(b)]− [∆(a) + Φ(a)]b− aqb− apb =

−2sab = {s, ab}−a{s, b}−{s, a}b.
6.59

Ne consegue che
δ(a) ≡ ∆(a) + Φ(a)− {s, a} 6.60

è una ∗-derivazione. Per il teorema di Kadison-Sakai esiste b = b∗ ∈ A− tale
che δ(a) = i[b, a].
Quindi ii) è soddisfatta con K = a + ib. Questo conclude la dimostrazione del
teorema 6.21.

♥
Nel caso di applicazioni normali si ottengono risultati più forti.
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Denotiamo con CP le applicazioni completamente positive di una W ∗-algebra
A e con CPn il sottoinsieme di quelle normali. Per CPn si ha il seguente
miglioramento del teorema di Stinespring.

Teorema 6.23 (Kraus [Kra70])
Se Φ ∈ CPn, allora esistono Vi ∈ B(H),

∑
V ∗i Vi ∈ B(H) tali che

Φ(a) =
∑

V ∗i aVi, ∀a ∈ A.

♦
Le applicazioni CPn possono essere sollevate a strutture prodotto.

Lemma 6.24
Se Φ1,Φ2 sono CPn, esiste una applicazione CPN tale che

Φ(a⊗ b) = Φ1(a)⊗ Φ2(b), a ∈ B(H1), b ∈ B(H2).

♦
Notiamo infine che ponendo b ≡ e, da ∆(e) = 0 si deduce che l’applicazione
D(a, b, c) definita precedentemente dà una misura della dissipatività dell’opera-
tore ∆. Più precisamente, definendo

∂(∆) = ∆(a∗a)− a∗∆(a)−∆(a∗) a, 6.61

dai teoremi precedenti segue che ∂(∆) definisce ∆ a meno di una derivazione.
Infatti

∂(∆) = 0 ⇒ ∆(a) = i[h, a], h = h∗, h ∈ A−.

Esempi di dissipazioni completamente positive e limitate sono le seguenti

∆(a) ≡ bab− 1
2

(b2a+ ab2),

o anche
∆(a) = U∗aU − a, U∗U = I = UU∗

(si noti che, se l’algebra è commutativa, in entrambi i casi si ha ∆(a) = 0;
questo è coerente con il fatto che non esistono dissipazioni limitate su un’algebra
commutativa).
Si può notare anche che, in accordo con i teoremi precedenti, in entrambi gli
esempi l’azione dei generatori ha la forma

L(a) =
n∑
1

V ∗i aVi −
1
2

n∑
i

[V ∗i Vi a − aV ∗i Vi] + i[h, a] 6.62

(in entrambi i casi si ha h = 0).
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Appendice 6A: Approssimazione Markoviana

Abbiamo visto che la dinamica dei sistemi aperti, cioè la dinamica di una parte
del sistema complessivo che si ottiene trascurando l’evoluzione della parte ri-
manente, non è in generale descritta da semigruppi. Infatti, le equazioni che si
ottengono eliminando alcuni gradi di libertà attraverso la soluzione delle equa-
zioni del moto sono in generale equazioni integrali con termini di ritardo e la
soluzione non può essere ottenuta prendendo come solo dato iniziale al tempo
t0 la configurazione del sottosistema.
L’evoluzione del sottosistema non soddisfa pertanto le condizioni richieste per
essere di tipo Markov.
E’ interessante notare tuttavia che l’evoluzione di un sistema quantistico “aper-
to” può ammettere una descrizione markoviana in un opportuno limite che chia-
meremo limite di accoppiamento debole. Diamo in questa appendice gli elementi
fondamentali di questa approssimazione; per maggiori dettagli ed esemplifica-
zioni di può consultare [Dav74].
Consideriamo un sistema quantistico S1 in interazione con un altro sistema
quantistico S2; supponiamo che S1 abbia un numero finito di gradi di libertà e
sia descrivibile in uno spazio di Hilbert H1. Il sistema S2 può avere un numero
infinito di gradi di libertà ed è descritto in uno spazio di Hilbert H2. Denotiamo
con P1 una proiezione su H1 dello spazio di rappresentazione totale H1 ⊕H2 e
utilizziamo la notazione P2 = I − P1.
Supponiamo che l’evoluzione libera del sistema sia rappresentata da una fa-
miglia fortemente continua Ũt di isometrie che lasciano H1, H2 separatamente
invarianti. Indichiamo con K il generatore di questa famiglia. Supponiamo che
l’interazione tra i due sottosistemi sia descritto da un operatore limitato A e
indichiamo con Uλt il semigruppo generato da K + λA.
Utilizziamo la notazione Ai,j ≡ PiAPj e supponiamo che A1,1 = 0 e che A2,2

sia simmetrico. Indichiamo con Uλt il gruppo ad un parametro generato da
K + λA2,2 e notiamo che questo gruppo lascia H1 invariante.
Se indichiamo con V λt il gruppo generato da K +λA, dalla formula di Duhamel
segue

V λt = Uλt + λ

∫ t

0

Uλt−s(A1,2 +A2,1)V λs ds. 6A.1

Iterando una volta ancora e ponendoWλ
t ≡ P1V

λ
t P1, otteniamo come equazione

in B(H1) (notare che abbiamo assunto A1,1 = 0)

Wλ
t = UtP1 + λ2

∫ t

s=0

∫ s

s′=0

Uλt−sA1,2U
λ
s−s′A2,1Ws′ ds ds

′. 6A.2

La doppia integrazione è indice di un termine che contiene memoria e quindi
rende impossibile la proprietà di semigruppo.
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Poiché assumiamo che λ sia molto piccolo, ci aspettiamo (lemma di Gromwall)
che l’integrale sia limitato per t di ordine di grandezza λ−2. Poniamo

Y λt ≡ U∗tWλ
t , 6A.3

e introduciamo la nuova variabile d’integrazione τ = λ−2s. La (6A.2) assume la
forma

Y λt = P1 +
∫ t

0

H(λ, t, τ)Y λτ dτ, 6A.4

dove
H(λ, t, τ) = U∗λ−2τK(λ, t)Uλ−2τ ,

K(λ, t) ≡
∫ λ−2t

0

U∗τA1,2UτA2,1 dτ ∈ B(H1).

Quest’integrale non converge in norma quando λ → 0. Se H1 ha dimensione
finita (o più in generale se P1Ut ha spettro discreto) si può ottenere in circostanze
opportune convergenza forte utilizzando la convergenza in media.
Se {Qm} è la famiglia dei proiettori spettrali di P1K (non necessariamente
unidimensionali) e {αm} i suoi autovalori (αm 6= αn se m 6= n), si ha

P1Ut =
∑
α

Qαe
iωαt.

Per ogni operatore limitato B ∈ B(H1) definiamo

B̃ = lim
t→∞

1
2t

∫ t

−t
U0
−sBU

0
s ds 6A.5

dove abbiamo indicato can U0
s la restrizione di Us ad H1. Con queste notazioni

vale il seguente teorema

Teorema 6A.1 [Dav73, Dav74]
Sia H1 finito-dimensionale. Supponiamo che per ogni τ1 > 0 si abbia

‖K(λ, t)‖ ≤ C per |λ| < 1 e 0 ≤ τ ≤ τ1. Se esiste K ∈ B(H1) tale che

s− lim
λ→0

(K(λ, τ)−K) = 0 6A.6

uniformemente in 0 ≤ τ ≤ τ1, allora per ogni φ ∈ H1 si ha

lim
λ→0

∥∥∥(Y λτ − eiK̃τ )φ
∥∥∥

2
= 0 6A.7

e inoltre, come operatori su H1, si ha

K̃Ut = UtK̃
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uniformemente in 0 ≤ t ≤ τ1.
♦

Dimostrazione
Sia Ξ lo spazio di Banach delle funzioni continue a valori operatori limitati

su H1. Definiamo le applicazioni Ξ→ Ξ

(Hλf)(τ) ≡
∫ τ

0

H(λ, τ − σ, τ)f(σ) dσ, 6A.8

(H̃λf)(τ) ≡
∫ τ

0

U∗λ−2σKUλ−2σf(τ) dσ =
∑
α,β

QαQβ

∫ τ

0

ei(ωα−ωβ)λ−2σf(σ) dσ.

6A.9
Ricordando che gli autovalori sono tutti distinti, uniformemente in 0 ≤ τ ≤ τ1,

lim
λ→0

H̃λ =
∫ τ

0

K̃f(τ) dτ.

Segue dalle ipotesi del teorema che la funzione Hλ(f) converge fortemente alla
funzione

Kf(τ) =
∫ t

0

K̃f(σ) dσ.

Ricordiamo ora che per ogni A ∈ B(H1) la funzione fλ ≡ Y λτ è soluzione di

fλ = g +Hλfλ, g(τ) = A, 0 ≤ τ ≤ τ1,

e che ft = eKtA è soluzione di

f = g +Kf, g(τ) = A, 0 ≤ τ ≤ τ1.

Iterando queste equazioni di Volterra si ottiene per ogni φ ∈ H1

‖(fλ − f)φ‖2 ≤
∞∑
0

‖(Kn
λ −Kn)gφ‖2 ≤ 2 ‖gφ‖2 c

n τ
n
1

n!

e quindi fλ converge fortemente a f quando λ→ 0.
♥

Diamo una semplice condizione per l’esistenza dell’operatore limite K.

Lemma 6A.2
Se la perturbazione soddisfa A2,2 = 0 e∫ ∞

0

‖A1,2 Ut A2,1‖ dt <∞, 6A.12
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allora le condizioni per la validità del teorema 6A.1 sono soddisfatte se si prende

K =
∫ ∞

0

U−t A1,2 Ut A2,1 dt. 6A.13

♦
Dimostrazione

La dimostrazione è immediata notando che in questo caso l’operatore Uλτ è
indipendente da λ.

♥
Nel caso A1,1 ≡ B 6= 0 introduciamo i prodotti temporalmente ordinati median-
te la notazione

Bn = U∗tn B Utn .

Abbiamo allora il seguente risultato che è ottenuto sotto ipotesi spesso soddi-
sfatte in modelli di sistemi fisici.

Teorema 6A.3 ([Dav74])
Supponiamo che ∫

‖P1 B0 Bt P1‖ dt <∞. 6A.14

Definiamo

bn(t) ≡
∫ t

0

dt1 · · ·
∫ tn−1

0

dtn P1B0P2B1 · · ·P2BnP2BP1 6A.15

e supponiamo che per n ≥ 1 sia

‖bn(t)‖ ≤ cn t
n
2 6A.16

dove le costanti cn sono tali che la serie
∑∞

0 cn z
n converge per ogni z. Suppo-

niamo anche che, per qualche ε > 0, e qualche successione {dn} con |dn| < D,
∀n ∈ N , si abbia, per ogni t ≥ 0,

‖bn(t)‖ ≤ dn t
n
2−ε. 6A.17

Allora le condizioni del teorema A.1 sono soddisfatte scegliendo

K =
∫ ∞

0

P1 A0 At P1 dt. 6A.18

♦
Dimostrazione

Sviluppando Uλt in potenze di λ si ottiene

‖K(λ, τ)−K‖ ≤
∫
λ−2τ

‖P0 B0 Bt P0‖ dt+
∞∑
1

λn ‖an(t)‖. 6A.19
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Da (6A.14) segue che il termine integrale converge a zero quando λ→ 0 unifor-
memente per τ in ogni intervallo aperto di (0,∞). Per (6A.16) il termine che
contiene la serie è dominato per 0 ≤ τ ≤ τ0 dalla serie convergente

∑∞
1 cn τ

n
0 .

Ma dalla (6A.19) il termine nmo della serie è anche dominato da λ2εdnτ
n
2

0 che
converge a zero per quando λ → 0. Quindi la serie converge a zero uniforme-
mente per 0 ≤ τ ≤ τ0.

♥
Nota 6A.1

In generale, senza ipotesi ulteriori, la convergenza per λ→ 0 non è uniforme
nel tempo. Quindi non si possono, senza ulteriori ipotesi, scambiare i limiti
λ→ 0 e t→∞.

♣
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Capitolo 7
Algebra di Weyl, rappresentazione di Bargmann, Fock,

Segal. Quantizzazione. Algebra di Weyl magnetica

Abbiamo visto nei capitoli precedenti che nella formulazione della Meccanica
Quantistica di Heisenberg e Born ha un ruolo importante l’ipotesi che per un
sistema con N gradi di libertà sia possibile trovare operatori hermitiani (o meglio
autoaggiunti, vedi cap. 4) che indicheremo con Qk, Pk, i quali, in unità di misura
per cui il valore numerico della costante di Planck ~ è eguale a uno, soddisfano
su un dominio opportuno le relazioni di commutazione canoniche

[Qk, Qh] = [Pk, Ph] = 0, [Qk, Ph] = iδk,hI, k, h = 1, . . . , d. 7.1

Al fine di costruire una dinamica, a questi operatori si fa ricoprire il ruolo che
in Meccanica Classica è ricoperto dalle coordinate qh, pk dello spazio delle fasi,
sostituendo la parentesi di Poisson con il commutatore (abbiamo già notato
queste due operazioni hanno la stessa struttura algebrica). Se H = p2 + V (q)
descrive la dinamica classica, l’operatore Ĥ = P 2 + V (Q) verrà associato alla
dinamica del sistema quantistico.

Nota 7.1
Conviene notare che l’unità immaginaria è necessaria in (7.1) perché il com-

mutatore di due operatori hermitiani è antihermitiano. Questo può anche essere
visto come un riflesso del fatto che la struttura simplettica di R2d può essere
interpretata come struttura complessa di Cd.

♣

Una difficoltà nello studio delle relazioni (7.1) proviene dal fatto che esse non
possono essere soddisfatte da operatori limitati.
Se infatti Pk e Qk fossero entrambi limitati, da (7.1) seguirebbe che per ogni
intero n

i n Qn−1
k = QnkPk − PkQnk ,

da cui
n‖Qk‖n−1 ≤ 2‖Qk‖n‖Pk‖;

quindi, se ‖Qk‖ fosse diverso da zero,

n < 2‖Qk‖ ‖Pk‖

per ogni numero naturale n, che è una contraddizione.

203
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Se per ogni valore dell’indice k uno degli operatori Qk, Pk deve essere illimitato,
la relazione (7.1) deve essere scritta

QkPh − PhQk ⊂ iδh,kI 7.2

(sul dominio di definizione il commutatore coincide con la moltiplicazione per
iδh,k). In questo senso più debole, non vi è unicità per la soluzione di (7.2).
Consideriamo il caso d = 1 e diamo qui tre soluzioni inequivalenti.

Soluzione A
Spazio di Hilbert L2(R, dx)

D(Q) = {f |f ∈ L2(R), xf(x) ∈ L2(R)} (Qf)(x) ≡ xf(x),

D(P ) = {f |f ∈ L2(R),
df

dx
∈ L2(R)} (Pf)(x) ≡ −i df

dx
.

Notare che sia Q che P sono autoaggiunti (Q è diagonale nella rappresentazione
data e P è diagonale in trasformata di Fourier) e hanno come dominio comune
invariante denso lo spazio S delle funzioni C∞ a decrescenza rapida.
È facile verificare che Ua ≡ exp{iaQ} e Vb ≡ exp{ibP}, con a e b in R, costitui-
scono due gruppi ad un parametro di operatori unitari fortemente continui per
i quali vale l’identità

UaVbU
∗
a = Vb exp{−iab} 7.3

la cui forma differenziale è la (7.2).

Soluzione B
Spazio di Hilbert L2([0, 2π], dx)

D(Q) = {f |f ∈ L2([0.2π], dx} (Qf)(x) = xf(x),

D(P ) = {f |f̂ ∈ `2(Z), kf̂ ∈ `2(Z), k ∈ Z} (̂Pf)k = kf̂k.

dove f̂ denota la trasformata di Fourier discreta di f . L’operatore L’operatore Q
in questo caso è chiuso e limitato (e quindi autoaggiunto). P è rappresentato in
trasformata di Fourier discreta dalla moltiplicazione per numeri interi e quindi
è autoaggiunto.
Ma Q non lascia invariante il dominio di P (xf(x) non è nel dominio di P
se il valor medio di f non è zero). La relazione (7.2) è verificata sull’insieme
(denso) della funzioni assolutamente continue a media zero ma la restrizione
P̂0 a queste funzioni fornisce solamente un operatore simmetrico, quindi non
determina P . L’equazione (7.3) non è verificata per nessuna delle estensioni
autoaggiunte di P̂0; per ciascuna di esse si può verificare per calcolo diretto che
l’operatore UaVbU∗aV ∗b non è un multiplo dell’identità.

Soluzione C
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Consideriamo nello spazio delle funzioni continue i caratteri ξλ del gruppo
additivo R, cioè ξλ(x) ≡ eiλx, λ ∈ R. Indichiamo con K la chiusura in L∞

delle combinazioni lineari finite

N∑
1

ciξλi , C ≡ {c1, . . . , cN}.

K è lo spazio della funzioni quasi periodiche. La forma quadratica

(φ, ψ) ≡ lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
φ̄(t)ψ(t) dt

è ben definita su K e definisce un prodotto scalare. Indichiamo con K lo spazio
di Hilbert ottenuto per completamento di K nella topologia data dal prodotto
scalare indicato. I caratteri formano una base ortogonale non numerabile in K
e pertanto K non è separabile.
Definiamo ora su K due famiglie di operatori unitari Ua e Vb, con a, b ∈ R,
mediante

(Va ξλ)(x) = e−iaλξλ(x), (Ub ξk) = eixbξk.

Gli operatori così costruiti verificano (7.3), ma la rappresentazione di R data da
a 7→ Va non è continua nella topologia forte di K e neppure misurabile rispetto
alla misura di Lebesgue (misurabilità è intesa nella topologia debole, e quindi
misurabiltà in a di tutte le funzioni (φ, Vaφ) con φ ∈ K). Per verificare questo,
basta notare che per operatori unitari misurabilità forte e debole coincidono, e
che

V0 ≡ I ‖(Va − I)ξλ‖2 =
√

2, a 6= 0.

La rappresentazione così costruita è irriducibile (un elemento di B(K) che com-
muti con tutti gli Ub e tutti i Va è necessariamente un multiplo dell’identità).
Essa non è equivalente alla soluzione A perché l’applicazione a 7→ Va non è mi-
surabile rispetto alla misura di Lebesgue (mentre nella soluzione A è addirittura
continua).
La non unicità della soluzione delle relazioni (7.2) suggerisce di non porle alla ba-
se della formulazione della Meccanica Quantistica e di utilizzare invece la relazio-
ne (7.3) tra operatori unitari, richiedendo anche la misurabilità dell’applicazione
b 7→ Vb rispetto alla misura di Lebesgue.
Se il sistema ha d gradi di libertà richiediamo che valga

U(a)V (b)U∗(a)V ∗(b) = exp{−i(a · b)},

con a, b ∈ Rd, e a · b =
∑d
j=1 ajbj , dove

U(a) = exp{ia ·Q}, V (b) = exp{ib · P}
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con Q = {Q1, . . . , Qd}, P = {P1, . . . , Pd}. Dimostreremo che, a meno di
trasformazioni unitarie, la soluzione A data sopra è l’unica soluzione irriducibi-
le di (7.4) per la quale l’applicazione a, b ∈ CN 7→ (U(a) , V (b)) è misurabile (in
senso debole) rispetto alla misura di Lebesgue. Se non si pone la condizione di
irriducibilità, ogni rappresentazione di (7.4) si decompone in un somma (nume-
rabile se lo spazio di rappresentazione è separabile) di soluzioni equivalenti alla
soluzione A.
Questa dimostrazione, sostanzialmente dovuta a Schrödinger e in maniera più
completa a von Neumann, porta all’identificazione delle due formulazioni della
Meccanica Quantistica, quella di Schrödinger e quella di Heisenberg.
Iniziamo con lo scrivere la (7.4) in modo più compatto. Per z = a + ib, z ∈
Cd a, b ∈ Rd, poniamo

W (z) = exp{−ia · b
2
}V (b)U(a). 7.5

La scelta del fattore di fase è giustificata dal fatto che con questa scelta si ha

W (z)W (z′) = exp{− i
2
Im (z, z′)}W (z + z′) 7.6

dove (z, z′) =
∑
j z̄jz

′
j indica il prodotto interno in Cd. Dunque z 7→ W (z) è

una rappresentazione proiettiva unitaria del gruppo Cd. Per costruzione questa
rappresentazione è fortemente continua.

Definizione 7.1
Chiameremo sistema di Weyl sullo spazio di Hilbert H un insieme di opera-

tori {W (z)}z∈H che soddisfano (7.6) e sono continui in z nella topologia forte
degli operatori.

♦
Nota 7.2

Gli operatori {W (z)}z∈Cd insieme al gruppo S1 (dei numeri complessi di
modulo uno) formano gruppo; questo gruppo prende il nome di Gruppo di
Heisenberg.

♣

Dal teorema di Stone applicato alle sottoalgebre corrispondenti a valori reali o
puramente immaginari (da (7.6) si vede che ciascuna di queste sottoalgebre è
commutativa) segue che esistono operatori Qk e Pk autoaggiunti che generano i
corrispondenti gruppi a N parametri e che soddisfano, su un dominio invariante
denso comune, le relazioni (7.1).

Nota 7.3
La struttura complessa di Cd corrisponde alla struttura simplettica di R2d

ponendo

x+ iy = z ≡ {x, y}, Im (z, z′) = σ({x, y}, {x′, y′}) ≡ σ(z, z′).
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La (7.6) può essere quindi scritta

W (z)W (z′) = e−
i
2σ(z,z′)W (z + z′) z, z′ ∈ R2d. 7.7

Vedremo in seguito che ogni trasformazione lineare simplettica z 7→ z′ corri-
sponde ad una trasformazione unitaria U tale che

W (z′) = UW (z)U∗.

Questo non è vero per le trasformazioni simplettiche non lineari.
♣

Per dimostrare l’unicità della rappresentazione di Schrödinger conviene studiare
prima una struttura più astratta, costituita da una C∗-algebra, in analogia a
quanto viene fatto per studiare le rappresentazioni dei gruppi di Lie mediante
lo studio dell’algebra di gruppo.
Sia dato un sistema di Weyl nel quale z 7→W (z) sia misurabile (in senso debole)
rispetto alla misura di Lebesgue; questo esclude il caso C descritto sopra. Co-
struiamo, per ogni funzione f di classe L1 su Cd con norma ‖f‖1, un operatore
Wf così definito

Wf ≡
∫
dz f(z)W (z). 7.8

È facile vedere che l’operatore Wf definito in (7.8) è limitato e la sua norma
soddisfa la disuguaglianza

||Wf || ≤ ||f ||1.

Dunque l’applicazione lineare f 7→Wf è continua in norma. Le seguenti identità
sono facilmente verificabili

Wf +Wg = Wf+g, W ∗f = Wf̄

Wf Wg = Wf×g, (f × g)(z) ≡
∫
dz′ f(z − z′)g(z′)e

i
2σ(z,z′). 7.9

Il prodotto f × g viene detto anche prodotto di Moyal. Inoltre

Lemma 7.1
L’applicazione f 7→Wf è iniettiva.

♦
Dimostrazione

Se Wf = 0 per ogni φ, ψ in H si ha∫
dz f(z)(ψ,W (z)φ) = 0.
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Ponendo φ′ = W (z0)φ , ψ′ = W (z0)ψ, dalla relazione

W (−z0)W (z)W (z0) = W (z) e
i
2σ(z,z0)

si deduce che, per ogni ψ′, φ′, risulta

0 =
∫
dz f(z)(ψ′,W (z)φ′)e

i
2σ(z,z0).

Utilizzando il fatto che se f ∈ L1 allora f̂ ∈ C, si deduce che la funzione

f(z)(ψ′,W (z)φ′)

ha trasformata di Fourier zero, e quindi è nulla.
D’altra parte per ogni valore di z, scegliendo ψ′ = W (z)φ′ risulta

< ψ′,W (z)φ′ >=< φ′, φ′ >= 1,

pertanto f(z) = 0.
♥

L’applicazione f 7→Wf è un omomorfismo di algebre C∗ (da una parte l’algebra
delle funzioni di classe L1 con il prodotto ×, l’algebra degli operatori Wf con
l’usuale prodotto di operatori dall’altra); l’applicazione è iniettiva, si tratta
perciò di un isomorfismo, e ‖Wf‖ = ‖f‖1.
Possiamo riguardare la collezione di Wf con la legge di moltiplicazione Wf Wg,
coniugio W ∗f = Wf̄ e norma ‖Wf‖ = |f |1 come una C∗−algebra, senza rife-
rimento al fatto che sia ottenuta a partire da un sistema di Weyl. Questa è
l’algebra di Weyl Wd.
In ciascuna rappresentazione, l’applicazione f 7→Wf fornisce una corrisponden-
za tra funzioni sullo spazio delle fasi classico e operatori su spazi di Hilbert. No-
tiamo che se in questa corrispondenza sostituiamo l’algebra di Weyl con l’algebra
(abeliana) dei caratteri di R2d otteniamo la corrispondenza f 7→ F−1(f) = f̌
(antitrasformata di Fourier). Risulta allora naturale la seguente definizione.

Definizione 7.2
Definiamo quantizzazione di Weyl della funzione f definita sullo spazio della

fasi classico l’applicazione f 7→ W (f̂), dove f̂ denota la trasformata di Fourier
di f .

♦
La quantizzazione di Weyl può essere estesa a una larga classe di funzioni; la
tratteremo in dettaglio nel cap. 11. Risulta poi evidente che analoghe procedure
di quantizzazione secondo Weyl si potrebbero ottenere sostituendo nel fattore
di fase altre strutture simplettiche diverse dalla due forma σ(z, z′) = Im (z̄ · z′).
Ne vedremo un esempio in Appendice, dove descriveremo brevemente l’algebra
di Weyl magnetica.
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Nota 7.4
La costante ~ ha la dimensione di un’azione. Abbiamo finora scelto le unità

di misura in modo tale che risulti ~ = 1. Se non facciamo questa scelta, le
relazioni di commutazione di Heisenberg si scrivono, su un insieme denso

[Q~
k, Q

~
h] = [P ~

k , P
~
h ] = 0, [Q~

k, P
~
h ] = i~ δk,h

e conseguentemente il prodotto che definisce l’algebra di Weyl risulta essere

W~(z)W~(z′) = W~(z + z′)e−
i
2~σ(z,z′) 7.10

Dal punto di vista della matematica risulta naturale definire limite semiclassico
il limite di questa struttura algebrica quando ~ → 0; lo analizzeremo in parte
nel cap. 8 e lo riprenderemo nel cap. 11. Dal punto di vista della Fisica questo
limite può dare informazioni per sistemi nei quali tutte le osservabili che hanno
dimensione di un’azione hanno valori grandi rispetto alla costante di Planck.
Vedremo nel cap. 8 il senso in cui la struttura algebrica dei generatori dei gruppi
unitari nella struttura di Weyl si connette al limite con la struttura algebrica
delle parentesi di Poisson della meccanica classica hamiltoniana. Vedremo che
proprietà degli integrali oscillanti entrano in modo essenziale nella formulazione
del limite semiclassico in rappresentazione di Schrödinger. Si vede dalla (7.10)
che il limite è singolare perché contiene un fattore fortemente oscillante.

♣

Ritornando all’algebra di Weyl, ricordiamo che ogni C∗-algebra ha una rappre-
sentazione fedele come algebra di operatori su di uno spazio di Hilbert K. Se la
C∗-algebra è separabile, lo spazio K può essere scelto separabile.
Data una rappresentazione π di W in uno spazio di Hilbert K, ha senso porsi
il problema di quali siano le condizioni sotto le quali si possano ricostruire
operatori che costituiscono un sistema di Weyl.
Per questo consideriamo una successione {fn ∈ L1(Cd)} che converge in senso
debole alla misura di Dirac concentrata nel punto z0 ∈ Cd.
Consideriamo la successione di operatori su K data da π(Wfn). Se questa suc-
cessione converge debolmente, denotiamo con π(W (z0)) il suo limite. Se il
limite esiste per ogni successione considerata, è facile verificare che gli operatori
π(W (z0)) costituiscono un sistema di Weyl.
Chiamiamo regolari quelle rappresentazioni dell’algebra di Weyl che induco-
no nel modo indicato un sistema di Weyl. Dal teorema (che dimostreremo)
di unicità dell’algebra di Weyl dedurremo allora un teorema di unicità delle
rappresentazioni del sistema di Weyl.
Conviene preliminarmente notare che l’algebra di Weyl contiene proiettori. In-
fatti ponendo

f0(z) = (2π)−d exp{−|z|2/2} 7.11
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e utilizzando le relazioni di Weyl si ottiene

Wf0 = W ∗f0 , Wf0Wf0 = Wf0 .

Quindi Wf0 è un proiettore. Essendo ogni rappresentazione un omomorfismo,
per ogni rappresentazione π, si ha che π(Wf0) è un proiettore. Inoltre, dal (7.10)
segue

Wf0WfWf0 = WfWf0 ∀f. 7.12

Costruiamo ora le rappresentazioni dell’algebra di Weyl. Secondo quanto visto
nel cap. 4, ogni stato ρ determina una rappresentazione e ogni rappresentazione
viene originata in questo modo.
Ricordiamo qui brevemente questa costruzione (GNS). Uno stato ρ di una C∗
algebra A è per definizione un funzionale lineare su A positivo e continuo nella
topologia di A. Ogni stato induce una struttura pre-hilbertiana su A mediante
la posizione

< a, b >≡ ρ(a∗b). 7.13

Conveniamo di indicare con il simbolo ã la classe di equivalenza di a rispetto alla
relazione di equivalenza introdotta, definita dall’ideale Iω degli elementi c ∈ A
tali che ω(c∗c) = 0. Se b ∈ A, definiamo un operatore b̂ sullo spazio di Hilbert
Hρ attraverso

b̂ ã = b̃a.

L’operatore b̂ è ben definito poiché

ρ(a∗b∗ba) ≤ ||b||2ρ(a∗a).

Inoltre b̂ è chiudibile e limitato, e pertanto si estende ad un operatore su tutto
Hρ che indichiamo con lo stesso simbolo. Da (7.13) si deduce

b̂ ĉ = (̂bc).

La corrispondenza a 7→ â fornisce quindi una rappresentazione di A mediante
operatori sullo spazio di Hilbert Hρ.
Indicheremo con πρ la rappresentazione indotta dallo stato ρ e con P ≡ πρ(Wf0)
il rappresentativo dell’operatore di proiezione Wf0 in questa rappresentazione.
In generale, per una C∗-algebra qualunque, questa rappresentazione non è fede-
le. Vedremo invece che per l’algebra di Weyl ogni rappresentazione così costruita
è fedele. Infatti il prodotto di due elementi Wf e Wg dell’algebra di Weyl è an-
cora, a meno di un fattore numerico non nullo, della forma Wh e questo implica
che per ogni stato ω l’ideale Iω è banale.
Notiamo che, poiché l’algebra di Weyl è separabile, lo spazio Hρ è separabile, e
PHρ proietta su uno spazio che ha dimensione dρ numerabile.
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Sia ωj , j = 1, . . . , dρ una base ortonormale in PHρ. Indichiamo con Ki (omet-
tiamo per semplicità il pedice ρ) il sottospazio di Hρ generato ciclicamente
dall’applicazione degli elementi πρ(Wf ) applicati a ωi. Se dimostriamo che

⊕iKi = Hρ, 7.14

risulta allora che la rappresentazione πρ si decompone in una somma diretta
di rappresentazioni fedeli irriducibili, ciascuna delle quali ha il vettore ωj , j =
1, . . . , dρ come vettore ciclico. Infatti dalla relazione

Pπρ(Wf )P = P

∫
dz f(z) exp{−|z|2/4}

segue che πρ(Wf ) è nullo se e solo se f = 0 e da

< πρ(Wf )φi, πρ(Wg)φj >= δi,j

∫
f(z)ḡ(z′)eiIm (z,z′)/2e−|z−z

′|2/2 dz dz′ 7.15

si deduce che la rappresentazione πρ si decompone in una somma diretta di rap-
presentazioni irriducibili, definite ciascuna nel sottospazio generato ciclicamente
dalle πρ(Wf ) per azione sui vettori φi e tutte queste rappresentazioni sono tra
loro unitariamente equivalenti.
Infatti il prodotto scalare che appare in (7.15) dipende solo dalle funzioni f e g
ma non dalla rappresentazione scelta. Ne segue che, date due rappresentazioni π
e π′ irriducibili, con vettori ciclici ω e ω′, la corrispondenza π(Wf )ω 7→ π′(Wf )ω′

induce una corrispondenza unitaria tra π e π′. Ne concludiamo

Teorema 7.2
Tutte le rappresentazioni irriducibili dall’algebra di Weyl sono equivalenti

alla rappresentazione di Schrödinger.
Ne segue che gli operatori π(W (z)) esistono in ogni rappresentazione e defini-
scono sistemi di Weyl unitariamente equivalenti, e l’applicazione

z 7→ πρ(W (z))

è un applicazione continua (nel senso forte) di Cd negli operatori unitari di Hρ.
♦

Nota 7.5
Nella rappresentazione di Schrödinger in H = L2(Rd), gli elementi dell’al-

gebra di Weyl sono gli operatori compatti. Questo si verifica facilmente poiché
i loro nuclei integrali sono noti in modo esplicito (daremo nel cap. 12 criteri
per verificare la compattezza di un operatore in B(L2(Rd)). Discuteremo nel
cap. 11 altre topologie in questa rappresentazione che individuano gli operatori
di classe traccia e gli operatori di classe Hilbert-Schmidt.

♣
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Nota 7.6
Le considerazioni precedenti valgono per ogni spazio vettoriale di dimensione

finita e per ogni forma simplettica non degenere σ.
Nella dimostrazione dell’unicità della struttura di Weyl abbiamo utilizzato l’al-
gebra di Weyl, e questo ha richiesto l’uso della misura di Lebesgue. Questa
misura non è definita (come misura σ-continua) in R∞ e in questo spazio non
esiste neppure una misura che sia quasi invariante (invariante a meno di tra-
slazioni). Quindi il teorema di unicità non si estende al caso di un sistema
con un numero infinito di gradi di libertà (ad esempio alla teoria dei Campi
Quantizzati).

♣

Indichiamo con K lo spazio di Hilbert complesso a cui appartiene z (l’argomento
di W ), e consideriamo il sistema di Weyl con base K. Il prodotto interno è
indicato come (z, z′), con z, z′ ∈ K.
Nota 7.7

Notiamo che la struttura simplettica σ(z, z′) = Im (z, z′) è invariante per
trasformazioni unitarie in K. Ne segue, per il teorema di unicità, una corri-
spondenza Γ0 tra U(K) e U(H). È facile vedere che la continuità debole viene
preservata, e quindi viene indotta una corrispondenza tra operatori autoaggiun-
ti. L’applicazione Γ0 si estende per continuità e linearità ad un applicazione
Γ : B(K)→ B(H).

♣
Definizione 7.3 – Seconda Quantizzazione

L’applicazione Γ ha carattere funtoriale e viene indicata con il nome di se-
conda quantizzazione. Nel caso in cui K ha dimensione infinita, questo funtore
può dipendere dalla rappresentazione scelta per il sistema di Weyl.

♦
Se t 7→ eitA è un gruppo ad un parametro fortemente continuo di operatori
unitari su K con generatore A, si vede facilmente che Γ(eitA) è un gruppo
debolmente (e quindi fortemente) continuo di operatori unitari su H; denotiamo
con ∂Γ(A) il suo generatore. Vale, anche nel caso di dimensione infinita, il
seguente teorema

Teorema 7.3 (Segal)
Sia K uno spazio di Hilbert complesso, W uno sistema di Weyl su K; deno-

tiamo con H lo spazio di rappresentazione di W. Sia A un operatore su K, con
A > 0 e Az 6= 0, ∀z ∈ K e sia ω un vettore ciclico per W .
Supponiamo che esista un gruppo ad un parametro Γ′(t) di operatori unitari su
H tale che

a) Γ′(t)W (z)Γ′(−t) = W (eiAtz)
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b) Γ′(t)ω = ω ∀t ∈ R

c) Γ′(t) = eitH , H ≥ 0.

Allora esiste unica una corrispondenza Γ : U(K)→ U(H) tale che

Γ(eiAt) = Γ′(t) 7.16

e inoltre per qualunque operatore B ≥ 0 su H si ha ∂Γ(B) > 0, dove abbiamo
indicato con ∂Γ(B) il generatore del gruppo Γ(eiBt).

♦
Dimostrazione

Definiamo

f(u) =< e−uHW (z)ω,W (z)ω > u = s+ it z ∈ K. 7.17

La funzione f è limitata, olomorfa in s > 0, continua in s ≥ 0. Denotiamo con
Φ questo spazio di funzioni, che forma un’algebra. Le relazioni di Weyl danno

f(it) = eiIm (zt,z)/2 < W (zt − z)ω, ω >, zt = e−iAtz.

La funzione g(u) = e−1/2(e−uAz,z) appartiene a Φ, dunque gf ∈ Φ e si ha

(fg)(it) =< W (zt − z)ω, ω > e−
1
2 Re (zt,z).

Sostituendo z con −z si vede che anche la funzione

< W (−zt + z)ω, ω > e−
1
2 Re (zt,z)

appartiene a Φ e il suo valore al bordo è f̄ ḡ. La sua coniugata è oomorfa per
s < 0, continua in s = 0, e il suo valore al bordo coincide con il valore al bordo
della funzione fg. Pertanto fg(u) è continuabile nell’intero piano complesso
come funzione analitica ed è quindi costante. Valutando questa funzione in
zero, la costante risulta essere e−(z,z)/2, dunque

< W (zt − z)ω, ω >= e−|zt−z|
2/4

Ma dal fatto che il nucleo dell’operatore A consiste solo nel vettore nullo, si
deduce che, al variare di z e t, i vettori zt − z sono densi in K.
Quindi per tutti gli z si ha < W (z)ω, ω >= e−|z|

2/4. Ne segue che per ogni
unitario U ∈ B(K), l’applicazione∑

aiW (zi)ω 7→
∑

aiW (Uzi)ω

è ben definita e isometrica su D ≡ ∪z{W (z)ω} e poiché quest’ultimo insie-
me è denso in K l’applicazione si estende ad un operatore unitario Γ(U). Per
costruzione

Γ(U)W (z)Γ∗(U) = W (Uz), Γ(U)ω = ω
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e quindi U → Γ(U) è una rappresentazione di U(K), continua perché si ha

< Γ(U)W (z)ω,W (z)ω >= e
i
2 Im (Uz,z)e−|U(z)−z|2/4.

In particolare, scegliendo U = e−itA si dimostra (7.16).
Per dimostrare che se B > 0 come operatore su K, allora ∂Γ(B) > 0, è sufficiente
dimostrare che, se B > 0,∫

< Γ(e−iBt)w,w′ > g(t) dt = 0, ∀w,w′ ∈ K 7.18

se g ∈ L2(R), e ĝ(p) = 0 per p < 0.
Per densità basta dimostrare la (7.18) per w = W (z)ω, w′ = W (z′)ω. Ma

< Γ(e−iBt)W (z)ω,W (z′)ω >= exp(−1
4

(|z|2 + |z′|2) + 2(e−iBtz, z′))

e l’applicazione esponenziale preserva la positività. L’unicità segue dalla ciclicità
del vettore ω.
Il teorema di Segal si estende, con una dimostrazione più complicata, al caso in
cui A ≥ 0 è autoaggiunto e 0 è un autovalore semplice.

♥
Consideriamo nella rappresentazione di Schrödinger in L2(Rd) l’ operatore au-
toaggiunto positivo

N =
d∑
k=1

Nk, Nk = 1/2(P 2
k +Q2

k − 1) = −1
2

∆k +
1
2
x2
k −

1
2
.

Gli operatori Nk soddisfano, su un dominio denso

[Nh, Pk] = iδk,hQk, [Nh, Qk] = −iδh,kPk.

Lo spettro di Nk, non degenere, è costituito dai numeri interi non negativi.
All’autovalore nullo corrisponde nella rappresentazione su L2(R3) l’ autovettore

1
π1/4 e

− 1
2x

2
k .

Tutte le funzioni continue e limitate di N appartengono all’algebra di Weyl.
Conviene introdurre gli operatori

ak =
1√
2

(Qk + iPk) ≡ 1√
2

(xk +
∂

∂xk
),

a∗k =
1√
2

(Qk − iPk) ≡ 1√
2

(xk −
∂

∂xk
)

con k = 1, . . . , d, che soddisfano in un dominio denso (ad esempio D(N)) le
relazioni (che chiameremo ancora di commutazione canonica)

[ak, ah] = [a∗k, a
∗
h] = 0, [ah, a∗k] = δh,k. 7.19
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Gli operatori ak e a∗k hanno un dominio di definizione denso, sono aggiunti uno
dell’altro, e, sul dominio di N soddisfano

N =
d∑
k=1

Nk, Nk = a∗kak, [Nk, ah] = −ahδh,k.

Conviene notare che gli operatori ak hanno come spettro l’intero asse reale,
mentre gli operatori a∗k hanno spettro vuoto. Tutti hanno un insieme denso di
vettori analitici; in particolare lo sono i vettori analitici dell’operatore

√
N .

Spesso l’operatore N viene detto operatore numero; in rappresentazione di
Schrödinger esso coincide con la hamiltoniana dell’oscillatore armonico, a meno
di costanti.
Gli operatori Nk formano un sistema completo (ogni operatore che commuta con
tutti loro è un multiplo dell’identità). Pertanto esiste un isomorfismo canonico
di H con `2(Nd) = (`2(N))⊗d, in cui gli elementi di una base ortonormale
completa sono descritti dalle dple di numeri interi non negativi.
In corrispondenza alla sequenza {n1, . . . , nd} l’autovalore di N è

∑d
1 nk; all’au-

tovalore (non degenere) 0 di N corrisponde la successione {0, . . . , 0}, e questo
vettore coincide con il vettore ω considerato precedentemente. Dalle relazioni
(7.19) si deduce

ak{n1, . . . , nd} =
√
nk{n1, . . . , nk − 1, . . . , nd},

a∗k{n1, . . . , nd} =
√
n+ 1{n1, . . . , nk + 1, . . . , nd}.

In particolare,
N
−1/2
k ak, N

−1/2
k a∗k

sono operatori limitati. Nella rappresentazione di Schrödinger in L2(Rd) si ha

{n1, . . . , nd} 7→ Cn1,...,nd hn1(x1) . . . hnd(xN )e−
1
2 |x|

2

dove hk è il k-mo polinomio di Hermite e Cn1,...,nd una costante di normalizza-
zione.

Definizione 7.4
La rappresentazione delle relazioni di commutazione canoniche nella base

{n1, . . . , nd} è detta rappresentazione di Fock . Lo spazio di Hilbert è identifi-
cabile con un sottospazio chiuso di `2(Nd) = ⊕p∈N (Cd)p.

♦
L’operazione Γ (seconda quantizzazione) vista precedentemente, ha una forma
particolarmente interessante nella rappresentazione di Fock. Se A è una matrice
di rango d a valori complessi, definiamo

Γ(A) ≡ {0, A,A⊗ I + I ⊗A,A⊗ I ⊗ I + I ⊗A⊗ I + I ⊗ I ⊗A, . . .}; 7.20
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In particolare si ha

Γ(I) = N, Γ(et) = e−tN , lim
t→∞

Γ(e−t)φ = (ω, φ)ω 7.21

Notiamo che la forma esplicita della rappresentazione dipende dalla base scelta,
ma un cambiamento di base porta ad una descrizione equivalente, e quindi
possiamo parlare della rappresentazione di Fock.
La rappresentazione di Fock non è molto utilizzata nella Meccanica Quantistica
non relativistica, che studia sistemi ad un numero finito di gradi di libertà e a
un numero fissato di particelle.
In questo caso, la rappresentazione di Schrödinger è molto più utile, perché
permette di utilizzare strumenti di teoria delle funzioni e di analisi funzionale
classica (ad esempio semigruppi che preservano la positività, disuguaglianze di
Sobolev, teorema di convergenza dominata di Lebesgue,...) che non hanno una
controparte naturale nella rappresentazione di Fock.
Notiamo che, se nel sistema di Weyl lo spazio K è uno spazio di Hilbert di
dimensione infinita, si possono ancora definire rappresentazioni di Fock, ma
queste dipenderanno in generale dalla base scelta. Un cambiamento di base che
non sia ottenuto attraverso una trasformazione lineare K 3 u 7→ Tu con T −I di
classe Hilbert-Schmidt non può essere realizzato con una trasformazione unitaria
e quindi dà origine ad una rappresentazione inequivalente.
Identificando per ciascun elemento della base di K lo spazio della rappresentazio-
ne di Weyl con uno spazio L2(R, dGk) dove Gk è una misura di Gauss, si possono
costruire rappresentazioni di Fock in spazi di funzioni a quadrato integrabile ri-
spetto a una misura regolare, ma in questo caso la rappresentazione dipende
dalla scelta di base ortonormale e dalla scelta delle misura Gk. Inoltre esisto-
no rappresentazioni che non possono essere realizzate come rappresentazioni di
Fock.
Nel caso di sistemi ad infiniti gradi di libertà (teoria dei Campi Quantizzati) la
rappresentazione di Fock è un utile strumento, almeno per uno studio perturba-
tivo. Ma occorre tener presente la molteplicità di rappresentazioni di Fock non
equivalenti tra loro, ed integrare il metodo perturbativo con un cambiamento
di rappresentazione in corrispondenza a ciascun valore del piccolo parametro
introdotto con la perturbazione.

7.1 Rappresentazione di Bargmann-Segal-Fock reale e complessa

Il sistema di Weyl ha anche altre rappresentazioni importanti che coinvolgono
una misura di Gauss e pertanto possono essere estese al caso di dimensione
infinita. Poiché in R∞ la misura di Gauss non è definita in maniera unica –
a meno di equivalenze – nel caso di R∞ avremo un’infinità di rappresentazioni
inequivalenti.



capitolo 7 – Algebra di Weyl. Quantizzazione 217

Nel caso di un numero finito di gradi di libertà queste rappresentazioni sono
tutte equivalenti alla rappresentazione di Schrödinger. Ne descriviamo qui due,
che hanno una rilevanza nella quantizzazione dei campi: le rappresentazioni di
Bargmann-Segal reale e complessa.
Poiché non esiste la misura di Lebesgue su R∞ conviene preliminarmente, anche
nel caso di dimensione finita, sostituire la misura di Lebesgue con una misura di
Gauss. Notiamo che le misure di Gauss condividono con la misura di Lebesgue
la proprietà di essere cilindriche, essendo il prodotto di misure gaussiane in R.
Ma, a differenza di quella di Lebesgue, sono misure di probabilità. È questa
proprietà che permette di estenderle facilmente a R∞ come misure prodotto.

La rappresentazioni di Bargmann-Segal reale si ottiene nel caso finito dimensio-
nale utilizzando l’isomorfismo tra spazi di Hilbert

L2(Rd, dx)→ L2(Rd, e−(x,Bx)dx), B > 0,

φ(x) 7→ ψ(x) = CB e
1
2 (x,Bx)φ(x)

dove CB è una costante di normalizzazione scelta in modo tale che le norme
coincidano. Si ottiene

Xk 7→ Xk, Pk 7→ Pk − i
∑
h

Bk,hxh

che fornisce una rappresentazione equivalente a quella di Schrödinger.
Questa rappresentazione è stata utilizzata da Segal nel caso infinito-dimensionale
per trovare rappresentazioni in cui i campi sono rappresentati da funzioni lineari
su spazi di distribuzioni (come le coordinate xk sono funzioni lineari su Rd).

La rappresentazione di Bargmann-Segal-Fock complessa (distribuzione normale
debole nella terminologia di Segal) diagonalizza gli operatori di creazione. Essa
permette di utilizzare strumenti di analisi funzionale analoghi (sebbene anche
nel caso di dimensione finita, più deboli) a quelli che si possono utilizzare nella
rappresentazione di Schrödinger.
Nel caso di dimensione infinita questa rappresentazione, come quella reale, è in
un certo senso una rappresentazione di Schrödinger in uno spazio di funzioni a
quadrato integrabile definite sulle distribuzioni in Rd.
La rappresentazione di Bargmann-Segal-Fock complessa fu introdotta da Fock,
il quale notò che le relazione di commutazione di Heisenberg tra a∗k e ah so-
no soddisfatte dagli operatori zk e ∂

∂zh
che agiscono su uno spazio di funzioni

analitiche.
Per descrivere questa rappresentazione e vederne l’equivalenza con la rappre-
sentazione di Schrödinger, consideriamo l’isomorfismo F di spazi di Hilbert

L2(Rd, dx)→ L2(Cd, dG)an 7.22

φ(x) 7→ ψ(z)
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dove lo spazio immagine è lo spazio delle funzione analitiche nel settore {z ∈
Cd : zk ≥ 0∀k} che sono a quadrato integrabile per la misura di Gauss

1
πd
e−|z|

2
Π dxidyi.

Notare che la richiesta che le funzioni siano analitiche nel settore è necessaria
poiché altrimenti non si potrebbe avere isomorfismo. La corrispondenza è data
da

F : φ(x) 7→ ψ(z) = (
1
π

)d
∫
Rd
e−1/2(z2+|x2|)+

√
2(z,x)φ(x) dx. 7.23

Si vede facilmente che, su un dominio denso, Fa∗kF
−1 è la moltiplicazione per la

coordinata z ed FakF−1 è l’operatore ∂
∂zk

. È facile anche vedere che una base
ortonormale completa di Kd ≡ L2

an(Cd, dzd) è costituita dai vettori

zm1
1 · · · zmdd√
m1! · · ·md!

, mj ∈ N

e che gli autostati di ak (stati coerenti) sono dati da (a meno di normalizzazione)

ψa(z) = e(a,z) a ∈ Cd.

I vettori ψa non sono ortogonali (gli operatori ak non sono autoaggiunti) ma
danno un insieme completo nel senso che ogni vettore φ può essere espresso
come integrale sugli stati coerenti

φ(z) =
∫
e(w,z) dµφ(w), dµφ(w) = (

1
π

)d/2φ(w)e−|w|
2
Π dwk. 7.24

Quindi il termine

(
1
π

)
d
2 e(w,z)e−|w|

2
7.25

è un nucleo autoriproducente per gli stati in questa rappresentazione. La
trasformazione inversa F−1 è data esplicitamente dalla relazione

(F−1g)(z) = lim
M→∞

∫
|z|<M

Ā(x, z)g(z) dνz 7.26

dove νz è la misura di Lebesgue e

A(x, z) = exp{−1/2(z2 + x2) +
√

2(z, x)}.

Notare che per ogni x ∈ Rd si ha A(x, ·) ∈ Kd, ma solamente per un insieme
denso di Kd l’integrale in (7.26) è assolutamente convergente per M →∞. Per
un generico vettore in Kn la convergenza va intesa in senso debole.
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Nota 7.8
La corrispondenza tra L2(Rd, dx) e Kd può anche essere vista in termini delle

strutture simplettiche

σd ≡
∑

dqk ∧ dpk, iµd ≡
∑

dzk ∧ dz̄k

definite rispettivamente su R2d ≡ Cd e su C2d. Notiamo che

Dd ≡ {{z, w} ∈ C2d, w = z̄}

è una sottovarietà simplettica rispetto alla due-forma simplettica
∑
dzk ∧ dwk.

La corrispondente riduzione simplettica

C2d → Cd

è data da
{z, z̄} 7→ z. 7.27

La trasformazione lineare simplettica

(T ∗Rn, σd)→ (Cd, µd)

ha come funzione generatrice

Φ(x, z) = −i logA(x, z).

È infatti facile verificare le seguenti identità

pk = − ∂Φ
∂xk

, wk =
∂Φ
∂zk

k = 1, . . . , d.

Si può inoltre verificare facilmente che per questa trasformazione simplettica si
ha la corrispondenza ∑

k

(p2
k + q2

k)→
∑
k

zkz̄k,

che è l’analogo classico di∑
k

−
(

∂

∂xk

)2

+ x2
k →

∑
k

zk
∂

∂zk
.

♣

Nota 7.9
Per inquadrare dal punto di vista storico la rappresentazione reale di Se-

gal, conviene notare che essa è stata introdotta e utilizzata nell’ambito della
quantizzazione dell’equazione di Klein-Gordon

∂2u(t, x)
∂t2

= ∆u(t, x)−mu(t, x) x ∈ Rd, m ≥ 0 7.28
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(per m = 0 è l’equazione delle onde). Questa equazione di propagazione iper-
bolica ammette soluzione reale unica (in spazi opportuni) se si danno come
condizioni iniziali al tempo t = 0 i valori (reali) della funzione u(0, x) e del suo
gradiente v(0, x) ≡ ∇u(0, x).
Esiste una struttura simplettica naturale (e singolare) sulla coppia di spazi di
funzioni a valore reale che descrivono queste condizioni iniziali. Essa è definita
da

ω(f, g) =
1
2

∫
[f(x)∇g(x)−∇f(x) g(x)] dx, x ∈ Rd 7.29

su coppie di funzioni {f, g} ∈ H1(Rd) × H1(Rd), ed è estendibile a coppie di
funzioni in H

1
2 (Rd) o a coppie f ∈ H1(Rd), g ∈ L2(Rd).

Questa struttura è invariante per il flusso dato dalle soluzione dell’equazione
(7.28) e il flusso stesso è hamiltoniano con hamiltoniana data dall’energia classica
del campo.
In questa formulazione lo spazio K è lo spazio (di Hilbert) delle coppie di funzioni
f(x), g(x) con f(x) ∈ H1(Rd) e g(x) ∈ L2(Rd). La seconda quantizzazione in
questo caso corrisponde (vedere ad esempio [2]) alla quantizzazione secondo
Schrödinger formulata nello spazio delle configurazioni dato, invece che da Rd,
dallo spazio delle soluzioni reali a valori distribuzioni dell’equazione delle onde.
La connessione con la quantizzazione di Fock risulta dal seguente argomento
formale: scelte due basi {fn}, {gm} ⊂ S ortonormali rispetto al prodotto L2,
definiamo le funzioni lineari su S ′ (coordinate su S ′; notare che la trasformata
di Fourier è un’isometria su S ′).

qn =
∫
fn(x)φ(x) dx, pm =

∫
gm(x)π(x) dx.

Allora la rappresentazione Gaussiana reale fornisce le {qn}, {pm} come operatori
che soddisfano, su un dominio opportuno, le relazioni

[qn, pm] = iδn,m, [qn, qm] = [pn, pm] = 0, n,m ∈ N.

♣

La rappresentazione di Segal complessa utilizza coordinate su S ′ date da qn+ipn;
queste sono coordinate di una varietà lagrangiana che evolve nel tempo secondo
le equazioni del campo classico; in questo senso la rappresentazione di Segal
complessa è di natura lagrangiana piuttosto che hamiltoniana.
Le rappresentazioni di Segal reale e complessa dipendono dalla scelta della
misura di Gauss (distribuzione gaussiana debole nella terminologia di Segal).
Vedremo in seguito le condizioni sotto le quali c’è equivalenza.
Lo spazio di rappresentazione ha come coordinate funzionali lineari ξ(z), z =
{f ∈ S, g ∈ S} ed è provvisto di una misura gaussiana; per una discussio-
ne approfondita si può vedere [Gro67]. Notiamo che una misura gaussiana è
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completamente caratterizzata dalla media delle variabili coordinate e dalla loro
varianza (media di prodotti di variabili coordinate).
Anche se lo spazio K ha dimensione finita non esiste uno spazio canonico dal qua-
le è portata la misura; vedremo un esempio nel cap. 14 quando daremo alcuni ele-
menti della teoria del moto Browniano e del processo di Orstein-Uhlenbeck (che
può essere considerato una teoria di campo quantistica in assenza di dimensioni
spaziali).
Discuteremo in un capitolo successivo le restrizioni nella scelta dello spazio di
misura se vogliamo restringere la nostra attenzione a scelte che permettono di
definire il limite in misura, di opportune successioni di funzioni della variabili
gaussiane.
Ad esempio nella teoria dei campi quantizzati sono rilevanti i polinomi e le
espressioni esponenziali nelle funzioni lineari (in altre parole, i polinomi nelle
valutazioni delle coordinate (campi) su funzioni regolari (funzioni test), che si è
soliti scrivere in modo formale come

φ(f) ≡
∫
φ(x)f(x) dx,

π(g) ≡
∫
π(x)g(x) dx

con φ, π ∈ S ′, f, g ∈ S. Analogamente per gk(x1, . . . , xk) ∈ Sk si utilizza la
notazione

φ(gk) ≡
∫
gk(x1, . . . , xk)φ(x1) · · ·φ(xk) dx1 · · · dxk

Se gnk , n = 1, 2, . . . è una successione di funzioni in Sk che converge a una fun-
zione gk in una topologia più debole di Sk, l’esistenza del limite in misura come
operatore su H di φ(g) dipende in generale dalla scelta della rappresentazione.
Come nel caso del moto Browniano, non esiste una spazio minimo di misura,
e la regolarità delle funzioni che entrano nello spazio dipende dalla dimensione
dello spazio su cui è definita l’equazione di Klein-Gordon. Questa dipendenza
dalle dimensioni spaziali è connessa al diverso valore di k per cui l’immersione
di Hk(Rd) in L2(Rd) è un operatore di classe traccia, dove

Hk = {φ ∈ L2(Rd) : (−∆ + |x|2 + 1)
k
2 φ ∈ L2(Rd)}. 7.30

Discutiamo ora brevemente la relazione che determina se una trasformazione
lineare simplettica nello spazio K sia realizzata mediante una trasformazione
unitaria in H.
Consideriamo la famiglia di trasformazioni unitarie z 7→ eitAz, A = A∗. Per
ciascun valore di t la misura di Gauss si trasforma in una misura equivalente e
utilizzando in K la base data dagli autovettori di A è facile vedere che la derivata
di Radon-Nikodym è

(det(A∗A))−1 exp{−Tr [(A∗A)−1 − I]}. 7.31
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Queste considerazioni valgono anche per il caso in cui K sia uno spazio di dimen-
sione infinita, purché la (7.31) abbia significato. La misura trasformata è quindi
certamente equivalente alla misura di partenza (e quindi la trasformazione è
implementata da un operatore unitario) se l’operatore

(A∗A)−1 − I 7.32

è di classe traccia, poiché in questo caso l’espressione in (7.31) ha significato.
Ne deduciamo che la nuova rappresentazione è certamente equivalente alla rap-
presentazione da cui siamo partiti se A = I +B dove B è un operatore di classe
traccia.
Questa condizione non è tuttavia necessaria; condizione necessaria e sufficiente
è che ((A∗A)−1 − I) sia di classe Hilbert-Schmidt, e quindi si abbia A = I + S
dove S è un operatore di Hilbert-Schmidt. Per vedere questo notiamo che un
operatore B di Hilbert-Schmidt può sempre essere visto come limite, nella norma
Hilbert-Schmidt, di operatori Bn di rango n. È infatti facile verificare che in
questo caso esiste il limite

lim
n→∞

det (I +Bn)e−TrBn

In termini di misure gaussiane, basta notare che se ((A∗A)−1 − I) è di classe
Hilbert-Schmidt ma non di classe traccia, e se indichiamo con λk i suoi au-
tovalori, la serie

∑
k λkx

2
k non converge in generale sul supporto della misura

gaussiana ma esiste una successione di numeri reali ck tali che la serie∑
k

(λkx2
k − ck) 7.33

converge quasi ovunque rispetto alla misura di Gauss. Nel caso A = I−K, K ∈
J1,+ (per la definizione di J1,+ si veda il capitolo sugli ideali di Schatten) si può
scegliere ck = 0; nel caso K ∈ J2,+, K /∈ J1,+, la scelta che deve essere fatta
per ck dipende dall’operatore K. Torneremo su questo problema in un capitolo
successivo.
Abbiamo notato che gruppi ad un parametro di trasformazioni simplettiche
lineari in K vengono realizzati da gruppi ad un parametro di operatori unitari
inH. Utilizzando la rappresentazione di Fock si vede facilmente che se la matrice
B rappresenta il generatore del gruppo, così che il gruppo è determinato dalla
soluzione dell’equazione lineare

ż = JBz 7.34

dove B è una matrice simmetrica, il corrispondente generatore del gruppo
unitario è l’operatore autoaggiunto

B̂ ≡
∑
k,j

a∗kBk,jaj .
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L’operatore B̂N−1 è limitato, per cui i vettori analitici di N sono analitici per
tutti gli operatori B̂. Vale la relazione

[B̂1, B̂2] = ̂[B1, B2]

Conviene anche notare che B̂ è un’espressione bilineare omogenea negli operatori
Pi e Qi (che potremmo ridefinire p̂i, q̂i) e che se la matrice B è della forma
B = iC con C antisimmetrica, si ha

B̂ = i
∑
k,j

p̂kCk,j q̂j .

Questo è in particolare il caso dei generatori delle trasformazioni simplettiche
della forma

qk 7→ q′k =
∑
j

Kk,j qj , pk 7→ p′k =
∑
j

(Kt)−1
k,j pj 7.35

con K matrice invertibile. Nel caso K = C3 questo permette di esprimere
facilmente i generatori del gruppo delle rotazioni.
Prima di discutere brevemente il caso del gruppo delle rotazioni, notiamo che
se {u(g)}g∈G è un gruppo di trasformazioni simplettiche in K e U(g) = Γ(u(g)),
in generale gli operatori U(g) non danno una rappresentazione di G. Questo
avviene se il gruppo è semisemplice (non ammette sottogruppi abeliani inva-
rianti). Un semplice esempio è il gruppo delle traslazioni z 7→ z + z0; il sistema
di Weyl è solamente una rappresentazione proiettiva di questo gruppo. Un altro
semplice esempio è il gruppo di Galileo, che ha le traslazioni del tempo come
sottogruppo abeliano invariante; lo discuteremo brevemente in seguito.

Nel caso del gruppo delle rotazioni indichiamo con jk i generatori delle rotazioni
attorno a tre assi coordinati e poniamo ĵk ≡ ∂Γ(jk) i corrispondenti generatori
in H. Essi possono essere espressi nella forma

ĵk = i
∑
h,j

jkj,lPjQl 7.36

dove jkj,l ≡ εk,j,l (il simbolo di Ricci). Nel seguito sottointenderemo la somma-
toria su indici ripetuti.
Questi operatori hanno come insieme comune invariante di vettori analitici i vet-
tori analitici dell’operatore numero N , e su questo insieme di vettori soddisfano
le relazioni

[ĵk, ĵl] = iεk,l,mĵm. 7.37

Da (7.37) segue che gli operatori ĵk commutano con l’operatore ĵ2 =
∑
k(ĵk)2

(ma non tra di loro) per cui per ciascun valore di k si possono diagonalizzare
simultaneamente ĵ2 e ĵk. Introducendo gli operatori

L± ≡ ĵ1 ± iĵ2 7.38
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e ponendo L3 ≡ ĵ3 ed L2 ≡ ĵ2 si verifica facilmente che, sui vettori analitici per
N , vale la relazione

[L3, L±] = ±L±, L2 = L2
3 + L3 + L−L+. 7.39

Nella rappresentazione di Schrödinger, e quindi in ogni rappresentazione del si-
stema di Weyl, si ha e2πiL3 = I (rotazioni di un angolo multiplo di 2π sono
rappresentate dall’identità) e quindi gli autovalori di L3 possono essere sola-
mente i numeri interi. Indicheremo con il simbolo m gli autovalori di L3, con
g(l) ∈ N i possibili autovalori di L2 e con |l,m > i corrispondenti autovettori
comuni. Dalle relazioni (7.39) si deduce

L3L±|l,m >= (m± 1)L±|l,m >, L2L±|l,m >= g(l)L±|l,m > . 7.40

Da (7.40) si deduce allora

L±|l,m >=
√
g(l)−m(m+ 1) |l,m± 1 > . 7.41

Notando che L−L+ è un operatore positivo (poiché L− = L∗+) si deduce che
g(l) deve avere la forma g(l) = l(l + 1) e che gli autovalori congiunti di L3 e di
L2 sono l,m, con l ∈ N e m ∈ {−l, . . . , l}.
Per avere delle espressioni più esplicite, conviene riferirsi alla rappresentazione
di Schrödinger. In questa rappresentazione si ha, sul dominio della hamiltoniana
dell’oscillatore armonico,

ĵkf(x) = i
∑
h,l

εk,h,l xh
∂f

∂xl
. 7.42

Conviene utilizzare l’isomorfismo L2(R3) ' L2(R+)×L2(S2, dµ) (descrizione in
coordinate sferiche) dove µ è la misura sulla sfera S2 = {x ∈ R3 : |x| = 1}. In
queste nuove coordinate gli operatori ĵk hanno la forma

ĵk = I ⊗ Jk

dove Jk ha la stessa espressione di ĵk, che agisce ora come operatore su L2(S2, dµ).
Utilizzando coordinate sferiche, gli autovettori della coppia J3, J

2 relativamente
agli autovalori m, l hanno adesso l’espressione |l,m >≡ Yl(θ)eimφ, con Yl(θ) le
funzioni armoniche sferiche.

Consideriamo ora brevemente il caso del gruppo di Galileo; ci riferiremo sempre
alla rappresentazione di Schrödinger. Questo gruppo è un gruppo di Lie a dieci
parametri; per un punto materiale di massa m la sua azione nello spazio delle
fasi allargato è data da

i) x 7→ x+ a, p 7→ p, x, p ∈ R3,
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ii) x 7→ x+ vt, p 7→ p+mv v ∈ R3,

iii) x 7→ Rx, p 7→ R−1p R ∈ O(3),

iv) x 7→ x, p 7→ p, t 7→ t+ τ τ ∈ R.

In queste notazioni, x è la coordinata cartesiana del punto materiale di massa
m, mentre p è la sua quantità di moto.
Il sottogruppo abeliano ii) (non invariante) viene detto delle accelerazioni (dei
boosts). Il sottogruppo ad un parametro iv) è la traslazione dell’asse dei tempi.
Esso è un sottogruppo abeliano non compatto e invariante, e pertanto il gruppo
di Galilei non è semisemplice e le sue rappresentazioni mediante operatori unitari
sono in generale solo proiettive.
Si vede facilmente che la funzione

K(x, p, t) ≡ pt−mx 7.43

è, per ciascun valore del parametro t, generatore simplettico del sottogruppo ii)
con parametro v ∈ R3. Si noti che le funzioni Ki soddisfano

{Ki, pj} = mδi,j , {Ki, xj} = tδi,j {xi, pj} = δi,j 7.44

e insieme a
{xi, t} = {t, pj} = {t,Kj} = 0 7.45

determinano la struttura del gruppo di Galileo come gruppo di Lie.
La quantizzazione di Weyl sostituisce le funzioni qk, pk, Kk con gli operatori q̂k,
p̂k, K̂k che soddisfano le relazioni di commutazione

[K̂i, p̂j ] = imδi,j , [K̂i, x̂j ] = itδi,j [x̂i, p̂j ] = iδi,j . 7.46

Notare che t e m sono parametri.
Utilizzando (7.46) non è difficile dare la forma esplicita degli operatori unitari
Ut(v,m) che implementano le applicazioni x 7→ x+ vt, p 7→ p+mv. Si ottiene,
nella rappresentazione in cui gli operatori x̂k sono diagonali, per ogni funzione
g ∈ L2(R3)

(Ut(v,m)g)(x) = exp{−itmv
2

2
} exp{−i(x ·mv)} exp{i(p · v)}g(x) 7.47

con pk = i ∂
∂xk

. Si vede anche che la rappresentazione ottenuta del gruppo di
Galilei è una rappresentazione proiettiva. Notare che

2σ((0,mv), (tv, 0)) = mt|v2|.
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7.2 Quantizzazioni strette

Con la definizione 7.2 abbiamo introdotto la quantizzazione di Weyl, che associa
ad osservabili classiche in una classe opportuna operatori su uno spazio di Hilbert
. Vederemo nel cap. 11 fino a che punto questa corrispondenza conserva le
relazioni funzionali. La quantizzazione di Weyl è una quantizzazione stretta di
una struttura di Poisson nel senso delle seguenti definizioni.

Definizione 7.5
Una struttura di Poisson (o algebra di Poisson) è una tripla (X ,×, { , })

dove X è uno spazio vettoriale reale, × è un applicazione bilineare associativa e
commutativa X×X → X (detta prodotto) e { , } è un applicazione X×X → X
bilineare, antisimmetrica e tale che, per f ∈ X, g 7→ {f, g} è una derivazione
sia rispetto a × che a { , }. Dunque per ogni f, g, h ∈ X si ha

i) f × g = g × f, (f × g)× h = f × (g × h)

ii) {f, g} = −{g, f}

iii) {f, gh} = {f, g}h+ g{f, h} (regola di Leibniz )

iv) {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (identità di Jacobi).

♦
La quantizzazione per deformazione vuole associare, per ogni valore del parame-
tro ~, 0 < ~ ≤ ~0, ad ogni elemento di f ∈ X un elemento f̂~ di una C∗-algebra
A (osservabili quantistici) in modo tale che la struttura algebrica degli osser-
vabili quantistici converga in un senso opportuno quando ~ → 0 alla struttura
descritta dall’algebra di Poisson.
Notiamo che spesso X è lo spazio di tutte le funzioni su una varietà simplettica
M; in questo caso l’uso di una norma nella quantizzazione suggerisce di applicare
la quantizzazione solamente a sottoinsieme X0 ⊂ X (ad esempio l’insieme X0

delle funzioni di classe C∞0 suM).

Definizione 7.6
Sia A0 un’ algebra abeliana e sia X un’algebra di Poisson contenuta densa-

mente nella parte autoaggiunta di A0. Se I è un sottoinsieme di R+ che ha zero
come punto di accumulazione, una quantizzazione stretta dell’algebra di Pois-
son (X ,× { , }) è una famiglia di applicazioni Q~, ~ ∈ I, da A0 agli elementi
reali di una famiglia A~ di C∗-algebre, con norma ‖.‖~, che soddisfi le seguenti
condizioni:

(a) linearità

Q~ è lineare per ciascun valore di ~ e Q0 è l’inclusione.
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(b) condizione di Rieffel

Per a ∈ A0 l’applicazione I 3 ~ 7→ Q~(a) è continua.

(c) condizione di von Neumann

Per a, b ∈ A0 si ha lim~→0 ‖Q~(a) ∗ Q~(b)−Q~(a× b)‖~ = 0, dove

Q~(a) ∗ Q~(b) ≡ 1
2

[Q~(a) Q~(b) +Q~(b) Q~(a)]. 7.48

(d) condizione di Dirac

Per a , b ∈ A0 si ha lim~→0 ‖{Q~(a),Q~(b} − Q~({a, b})‖~ = 0 dove

{Q~(a) ,Q~(b)} ≡ 1
2~

[Q~(a) ∗ Q~(b)−Q~(b) ∗ Q~(a)]. 7.49

(e) condizione di completezza

Q~(A0) è denso in A~ per ogni ~ ∈ I.

♦
Nota 7.10
La notazione quantizzazione stretta è introdotta per distinguerla dalle quantiz-
zazioni per deformazione definite in termini di serie formali nel parametro ~.

♣

Ricordiamo che una varietà di Poisson è una varietà lisciaM che ammette su
C∞(M) una struttura di Poisson in cui il prodotto sia l’ordinario prodotto di
funzioni suM.

Definizione 7.7
Si definisce quantizzazione completa di una varietà di PoissonM una scelta

di una sottoalgebra A0 di C∞(M) ed una quantizzazione stretta di questa
sottoalgebra.

♦
In circostanze favorevoli, le applicazioni lineari Q~ sono morfismi per ogni valore
di ~ e definiscono strutture di prodotto modificato per ciascun valore di ~.
Definizione 7.8

Una quantizzazione stretta è detta quantizzazione stretta per deformazione
se Q~(A0) è per ogni valore di ~ una sottoalgebra di A~ e l’applicazione è
iniettiva. In questo caso, possiamo definire il prodotto ] : A0 × A0 → A0 in
modo tale che risulti

Q~(A ] B) = Q~(A)~ ∗ Q~(B). 7.50
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♦
La quantizzazione di Weyl è una quantizzazione stretta per deformazione (corri-
sponde a deformare il prodotto tra due funzioni), e così è pure la quantizzazione
di Wick che introdurremo nel cap. 11.
Consideriamo il caso importante in cui la struttura di Poisson è realizzata da
funzioni reali di classe opportuna (ad esempio C∞) sullo spazio delle fasi clas-
sico T ∗(Rd) e la corrispondente struttura quantistica è realizzata con una clas-
se opportuna di operatori autoaggiunti sullo spazio di Hilbert H = L2(Rd).
Considerazioni analoghe possono essere fatte nel caso X = T ∗(T d).
Siano {xk} coordinate cartesiane in Rd. Poniamo per semplicità di notazione
Q~(A) = Â sottintendendo il parametro ~. Cerchiamo una corrispondenza tra
osservabili classiche A e osservabili quantistiche Â che soddisfi

a) A↔ Â è lineare,

b) xk ↔ x̂k, dove x̂k è moltiplicazione per xk,

c) pk ↔ p̂k ≡ −i~ ∂
∂xk

,

d) La corrispondenza A↔ Â è tale che per funzioni continue

f̂(x) = f(x̂), f̂(p) = f(p̂) = F−1fF

dove F indica la trasformata di Fourier.

e) Lζ ↔ L̂ζ con ζ = (α, β) per α, β ∈ Rd. Qui Lζ è il generatore simplettico
delle traslazioni nella direzione ζ e L̂ζ è il generatore del gruppo di unitari
t 7→W (tζ) = Wζ(t) definito da

(Wζ(t)φ)(x) = e
i
2 (tα·x+ 1

2 t
2 β)φ(x+ t β),

cioè il gruppo ad un parametro associato alla direzione ζ dall’algebra di Weyl.

Conviene notare che, attraverso opportuni processi di limite le condizioni a), e)
implicano b), c).

Nota 7.11
La corrispondenza A ↔ Â fa corrispondere a trasformazioni simplettiche

lineari trasformazioni unitarie. Questo non è in generale vero per trasforma-
zioni simplettiche non lineari, fatta eccezione per quelle che si ottengono per
sollevamento da trasformazioni di coordinate in Rd.

♣

Si può dimostrare che le condizioni a), . . . , e) caratterizzano completamente la
corrispondenza A ↔ Â, che questa corrispondenza identifica la quantizzazione
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di Weyl e che essa non può essere estesa a tutte le funzioni sullo spazio delle
fasi . Infatti si ha il seguente teorema

Teorema 7.4 (Van Hove [Hov51])
Sia G la classe di funzioni C∞ su R2d che generano gruppi ad un parametro

globali. Per g ∈ G indicheremo con Φg il corrispondente gruppo.
Non esiste un’applicazione g 7→ ĝ , con ĝ autoaggiunto, tale che

p̂k = i
∂

∂xk
, x̂k = xk, ̂a g + b h = aĝ + bĥ

{̂g, h} = i[ĝ, ĥ],

̂(Φfs ◦ Φgt ◦ Φf−s ◦ Φg−t) = eisf̂ eitĝ e−isf̂e−itĝ. 7.51

♦
Un problema interessante nella quantizzazione è il seguente.
Sia Q una quantizzazione con dominio D(Q), sia H(q, p) ∈ D(Q) una ha-
miltoniana su R2d e sia Q(H) ≡ Ĥ. Supponiamo che Ĥ sia un operatore
autoaggiunto, e sia U(t) il gruppo unitario corrispondente.
Sia A ∈ D(Q) e sia At la sua evoluta secondo il flusso (classico) di equazione

dA

dt
= {H,A}

e supponiamo che At ∈ D(Q), ∀t. Ci possiamo chiedere quale sia la relazione
tra Q(At) e U(t)Q(A)U(−t), cioè quale sia l’ostruzione alla commutatività del
seguente diagramma

Â
Φq−→ Ât

↑ Q ↑ Q
A

Φcl−→ At

7.52

dove Φcl e Φq sono rispettivamente il flusso associato alla hamiltoniana classica
H e il flusso associato alla hamiltoniana quantistica Ĥ. Si può cercare una stima
di

‖Q(A)t −Q(At)‖ 7.53

oppure di
|[Q(A)t −Q(At)]ψ| 7.54

per un opportuno insieme denso di vettori ψ.
Un problema duale, che privilegia il ruolo della Meccanica Quantistica, è la
stima di

‖Ãt −At‖∞, ‖Ãt −At‖Lp 7.55
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dove la funzione Ã, se esiste, è definita da

Q(Ãt) = Q(A)t.

Il problema successivo è quello di introdurre un (piccolo) parametro ~ che in
qualche modo codifichi la differenza tra il formalismo classico e quello quantistico
e di richiedere che la quantizzazioneQ~ possa essere definita per ogni 0 < ~ ≤ ~0.
In particolare ci si deve aspettare che i termini in (7.53), (7.54), (7.55) siano
infinitesimi in ~ e che

[Q~(A),Q~(B)] =
1
~
Q~({A,B}) + 0(1). 7.56

Ci si può anche aspettare di trovare uno sviluppo asintotico in ~ (in generale non
convergente) dei termini in (7.53), (7.54), (7.55). Ciò significa trovare funzioni
Ak, k ∈ N con A0 = A tali che per ogni intero N valga

||Q~(A)t −
N∑
0

~kQ~(Ak)(t)|| ≤ cn~N+1 7.57

per opportune costanti cN . Lo sviluppo sarà solo asintotico se non si riesce a
dimostrare che supN cN <∞.
La risposta a questi quesiti dipende dalla realizzazione della corrispondenza
A↔ Â.
Notiamo che anche in una quantizzazione stretta la serie (7.55) può non conver-
gere per molti osservabili classici A; in questo caso l’applicazione A 7→ Q~(A) è
ben definita per ogni 0 < ~ ≤ ~0 ma non è analitica.
Un problema interessante si presenta quando su un insieme A agisce un gruppo
topologico G attraverso trasformazioni che lasciano invariata una opportuna
struttura di A, e la cui azione è continua rispetto ad una opportuna topologia
su A (ovvero per ogni a ∈ A, l’applicazione a→ ag = g(a) è continua). A può ad
esempio essere una collezione di funzioni continue o differenziabili su una varietà
di Poisson e la quantizzazione in esame potrebbe essere una quantizzazione
stretta.
Se il gruppo topologico G agisce in modo continuo su A ci si può chiedere se
Q~(ag) sia un gruppo di trasformazioni G continuo nella topologia di Q~(A).
Se G è un gruppo di Lie, analogo problema si può porre per la struttura diffe-
renziabile; ed ancora, se l’azione di G induce una fibrazione di A, allora ci si può
chiedere se una fibrazione venga indotta pure su Q~(A). Un caso particolare
che abbiamo già considerato precedentemente è dato quando G è il gruppo delle
traslazioni nel tempo.
Se l’azione di G su A ammette generatori, ci si può chiedere come la quantizza-
zione scelta incida sulle proprietà spettrali dei generatori di G.
Non trattiamo ulteriormente questo interessante problema, che costituisce tut-
tora un attivo campo di ricerca in matematica con applicazioni alla modellistica
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in fisica dello stato solido e dei sistemi cristallini. Lo analizzeremo a livello ele-
mentare nel cap. 13, in occasione della trattazione dell’equazione di Schrödinger
con potenziali periodici. Rimandiamo, per una prima lettura sul formalismo e
le problematiche relative, a [L98, MPR07, N96, R89, R93].

7.3 Cenni sulla quantizzazione geometrica

Terminiamo questo Capitolo con una breve descrizione di un’altra forma di
quantizzazione, detta quantizzazione geometrica. Questa teoria, iniziata da
B.Kostant e B.Souriau negli anni ’70, ha avuto un notevole sviluppo negli anni
successivi ed è tuttora oggetto di intensa ricerca. Per una prima esposizione si
può vedere [GS84]; per sviluppi recenti si può vedere [Ham10].
A differenza della quantizzazione per deformazione, che si collega alla formu-
lazione algebrica della Meccanica Quantistica, la quantizzazione geometrica si
collega alla formulazione ondulatoria e tende a costruire, a partire dallo spazio
delle fasi della meccanica Hamitoniana classica, uno spazio di Hilbert in cui for-
mulare una teoria quantistica. In questo senso la rappresentazione complessa di
Bargmann-Segal e la rappresentazione mediante funzioni di Wigner che discu-
teremo nel cap. 11 sono quantizzazioni geometriche. Ne vedremo un semplice
esempio nell’Appendice A al cap. 8, nell’ambito dell’analisi semiclassica con il
metodo W.K.B..
Lo scopo della quantizzazione geometrica è quindi di associare ad una varietà
simplettica {M, ω} (dove ω è una due-forma chiusa) uno spazio di Hilbert
Q(M). Lo spazio di Hilbert viene costruito mediante le fibre di un fibrato V a
valori complessi su M sul quale è definita una connessione la cui curvatura è ω.
Ricordiamo che, indicando con Γ(V ) l’insieme delle sezioni liscie di V, una
connessione ∇ è un’applicazione

∇ : Γ(V ) → Ω1(M)⊗ Γ(V )

(dove Ω1(M) è lo spazio delle 1-forme su M) che soddisfa

∇(σ1 + σ2) = ∇σ1 +∇σ2,

∇(fσ) = (df)⊗ σ + f∇σ.

Assumeremo sempre che il fibrato sia localmente trivializzabile (riducibile a un
fibrato prodotto) in un intorno U di ogni punto di M mediante una trasforma-
zione di coordinate. Questo permette di rappresentare in ogni punto di U la
connessione mediante una 1-forma Θ.
Con questa notazione la curvatura associata alla connessione è data da Ω = ∇Θ.
Si vede facilmente che il risultato è indipendente dalla trivializzazione scelta.
Una connessione è piatta se Ω = 0.
Lo spazio delle sezioni è in generale troppo grande. Ad esempio, se M =
X ⊗ T ∗X, con X spazio delle configuazioni di un sistema meccanico, se la
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connessione è piatta, e si considerano tutte le sezioni, lo spazio di Hilbert che si
costruisce in modo naturale è L2(M,dl) dove dl è la misura di Lebesgue, mentre
lo spazio utilizzato in meccanica quantistica è L2(X, dl). È quindi necessario
considerare solo un sottoinsieme delle sezioni di V. Questo procedimento viene
detto polarizzazione. Varie sono le polarizzazioni considerate (corrispondenti
grosso modo a varie scelte di variabili coniugate).
Una possibile scelta è la polarizzazione di Kähler, che è determinata dalla strut-
tura complessa diM (essendoM una varietà simplettica, la 2-forma simplettica
definisce localmente una struttura complessa). Le sezioni scelte sono allora
quelle olomorfe.
Un’altra possibile scelta è la polarizzazione definita dallo scegliere la foliazione
in varietà lagrangiane. La chiameremo polarizzazione reale.
Si può notare l’analogia con le due rappresentazioni dell’algebra di Weyl, quella
reale e quella complessa di Bargmann-Segal.
Ad esempio nel caso dell’atomo di idrogeno è naturale considerare la varietà
di dimensione 6, data cone luogo dei punti nello spazio della fasi per i quali
l’energia (che è conservata lungo il flusso hamiltoniano) è strettamente negativa.
La struttura simplettica è quella standard.
In questo caso le fibre sono compatte (tranne quella associata all’origine, in cui
il potenziale è singolare) e la fibrazione può essere ristretta utilizzando solo le
fibre di Bohr-Sommerfeld, cioè le fibre su cui è definita una sezione globale che
è piatta su tutta la fibra (così che siano definite globalmente le variabili azione-
angolo). Si dimostra [GS84] che l’insieme delle fibre di Bohr-Sommerfeld è un
insieme discreto e questo porta alla quantizzazione di Bohr-Sommerfeld.
Dal punto di vista dell’analisi semiclassica questo può essere intepretato come
il sostiture, per il sottospazio che corrisponde a energia negative dell’atomo
di idrogeno, lo spazio di Hilbert con uno spazio di funzioni il cui supporto è
l’insieme delle orbite di Bohr-Sommerfeld.
Naturalmente la definizione di fibre di Bohr-Sommerfeld può essere esteso ad
una generica varietà compatta, e questo estende la definizione di quantizzazione.
Notiamo che spesso la varietà su cui descrivere la quantizzazione è localmente
isomorfa ad una varietà toroidale foliata da fibre definite da un’applicazione
momento.
Per ulteriori approfondimenti relativamente a questo interessante campo di
ricerca rimandiamo a [GS84].

Appendice 7A: L’algebra di Weyl magnetica

Presentiamo brevemente in quest’appendice la algebra di Weyl Magnetica, mo-
dificazione dell’algebra di Weyl utile nella trattazione di sistemi di particelle in
interazione con il campo magnetico.
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Abbiamo visto che l’algebra di Weyl è uno strumento adatto a quantizzare la
Meccanica Hamiltoniana su Rd utilizzando la forma simplettica standard.
In Meccanica classica, nella trattazione di interazioni con un campo magnetico
può convenire, anziché modificare la hamiltoniana attraverso una diversa defi-
nizione di momento, lasciare invariata la hamiltoniana e utilizzare parentesi di
Poisson modificate, le parentesi di Poisson magnetiche.
Analogamente in Meccanica Quantistica, se si trattano sistemi di particelle non
relativistiche interagenti tra loro e anche con un campo magnetico esterno, può
risultare opportuno utilizzare un’algebra di Weyl modificata detta algebra di
Weyl magnetica. Questo permette talora di mettere in luce effetti topologici
dovuti alla presenza del campo magnetico.
Ricordiamo brevemente la struttura di Poisson associata a una varietà simplet-
tica, in particolare la varietà costituita dallo spazio delle fasiM = T ∗C di una
particella; identificheremo lo spazio delle configurazioni C con Rd, d ≥ 2 (perché
sia compatibile con la presenza di un campo magnetico).
Ciascuna fibra del fibrato tangente è una copia di Rd, e così pure con Rd può
essere identificata ciascuna fibra del fibrato cotangente. Indicheremo con q ≡
{q1, . . . , qd} un sistema di coordinate riferite ad assi ortogonali e con {p1, . . . , pd}
coordinate riferite ad assi ortogonali nelle fibre del cotangente.
Una struttura simplettica su M è data da una 2-forma chiusa non degenere
Σ ∈ Ω2M (lo spazio delle 2-forme suM). Notiamo che Σ, essendo non degenere,
definisce univocamente un isomorfismo β : Ω1 → Ξ(M) (il fibrato dei campi
vettoriali suM) . Con la definizione

{f, g}Σ = Σ(β(df), β(dg)) 7A.1

la varietà simplettica ha una struttura di Poisson. Nel casoM = Rd e in assenza
di campo magnetici, la struttura simplettica più frequentemente utilizzata è la
struttura simplettica standard σ, data da

σ : Ξ× Ξ→ R, σ[(q, p), (q′, p′)] = q′ · p− q · p′. 7A.2

Trattiamo per semplicità solo il caso di una particella soggetta ad un campo
magnetico esterno B in R3; il caso diM particelle si tratta in modo analogo. Per
una particella non relativistica di massa m in un campo di potenziale (scalare)
V la dinamica in presenza di un campo magnetico può essere descritta mediante
la hamiltoniana

H(p, q) =
1

2m
(p+ eA(q))2 + V (q), rotA = B 7A.3

utilizzando la forma simplettica (7A.2). Essa può essere descritta equivalen-
temente mediante la hamiltoniana H ′(p, q) = 1

2mp
2 + V (q) ma allora deve

essere modificata la forma simplettica con l’aggiunta di una 2-forma chiusa
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B ∈ Ω2(Rd), in modo tale che la 2-forma risultante sia chiusa e non degenere
(e dia quindi luogo ad una nuova struttura di Poisson).
Questa modificazione viene fatta nel modo seguente. Notiamo che su una varietà
di dimensione 3 il campo magneticoB è una 2-forma che per il lemma di Poincarè
può essere rappresentata localmente come il differenziale di una 1-forma e quindi,
per la dualità di Hodge, con un campo vettoriale A. Questa rappresentazione
ha un’intrinseca ambiguità. Infatti due potenziali vettori definiti localmente da
A(x), A′(x) ∈ R3, x ∈ R3 danno origine alla stessa 2-forma che rappresenta
(localmente) il campo magnetico se si ha A′(x) − A(x) = ∇φ(x) dove φ(x) è
una funzione di classe C1 (invarianza di gauge locale). Chiameremo gruppo di
gauge il gruppo delle trasformazioni di questa natura.
In coordinate locali, per d = 3, il campo magnetico è rappresentato dal tensore
antisimmetrico dato da (7A.3) e quindi corrisponde alla due forma antisimme-
trica B = (∂i Ak − ∂k Ai)dxk ∧ dxi. Questa forma è per costruzione invariante
per cambiamenti di gauge; essa dipende solo dal campo magnetico.
Il vantaggio di questa costruzione è che il formalismo si estende a varietà M
molto generali, e che si possono utilizzare per il campo magnetico forme chiuse
ma non esatte. Ad esempio si può introdurre il campo magnetico di un filo
rettilineo percorso da corrente elettrica. La corrispondente due-forma è chiusa
ma non esatta, e la circolazione attorno all’asse del filo dà origine a effetti
topologici (effetto Bohm-Aharanov).
Consideriamo solo il caso in cui la spazio delle configurazioni è R3. È facile
vedere che in coordinate locali naturali qk, ph, h, k = 1, 2, 3 su T ∗R3 ≡ R3×R3

le equazioni del moto

q̇k =
1
m
pk, ṗk =

e

m

3∑
h=1

Bk,h(q) ph 7A.4

associate alla hamiltoniana (7A.3) dalla forma simplettica σ =
∑
k dpk ∧ dqk

coincidono con le equazioni associate alla hamiltoniana

H0(p, q) =
1

2m
p2 + V (q)

dalla forma simplettica

σB =
∑
k

dpk ∧ dqk +
e

m

3∑
h,k=1

Bh,k dqh ∧ dqk

Le corrispondenti parentesi di Poisson che descrivono l’azione del campo vetto-
riale sulle funzioni lisce sono

{f, g}B =
3∑

h,k=1

(
∂f

∂pk

∂f

∂qh
− ∂f

∂qk

∂f

∂ph
+

e

m
Bh,k

∂f

∂qh

∂g

∂qk
) 7A.5
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Le equazioni del moto (7A.4) sono invarianti per trasformazioni di gauge (con-
tengono solo il campo magnetico) mentre la hamiltoniana (7A.3) varia (per una
derivata totale).
Sembra naturale eseguire la quantizzazione utilizzando un formalismo che sia
invariante per trasformazioni di gauge. Questo porta ad introdurre le traslazioni
magnetiche e l’algebra di Weyl magnetica [Zak68, KO04, MP04].
Cerchiamo le applicazioni x 7→ αx, x ∈ R3 che corrispondono a trasformazioni
simplettiche e che hanno la forma

αx{q, p} = {q + x, p+ τx(q, p)} x ∈ R3 7A.6

per un’opportuna funzione τx((q, p). La proprietà di gruppo implica

τx+y(q, p) = τx(q, p) + τy(q + x, p+ τx(q, p)).

La condizione di essere simplettica è

α∗x(σB) = σB .

Un facile calcolo mostra che questa identità si traduce in

T−x;i,j(q, p)dqi ∧ dqj + S−x;i,j(q − px)dqj ∧ dpi = 0

dove

Tx;i,j(q, p) =
∂

∂qi
τx(q, p)− ∂

∂qj
τx(q, p) + eB(q)j,i − eB(q + x)j,i

Sx;i,j(q, p) =
∂

∂pj
(τx(q, p))i

Da queste relazioni si deduce che

∂τx(q, p)
∂pk

= 0, k = 1, 2, 3

e inoltre

∂

∂qj
(τx(q, p))k −

∂

∂qk
(τx(q, p))j + eB(q)j,k − eB(q + x)j,k = 0. 7A.7

Per determinare in modo esplicito τ dobbiamo invertire la relazione differen-
ziale (7A.7); questa può essere scritta nella sua versione infinitesima, tenuto
conto del fatto che il campo magnetico è una forma differenziale esatta (almeno
localmente)

∂

∂t
α−tx(q, p)

t=0 = −(x, e(dA(q)) · x)
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per una 1-forma A che soddisfa dA = B (in coordinate (rotA)i,j = Bi,j). Sarà
questa l’origine dell’ambiguità di gauge. La soluzione A(q) di (7A.7) è

τx(q) = eA(q + x)−A(q) rotA = B 7A.8

ed è definita a meno del gradiente di una funzione (gauge). Ne segue che le
traslazioni magnetiche sono definite a meno di una trasformazione di gauge.
Ricordiamo che in Meccanica Hamiltoniana il momento µΞ associato a un campo
vettoriale Ξ (quindi a una trasformazione infinitesima) è dato dalla contrazione
della forma simplettica con il campo vettoriale.
Si può vedere che la applicazione momento associata alla traslazione αx ( o
piuttosto alla sua parte infinitesima) è µA(q, p) = p− eA(q).
Per il teorema di Gauss, l’integrale della 1-forma A lungo un circuito chiuso è
uguale al flusso del campo magnetico attraverso una superficie il cui bordo è
il circuito stesso. Le traslazioni magnetiche lungo un circuito chiuso possono
quindi generare un’olonomia non banale se la 2-forma che rappresenta il campo
magnetico è chiusa ma non esatta.
Questo avrà importanza nella quantizzazione.
La quantizzazione di Heisenberg-Weyl non presenta eccessivi problemi poichè la
forma simplettica nel prodotto di convoluzione che definisce l’algebra di Weyl
può essere sostituita dalla forma simplettica magnetica. Ma la trascrizione in
rappresentazione di Schrödinger richiede una scelta di gauge, coerentemente al
fatto che la hamiltoniana classica (e quindi la hamiltoniana quantistica) dipende
della scelta del gauge. Tutti i valori d’aspettazione delle osservabili saranno
indipendenti da scelte di gauge.
Questo corrisponde al fatto che nella rappresentazione di Schrödinger le trasfor-
mazioni di gauge sono rappresentate da trasformazioni unitarie, e gli operatori
che corrispondono a grandezze osservabili si trasformano secondo la rappresenta-
zione aggiunta, per cui i valori d’aspettazione sono invarianti per trasformazioni
di gauge. La scelta di un particolare gauge in cui formulare la rappresentazio-
ne di Schrödinger (e quindi utilizzare lo strumento delle equazioni alle derivate
parziali e l’analisi di Fourier) corrisponde nella quantizzazione geometrica a una
scelta della varietà lagrangiana locale.
Tenendo conto del formalismo che abbiamo descritto, il prodotto di deformazio-
ne di Weyl (o di Moyal-Weyl) diventa, nel caso sia presente un campo magnetico
B in dimensione N

(f ∗~B g)(ξ) =
(

2
~

)2d ∫
dη

∫
dζ e−

2i
~ σ(η,ζ)− i

~
R
T (q,y,z) B(η,ζ)f(ξ − η)g(ξ − ζ)

7A.9
dove abbiamo indicato con il simbolo T (q, y, z) la proiezione sullo spazio del-
le configurazioni del triangolo T (ξ, η, ζ) individuato dai vettori ξ = (q, pξ),
η = (y, pη) e ζ = (z, pζ). Il prodotto descritto da (7A.9) viene comunemente
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chiamato prodotto magnetico di Moyal. Come il prodotto che definisce l’algebra
di Weyl, anche esso è associativo, non commutativo e soddisfa

(f ∗~B g)
∗

= (g ∗~B f) 7A.10

se f e g sono a valori reali. Diamo al prodotto (7A.9) un’espressione più conve-
niente. Utilizzando la trasformata di Fourier, è facile vedere che il prodotto di
Weyl-Moyal può essere posto nella forma alternativa

(f ∗~ g)(ξ) =
∫

Ξ

dη

∫
Ξ

dζ e−
i
~σ(ξ−η,ξ−ζ)f(η)g(ζ)

dove Ξ è lo spazio delle fasi, e ξ, η, ζ ∈ Ξ. Conseguentemente, il prodotto di
Weyl-Moyal magnetico prende la forma

(f ∗~B g)(ξ) =
∫

Ξ

dη

∫
Ξ

dζ e−
i
~ (σ+eB)(ξ−η,ξ−ζ)f(η)g(ζ). 7A.11

Se il campo magnetico è di classe C∞, il prodotto di Weyl-Moyal magnetico
applica S(Rd)× S(Rd) in S(Rd).
Questo prodotto si estende per dualità ad un’applicazione S(Rd) × S ′(Rd) in
S ′(Rd) mediante la formula

(F ∗~B f, g) = (F, f ∗~B g), (f ∗~B F, g) = (F, g ∗~B f) 7A.12

con F ∈ S ′(Rd), f ∈ S(Rd) e, ancora per dualità e procedimento di limite, ad
un’applicazione S ′(Rd)× S ′(Rd) in S ′(Rd) che soddisfa

(F ∗~B G, f)) = (G,F ∗~B f) 7A.13

con F,G ∈ S ′, f ∈ S. La risultante algebra di Weyl magnetica (l’algebra delle
funzioni sullo spazio delle fasi con la legge di prodotto (7A.10) è utile per com-
porre osservabili quantistici in presenza di un campo magnetico in modo inva-
riante per trasformazioni di gauge. Notiamo infatti che esso dipende solamente
dal campo magnetico.
Analizzando la trasformata di Wigner nel cap. 11 vedremo che può convenire in
Meccanica Quantistica utilizzare una rappresentazione che si riferisce a funzioni
suM×M anzichè a funzioni su C × C∗ dove C è lo spazio delle configurazioni.
Nel caso C = Rd che stiamo trattando, si ottiene questo mediante trasformata
di Fourier nella seconda variabile, tenendo conto che pk = −i~ ∂

∂qk
.

Con la notazione φ = (I ⊗ F)f , dove F è la trasformata di Fourier, la legge di
moltiplicazione che definisce l’algebra di Weyl magnetica risulta essere

(φ ∗~B ψ)(q, x) =
∫
Rd
dy φ(q − ~

2
(x− y), y) ψ(q +

~
2
y, x− y)e−

i
~ ΦB(q;x;y) 7A.14
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dove ΦB(q;x; y) è il flusso del campo magnetico attraverso il triangolo definito
dai punti {q − ~

2x , q − ~
2x + ~y , q + ~

2x}. Notiamo che nella definizione
dell’algebra di Weyl-Moyal magnetica interviene solamente il campo magnetico.
Nelle rappresentazioni di quest’algebra sullo spazio di Hilbert L2(Rd) è neces-
sario invece far uso del potenziale vettore magnetico A(x) connesso al campo
magnetico da B(x) = rot A(x).
Questa relazione non ha inverso unico, e le soluzioni differiscono una dall’altra
per un termine additivo di tipo gradiente (almeno localmente)

A′(x) = A(x) +∇φ 7A.15

dove φ(x) è un campo scalare. Vedremo che le rappresentazioni che corrispon-
dono a diverse scelte di A sono tra loro equivalenti, e daremo esplicitamente
l’operatore unitario che realizza l’equivalenza.
La necessità di introdurre il potenziale vettore, e quindi rappresentazioni di
Schrödinger equivalenti, ha origine dal fatto che nella rappresentazione di Schrö-
dinger (mediante funzioni nello spazio delle configurazioni) esistono operatori
unitari che commutano con gli elementi dell’algebra di Weyl magnetica. Questo
è l’equivalente quantistico dell’invarianza di gauge classica.
Anzichè derivare questa proprietà da un analisi generale delle rappresentazioni
delle algebre di funzioni definite da un prodotto con torsione (come l’algebra di
Weyl) diamo direttamente le costruzione nel caso dell’algebra di Weyl magnetica
nello spazio delle configurazioni R3 (rappresentazione di Schrödinger).
Sia A = Ak(x)dxk una 1-forma in R3 (potenziale vettore nella dualità di Hodge
tra 1-forme e campi vettoriali) tale che dA = B. In coordinate

B = h(x, y)k,jdxk ∧ dxj , h(x, y)k,j =
∂Ak(x)
dxj

− ∂Aj(x)
dxk

. 7A.16

Se x, y ∈ R3, definiamo ΓA[x, y] essere l’integrale della 1-forma A lungo il
segmento

[x, y] ≡ ∪s∈[0,1][sx+ (1− s)y].

Notiamo che per il teorema di Stokes, indicato con ΩB(q1, q2, q3) il flusso della
due forma B attraverso il triangolo determinato dai punti q1, q2, q3 si ha

ΩB(q, q+~x, q+~x+~y) = ΓA[q, q+~x] ΓA[q+~x, q+~x+~y] (ΓA[q+~x+~y])−1.
7A.17

Posto
ω~
B(q, x, y) = e−

i
~ ΩB(q,x,y), λ~

A(q, x) = e−
i
~ ΓA([q,q+~x])

si ottiene

ω~
B(q, x, y) = λ~

A(q, x)λ~
A(q + ~x, y)(λ~

A(q, x+ y))−1 . 7A.18



capitolo 7 – Algebra di Weyl. Quantizzazione 239

Se poniamo

[U~
A(x)φ](q) = λ~

A(q, x)φ(q + ~x), V ~(p)φ̂(k) = φ(k + p) 7A.19

si vede che questi operatori unitari generano una rappresentazione, determi-
nata dalla 1-forma A, dell’algebra di Weyl magnetica associata alla 2-forma
magnetica B.
Utilizzando l’equazione (7A.19) si può facilmente verificare che se si modifica la
1-forma A in A′ = A+dΦ, dove Φ è un campo scalare sufficientemente regolare,
si ottiene

e
i
~ Φ(q)[U~

A(x)φ](q) = [U~
A′(x)φ]e

i
~ Φ(q).

Si può notare che l’algebra di Weyl magnetica è descritta dalle seguenti relazioni

[Qj , Qk] = 0, [Qk,Π~
A,j ] = i~δi,j , [Π~

A,j ,Π
~
A,k] = i~Bk,j . 7A.20

Indicato con eiQ·p il gruppo che induce traslazioni in trasformata di Fourier e
con

U~
A(x) ≡ eixΠ~

A ≡ e− i
~ ΓA[Q,Q+~x]eix·P

il gruppo delle traslazioni magnetiche nello spazio delle configurazioni, si ha

U~
A(x)U~

A(x′) = ω~
B(Q, x, x′)U~

A(x+ x′),

ed una rappresentazione del gruppo di Weyl magnetico è data dagli operatori
unitari

W ~
A(q, p) ≡ e−iσ(q,p;Q,Π~

A) = e−
i
2 q·p e−iQ·p U~

A(x). 7A.21

Nota 7A.1
Nel caso di campo magnetico costante considerando un sistema planare nel

piano perpendicolare al campo magnetico le relazioni (7A.20) assumono la forma

[Q1, Q2] = 0, [Π1,Π2] = i~B, [Qk,Πj ] = i~δk,j . 7A.22

È facile verificare che, posto

Kj = Pj −
1

~B
εj,kQk,

(dove εj,k e’ il simbolo totalmente antisimmetrico) si hanno le relazioni

[Kj ,Km] =
1

~B
εm,j , [Πj ,Πk] = i~Bεj,k, [Kj ,Πk] = 0. 7A.23

Si può notare che la coppia K1, K2 genera un’ algebra di Heisenberg, e lo stesso
vale per la coppia Π1,Π2. Queste algebre commutano far loro.
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Una loro rappresentazione nello spazio L2(R2, dx1dx2) è data da

K1 ≡ x1, Π2 ≡ x2

K2 ≡ i~B
∂

∂x1
, Π1 ≡

i

~B
∂

∂x2

Da (7A.23) si può risalire alla trasformazione simplettica tra questa rappresen-
tazione e quelle nello spazio L2(R2, dQ1dQ2).
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Capitolo 8
Limite semiclassico I. Stati coerenti. Metodo W.K.B.

Il principio di corrispondenza nel senso di Bohr afferma che per gli stati lega-
ti, in corrispondenza a livelli quantici molto elevati (e quindi a differenze di
energia molto piccole tra livelli successivi), la descrizione dei processi di emis-
sione e assorbimento della luce data dalla Meccanica Quantistica deve tendere
a coincidere con quella data dalla Meccanica Classica.
Più in generale, includendo anche la Meccanica ondulatoria di Schrödinger, si
può considerare che il principio di corrispondenza sia grosso modo la regola
seguente: le previsioni della Meccanica Quantistica devono differire di poco
da quelle della Meccanica Classica quando il valore della costante di Planck è
molto piccolo rispetto agli altri parametri del sistema che hanno la dimensione
di un’azione.
Questo principio viene tradotto dal punto di vista della matematica nello studio
del comportamento delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger

i
∂φ

∂t
= −1

2
~∆φ+ ~−1 V φ 8.1

quando il parametro ~ tende a zero.
In (8.1) abbiamo diviso entrambi i termini dell’equazione di Schrödinger per ~,
un operazione legittima per ~ 6= 0.
La grandezza ~ ha le dimensioni di un azione, ed è una costante fisica e non ha
pertanto senso che ~ sia fatta tendere a 0. Per tradurre i risultati matematici
che otterremo in affermazioni relativa a grandezze fisiche è importante dunque
individuare per ogni sistema i parametri fisici rilevanti e tradurre l’affermazione
matematica ~→ 0 in termini di questi parametri.
Si vede da queste considerazioni che l’operazione ~→ 0 e le stime O(~α) che da-
remo non hanno carattere universale, ma richiedono un’accurata analisi del siste-
ma fisico in esame e delle sue dimensioni caratteristiche. In generale questa ana-
lisi è la parte più difficile nella formulazione di un’approssimazione semiclassica
che abbia rilevanza fisica.
Qui ci limiteremo a discutere alcune semplici proprietàmatematiche dell’appros-
simazione semiclassica intesa come ricerca delle equazioni cui soddisfa il limite
~→ 0 di una soluzione dell’equazione di Schrödinger (8.1) quando i dati iniziali
siano scelti opportunamente.
Notiamo che dal punto di vista della matematica si tratta di un limite singo-
lare, poiché tende a zero il coefficiente del termine con la derivata spaziale di
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ordine più alto e tende all’infinito il termine di potenziale. Dobbiamo pertanto
aspettarci che il limite della soluzione esista solo per un’opportuna classe di dati
iniziali, e che in questi casi il sistema limite che si ottiene soddisfi un’equazione
diversa dalla (8.1). Vedremo che per la classe dei dati iniziali che sceglieremo
l’equazione soddisfatta nel limite è l’equazione di Hamilton classica relativa allo
stesso potenziale.
La classe dei dati iniziali che consideriamo comprenderà due sottoclassi: quella
degli stati ben localizzati nello spazio delle fasi, che chiameremo stati coerenti, e
quella degli stati la cui funzione d’onda ha una fase fortemente oscillante su scala
~ nello spazio della configurazioni, che chiameremo stati W.K.B. (da Wentzel,
Kramers e Brillouin). Questi ultimi porteranno alle equazioni del moto in forma
Lagrangiana con delle stime che sono simili a quelle che caratterizzano l’ottica
geometrica.

A) Una prima classe di funzioni consentite per un limite semiclassico (stati coe-
renti generalizzati) è composta da funzioni localizzate in un intorno di diame-
tro O(

√
~) di un punto dello spazio delle configurazioni e la cui trasformata

di Fourier è localizzata in un intorno di diametro O(
√

~) di un punto p0 dello
spazio dei momenti. Per queste funzioni si ha 1

~ |(∇V )(x0)(x−x0)| = O( 1√
~ )

se V (x) è di classe C1 e ~|∆φ(x)| = O(1).
In questo caso l’analisi delle singolarità dei termini dell’equazione (8.1) e
il confronto con l’equazione classica che determina il moto del centro di
localizzazione dà luogo a due equazioni di compatiblità ottenute richiedendo
che nella differenza tra le due soluzione sia nullo sia il termine O( 1√

~ ) che il
termine residuo O(1); in quest’analisi si fa uso anche delle equazioni per il
flusso tangente classico.
In questo modo otteniamo le equazioni di Hamilton.

B) Una seconda classe di funzioni (stati W.K.B.) sarà costituita da funzioni
d’onda φ che sono della forma ρ(x)e

i
~S(x;t) (con ρ(x; t) e S(x; t) sufficiente-

mente regolari); la fase di queste funzioni è fortemente oscillante nel limite
~→ 0.

Il senso di questa condizione è facilmente comprensibile quando si noti che
per V = 0 le funzioni

f(x, t) =
∫
φ(p)e

i
~ [(x,p)− p

2t
2 ] dp

risolvono l’equazione di Schrödinger con dato iniziale f(x, 0).
La condizione che l’equazione (8.1) sia soddisfatta fornisce una relazione tra
le funzioni ρ(x; t) e S(x; t); questo porterà ad un’equazione di Hamilton-
Jacobi, l’equazione classica del moto (in forma lagrangiana) che deve essere
soddisfatta dalla traiettoria con dato iniziale (x0,∇S(x0)).
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Notiamo che l’analisi che faremo è valida nell’ipotesi che lo spazio della fasi
del sistema classico limite sia RN×RN con la struttura simplettica standard
e lo spazio delle configurazioni della Meccanica Quantistica sia RN .

Nell’analisi del moto delle funzioni ben localizzate nello spazio delle fasi
questa richiesta non è essenziale, poiché l’analisi ha carattere locale, e può
essere estesa senza difficoltà al caso in cui il sistema quantistico sia definito
su una spazio delle configurazioni Σ localmente diffeomorfo a RN così che
lo spazio fibrato cotangente della corrispondente teoria classica sia T ∗(Σ)
(prestando attenzione a sostituire il Laplaciano con l’operatore di Laplace-
Beltrami).

In questo caso si cerca di ottenere una corrispondenza con le traiettorie
descritte dalla Meccanica Classica sul T ∗(Σ) dotato di un’opportuna strut-
tura simplettica (che riflette la struttura dell’algebra di Heisenberg data
dagli operatori che rappresentano moltiplicazione per coordinate locali e gli
operatori che generano sulle funzioni su Σ le traslazioni lungo geodetiche).

Nel caso in cui la varietà abbia una struttura topologica diversa da RN biso-
gna prestare attenzione a definire correttamente il laplaciano. Ad esempio,
se σ è il toro TN con coordinate angolari θk, il gradiente ed il Laplaciano
vengono solitamente definiti sulla classe di funzioni differenziabili su [0, 2π]N

con condizioni periodiche al bordo.

L’estensione al caso di una generica varietà Σ del metodo W.K.B., che uti-
lizza funzioni oscillanti, richiede più attenzione nel caso perché l’estensione
a tutti i tempi dellle soluzione dell’equazione di Hamilton-Jacobi richiede
maggior cura nel caso non esistano coordinate globali.

Una più completa trattazione dei molti e interessanti problemi matematici
che si presentano nell’analisi del limite semiclassico in Meccanica Quantistica
si può fare attraverso l’analisi di Fourier nello spazio delle fasi e l’introdu-
zione della trasformata di Wigner e di operatori pseudodifferenziali. Faremo
nel cap. 11 un’analisi elementare di questo approccio.

8.1 Approssimazione semiclassica mediante stati localizzati

Diciamo che una funzione d’onda φ(x) normalizzata ad uno in L2(RN ) è ben
localizzata intorno al punto p0, q0 dello spazio delle fasi (che nei casi che tratte-
remo è RN×RN ) se esistono costanti positive c1, c2, ed una costante 0 < α < 2,
tali che∫

|φ(x)|2(x− q0)2 dx ≤ c1~α,
∫
|φ̂(p)|2(p− p0)2 dp ≤ c2~2−α. 8.2

Risulta intuitivo che stati localizzati in un intorno di un punto nello spazio delle
fasi classico possano essere lo strumento adatto a studiare il limite semiclassico,
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e ci si aspetta che questi stati rimangano localizzati sulla traiettoria classica a
meno di un errore che tende a zero quando ~→ 0. Questo è ciò che dimostreremo
in questo capitolo. Per semplicità, considereremo inoltre solo il caso α = 1/2.
Per osservare quale ruolo giochino nell’analisi semiclassica gli stati localizzati,
riscriviamo l’equazione di Schrödinger nella forma (8.1) e denotiamo con

γ(t) ≡ {q(t), p(t)} q, p ∈ RN 8.3

la soluzione delle equazioni di Hamilton con hamiltoniana H = p2

2 + V (q) e con
dato iniziale

q(0) = q0, p(0) = p0. 8.4

Supponiamo per semplicità che la traiettoria γ ≡ {γ(t)}, γ(t) ∈ R2N sia
definita per ogni tempo. Cerchiamo una soluzione di (8.1) normalizzata a uno
in L2(RN ) e localizzata (nel senso della norma dello spazio di Hilbert) a ciascun
istante t in un intorno del punto γ(t).
Sia φ~

0(x) il dato iniziale localizzato intorno a {q0, p0} ≡ γ(0). Vogliamo di-
mostrare che la soluzione dell’equazione di Schrödinger con questo dato iniziale
rimane localizzata per tempi di ordine di grandezza ~− 1

2 in un intorno di γ(t) il
cui diametro cresce in generale con il tempo in modo lineare.
In altre parole, vogliamo dimostrare che se la traiettoria γ ≡ {q(t), p(t)} è solu-
zione dell’equazione di Hamilton con hamiltoniana H e dati iniziali {q0, p0} ≡
γ(0), allora esistono stati ψ~

γt(x), ben localizzati nello spazio delle fasi al tempo
t attorno al punto {q(t), p(t)}, che differiscono poco in norma L2 – a ciascun
tempo t – dalla soluzione al tempo t dell’equazione di Schrödinger (8.1) avente
come dato iniziale φ~

0(x).
Indichiamo con φ~(x, t) questa soluzione, con φ~(x, 0) = ψ~

γ0(x).
Vogliamo dimostrare che esiste α > 0 ed una funzione positiva c(T ), tali che

sup
0≤t≤T

‖ψ~
γt(x)− φ~(x, t)‖2 ≤ c(T )~1/2 8.5

La condizione (8.5) è certamente soddisfatta (con c(T ) = cT ) se dimostriamo
che per t ∈ [0, T ] si ha

sup
0≤t≤T

‖ d
dt
ψ~
γt(x)− d

dt
φ~(x, t)‖2 ≤ c~1/2 8.6

e quindi

‖ψ~
d
dtγt

(x) +
i

2
~∆φ~(x; t)− i~−1V (x)φ~(x; t)‖2 ≤ cT~1/2 8.7

Procediamo per il momento in modo formale. Abbiamo notato che il ter-
mine ~

2 ∆φ(x, t) è di ordine O(1) nel limite ~ → 0 (bisogna ricordare che la
localizzazione nella variabile x è di ordine ~1/2).
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Scriviamo il termine ~−1V (x)φ in (8.7) come somma di quattro termini

~−1V (x)φ = I + II + II + IV

I ≡ ~−1V (q(t))φ(x, t), II ≡ ~−1(q(t)− x)∇V (q(t))φ(x, t) 8.8

III ≡ 1
2

~−1 ∂V

∂xi∂xk

∣∣∣∣
q(t)

(xi − qi(t))(xj − qj) IV ≡ Rq(t)(x). 8.9

Il termine I (che ha una singolarità di ordine ~−1) dà solamente un fattore
di fase globale che è irrilevante poiché funzioni d’onda che differiscono per un
fattore di fase globale rappresentano lo stesso stato fisico.
Il termine II ha una singolarità del tipo ~−1/2 nel limite ~→ 0 e dovrà presenta-
re in (8.7) una cancellazione con un termine in ~

2 ∆φ(x, t) che ha lo stesso grado
di singolarità. Notiamo che questo termine dipende solamente dal gradiente del
potenziale V ; questo rende conto del fatto che nell’equazione di Schrödinger ap-
pare il potenziale, mentre nelle equazioni classiche appare solo il suo gradiente,
cioè la forza.
Il termine III non è singolare nel limite ~ = 0. Ci aspettiamo che in (8.7) la
somma di questo termine e di quello non singolare in ~

2 ∆φ(x, t) sia uguale a
ψ~
d
dtγt

(x) a meno di termini proporzionali a ~α. Vedremo che queste due condi-
zioni sono soddisfatte se la traiettoria γ è soluzione dell’equazione di Hamilton
con hamiltoniana 1

2p
2 + V (x).

Notiamo che il termine III, che dà contributo di ordine zero in ~, contiene il
coefficiente

1
2~

∂V

∂xi∂xk

∣∣∣∣
q(t)

(xi − qi(t))(xj − qj(t)).

Questo induce a pensare che nella cancellazione abbiano un ruolo le equazioni
del flusso tangente alla traiettoria, un flusso lineare con coefficienti dipendenti
dal tempo espresso in coordinate locali da

π̇ =
∂V

∂xi∂xk
(t)
∣∣∣∣
q(t)

ξ, ξ̇ = π. 8.10

Espliciteremo questo ruolo nel corso della dimostrazione di (8.7).
Il termine IV è formalmente di ordine

√
~.

È facile verificare che le funzioni C∞ a decrescenza rapida costituiscono un
dominio denso comune invariante per l’azione dei generatori del flusso hamilto-
niano e del suo flusso tangente. Pertanto le manipolazioni formali che faremo
in questo capitolo sono giustificate.
Notiamo che il flusso tangente classico è lineare omogeneo (con coefficienti che
dipendono dalla traiettoria, e dal tempo) e i suoi generatori simplettici sono
pertanto quadratici omogenei nelle coordinate locali. Vedremo che questo porta
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a considerare, per lo studio dell’approssimazione semiclassica, operatori (gene-
ratori di trasformazioni unitarie) quadratici nelle q̂k e p̂k. Abbiamo utilizzato la
notazione (vedi cap.7)

(q̂kφ)(x) ≡ xkφ(x), (p̂kφ)(x) ≡ −i~ ∂

∂xk
φ(x).

Essenziale per la trattazione che faremo sarà il fatto che, per operatori omogenei
di ordine 2 nelle q̂k e p̂h, l’operazione di commutazione è essenzialmente isomorfa
all’operazione che consiste nell’ eseguire le parentesi di Poisson tra le corrispon-
denti espressioni quadratiche omogenee nelle variabili canoniche (classiche) q, p
su T ∗(Rn).
Una conseguenza di questo sarà che, nel caso di hamiltoniane al più quadrati-
che, la formula che troveremo per l’approssimazione semiclassica coinciderà con
quella che determina in Meccanica Quantistica il variare nel tempo dei valori di
aspettazione degli operatori posizione e quantità di moto (teorema di Eherenfe-
st). Questo spiega il ruolo privilegiato che hanno gli operatori al più quadratici
nelle q̂k, p̂h nello studio del limite semiclassico (e più in generale nel problema
della quantizzazione).
Gli operatori Uk(b) ≡ eibq̂k e Vk(b) ≡ eibp̂k forniscono gli omeomorfismi di
traslazione rispettivamente per gli operatori p̂, q̂:

Uj(a)p̂kUj(a)∗ = p̂k + a Iδj,k Vj(b)q̂kVj(a)∗ = q̂k + b I δj,k. 8.11

Scegliendo opportunamente le funzioni a(t), b(t) si possono pertanto muovere
con trasformazioni unitarie gli stati ben localizzati in modo tale che i loro bari-
centri seguano una traiettoria prestabilita. Ad esempio seguendo le traiettorie
che sono soluzioni dell’equazione di Hamilton con una hamiltoniana classica pre-
stabilita. Noi considereremo soltanto il caso in cui la hamiltoniana classica ha
la forma

Hcl =
1
2
p2 + V (q), p, q ∈ Rd, V ∈ C3 8.12

e supporremo sempre che il flusso hamiltoniano corrispondente sia definito uni-
vocamente per ogni tempo. Indichiamo con γq0,p0(t) la traiettoria che ha come
dato iniziale (q0, p0).
Dovremo dimostrare che

1) La classe degli stati ben localizzati è lasciata invariante dall’evoluzione quan-
tistica con hamiltoniana H = −∆ + V (x).

2) La soluzione dell’equazione di Schrödinger con dato iniziale uno stato φ0 ∈
L2(Rd) ben localizzato in un punto q0, p0 è, uniformemente in t ∈ [0, T ],
vicina in norma ad uno stato ben localizzato in un intorno di γq(t), p(t) dove
{q(t), p(t)} rappresentano la traiettoria soluzione dell’equazione di Hamilton
con hamiltoniana H(p, q) = 1

2p
2 + V (q) e dato iniziale q0, p0.
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3) La miglior approssimazione alla soluzione dell’equazione di Schrödinger con
un dato iniziale molto ben localizzato si ottiene mediante una famiglia di tra-
sformazioni unitarie generate da hamiltoniane quantistiche quadratiche di-
pendenti dal tempo, ottenute per quantizzazione dalle hamiltoniane classiche
che generano il flusso tangente alla traiettoria classica.

D’altra parte le funzioni d’onda ben localizzate hanno un supporto piccolo (di
ordine ~α per 0 < α < 1) ma non nullo e poiché l’equazione di Schrödinger è
dispersiva ci aspettiamo che l’evoluzione modifichi la forma della funzione ed in
particolare ne faccia crescere il supporto essenziale.
L’approssimazione che daremo porta a stime esplicite della dipendenza dal tem-
po della dispersione e ad espressioni esplicite per il nucleo integrale dell’opera-
tore unitario di propagazione.
Studieremo in dettaglio il caso in cui il dato iniziale appartiene ad una speciale
classe di stati ben localizzati, che chiameremo stati coerenti. Questi stati han-
no una rilevanza fondamentale nell’ottica quantistica, argomento che noi non
tratteremo.
L’analisi può essere estesa a stati coerenti generalizzati ottenuti dagli stati coe-
renti mediante utilizzo di polinomî di Hermite di ordine più elevato. Anche
per questi stati si possono dare formule esplicite di propagazione nel caso di
hamiltoniane al più quadratiche.
D’altra parte qualunque stato ben localizzato può essere approssimato con ar-
bitraria precisione in norma mediante stati coerenti generalizzati. L’evoluzione
quantistica, essendo descritta da operatori unitari, preserva quest’approssima-
zione. Pertanto sarà sufficiente descrivere, mediante hamiltoniane quantistiche
al più quadratiche, l’evoluzione degli stati coerenti generalizzati. Noi qui ci
limitiamo ad esplicitare il formalismo nel caso degli stati coerenti.

Gli stati coerenti sono stati puri (rappresentabili da funzioni d’onda) caratteriz-
zati dal fatto di avere dispersione minima rispetto alle osservabili q̂, p̂.
Definiamo la dispersione ∆ψ(A) di un operatore autoaggiunto A ∈ B(H) nello
stato descritto dal vettore ψ ∈ D(A) mediante

∆ψ(A) ≡ σψ(A2)− (σψ(A))2, σψ(A) ≡ (ψ,Aψ). 8.13

Per ogni coppia di operatori si ha

C ≡ (
A− σ(A)

∆(A)
− iB − σ(B)

∆(B)
)(
A− σ(A)

∆(A)
+ i

B − σ(B)
∆(B)

) ≥ 0 8.14

e l’eguaglianza vale se e solo se C = 0.
Se in particolare AB −BA = i~I, allora si ha

∆A∆B ≥ ~/2.
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Quindi i vettori di dispersione minima rispetto alla coppia Q,P sono le soluzio-
ni di

[
Q− σ(Q)

∆(Q)
− iP − σ(P )

∆(P )
]ψ = 0. 8.15

Per un sistema ad un grado di libertà, questa relazione assume la forma esplicita

(~
d

dx
+ βx)φ = αφ 8.16

e, nel caso particolare in cui ∆Q = ∆P = ~/2,

(
d

dx
+ x− α)φα = 0. 8.17

Le soluzioni φα di (8.17) vengono dette stati coerenti. Notiamo che il vettore
φα è l’autostato all’autovalore α dell’operatore

ak ≡ q̂k − ip̂k

(detto operatore di annichilazione come visto nel cap. 7). Le soluzioni di (8.16)
vengono dette stati coerenti strizzati (squeezed; questa terminologia viene dal
fatto che per β molto grande essi sono molto localizzati in posizione, e conse-
guentemente poco localizzati in quantità di moto)1.
Gli stati coerenti sono parametrizzati dai punti dello spazio delle fasi. In par-
ticolare per un sistema con un grado di libertà al punto del piano complesso C
con coordinate z = {q, p} è associato lo stato coerente

ψz(x) ≡ c e−
(x−q)2

2~ + i
~xp 8.18

dove c è una costante che rende il vettore normalizzato ad uno in L2(R).
Notiamo che la trasformata di Fourier di ψz è ancora una gaussiana, centra-
ta adesso in p. Gli stati coerenti non sono ortogonali per diversi valori del
paramentro z ma vale la seguente relazione di completezza

∀φ ∈ L2(R), φ(x) =
∫
C

< ψz, φ > ψz(x) dz. 8.19

Se la famiglia di operatori dipendenti in generale dal tempo H(t) è composta
da operatori quadratici nelle p̂ e q̂, il loro flusso lascia invariante l’insieme degli
autovettori degli operatori combinazioni lineari di q̂ e p̂.
È facile vedere che tali autovettori sono dati, nella rappresentazione delle x,
dalle funzioni gaussiane

e−
(x,Kx)

2~ + i
~ (a,x), a ∈ Rd 8.20

1L’espressione inglese squezeed state viene spesso anche tradotta in italiano come stato
schiacciato.
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dove K è una generica matrice positiva. Notare che anche le trasformate di
Fourier di queste funzioni sono gaussiane. Ne deduciamo che l’insieme degli
stati gaussiani è lasciato invariante dal flusso di una hamiltoniana quantistica
al più quadratica con coefficienti eventualmente dipendenti dal tempo. Questo
osservazione formerà la base della nostra analisi delle soluzioni dell’equazione
di Schrödinger nel limite semiclassico.
In Appendice B descriveremo brevemente un metodo per esplorare, mediante
tecniche mutuate dalla Meccanica Quantistica, il flusso tangente ad una traiet-
toria di una sistema hamiltoniano classico, ed in particolare per determinare il
suo indice di Maslov. Vedremo nel seguito la rilevanza di questa proprietà in
particolare nell’analisi del metodo WKB.

Ritorniamo ora allo studio del limite semiclassico attraverso le proprietà degli
stati coerenti. Iniziamo considerando un sistema con un grado di libertà; le
formule che introdurremo risultano più semplici, non appesantite da una nota-
zione matriciale. Daremo brevemente in seguito la generalizzazione per sistemi
a più gradi di libertà; essa è concettualmente semplice ma formalmente alquanto
complessa. Definiamo

D~(α) = e(αa∗−ᾱa)/
√

~, 8.21

T (β) = e(γ(a∗)2−γ̄a2)/2, γ(β) = β|β|−1arctg |β|. 8.22

Gli operatori D~(α), T (β) sono definiti inizialmente su combinazioni lineari
finite di funzioni di Hermite, sono isometrici con inverso isometrico e si estendono
quindi ad operatori unitari su L2(R) che indichiamo con lo stesso simbolo.
L’operatore T (β) può essere riscritto nella forma

T (β) = e
i
2 Im (γ(q̂2−p̂2))− i

2 Re (γ(q̂ p̂+p̂ q̂)) 8.23

con inverso T (−β). L’operatoreD~(α) genera a partire dallo stato fondamentale
dell’oscillatore armonico gli stati coerenti a dispersione simmetrica; infatti

D~(α)ψ0, ψ0 = (1/
√
π)e−1/2x2

rappresenta uno stato coerente con dispersione ∆q = ∆p =
√

~. L’operato-
re T (β), detto anche trasformazione di Bogolijubov, genera stati coerenti a
dispersione non simmetrica; si ha infatti su un dominio denso

T (β)aT (−β) = (1− |β|2)−1/2(a− βa∗). 8.24

La funzione
φα,β ≡ D1(α)T (β)ψ0 8.25

rappresenta uno stato coerente centrato in α, β con

∆Q =
1√
β
, ∆P = ~(∆Q)−1.
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Nota 8.1
Spesso si introducono stati coerenti generalizzati, definiti da

φnα,β = D~(α)T (β)hn 8.26

dove hn è l’ennesima funzione di Hermite. Questi stati possono essere utiliz-
zati per dare una stima più accurata dell’evoluzione per una hamiltoniana non
quadratica.

♣

Possiamo ora enunciare il teorema d’approssimazione semiclassica nel caso di
un sistema ad un grado di libertà.
Sia q(t), p(t) un traiettoria completa del sistema classico con hamiltoniana
H(q, p, t) = p2 + V (q, t), V ∈ C3 e sia S(t) l’azione classica, data lungo la
traiettoria da

S(t) =
∫ t

0

ds [(
1
2
p(s)2 − V (q(s), s)]. 8.27

Siano ξ(t), π(t) funzioni a valori complessi soluzioni dell’equazione del moto
linearizzate intorno a q(t), p(t) (equazioni del flusso tangente)

ξ̇(t) = π(t), π̇(t) = −V ′′(q(t), p(t); t)ξ(t)

(scegliamo convenzionalmente Re (ξ(0)π(0)) = 1). Definiamo funzioni a valori
complessi α(t), β(t) attraverso

α(t) =
1√
2

(q(t) + ip(t)), β(t) =
ξ(t)− π(t)
ξ(t) + π(t)

. 8.28

Definiamo gli stati coerenti generalizzati e riscalati

Φnα,β(x, t) ≡ ~−1/4φnα,β((~)−1/2 x, t) : 8.29

Questi stati sono localizzati in un intorno di ordine di grandezza
√
h del punto

q(t) e la loro trasformata di Fourier è localizzata in un intorno di ordine
√

~ del
punto p(t). Si ha allora

Teorema 8.1
Esiste una costante C (che dipende dal dato iniziale e dal potenziale V ) tale

che per ogni intero n e numero reale positivo T si ha, per 0 ≤ t ≤ T

||U~(t)Φnα(0),β(0)(x)− e−i δ(t)(n+1/2)[γ(t)−γ(0)]/~Φnα(t),β(t)|| ≤ C
√

~t 8.30

dove

δ(t) = S(t)− [q(t)p(t)− q(0)p(0)] γ(t) = −arg (ξ(t)− iξ̇(t)). 8.31
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Inoltre si ha C = 0 se la hamiltoniana H è al più quadratica nelle q, p.
♦

Dimostreremo questo teorema utilizzando il risultato corrispondente per hamil-
toniane al più quadratiche. In particolare utilizzeremo il seguente Lemma

Lemma 8.2
Sia U(t, s) la famiglia di operatori unitari che descrive il flusso quantistico

con hamiltoniana H(t) = 1
2 p̂

2 + f(t)q̂2 dove f(t) è una funzione di classe C1.
Allora vale la relazione esplicita (con le notazioni fin qui utilizzate)

U(t, s) = T (β(t))ei(γ(t)−γ(s))(a∗a+aa∗)/2T (β(−s)). 8.32

♦
Dimostrazione

Sia U(t, s) l’operatore di evoluzione in L2(R) associato all’equazione

i~
∂φ(x, t)
∂t

= (−1
2

~2 d
2

dx2
+ f(t)x2)φ(x, t).

Definito

K0 ≡ (a∗a+ aa∗)/4, K+ ≡ (a∗)2/2, K− ≡ a2/2,

è facile verificare che
[K0,K∓] = ∓K∓

e che da questo segue

T (β)K0T (−β) =
1 + |β|2

1− |β|2
K0 −

β

1− |β|2
K+ −

β̄

1− |β|2
K−

T (β)K+T (−β) =
1

1− |β|2
K+ +

β̄2

1− |β|2
K+ − 2

β̄

1− |β|2
K0 8.33

(la verifica può essere fatta sviluppando l’esponenziale che appare nella defini-
zione di T (β), il che è lecito su di un dominio denso lasciato invariante dagli
operatori K). Si può notare poi che per costruzione si ha

i
d

dt
T (β(t)) = λ(t)K+ + λ̄(t)K− + µ(t)K0 8.34

dove
λ = iβ̇(1− |β|2)−1, µ = i((β̇)∗ − β∗β̇)(1− |β|2)−1.

Utilizzando queste formule si può verificare la seguente identità

i
d

dt
(T (β(t))e2iγ(t)K0) =
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= [(µ−2γ̇
1 + |β|2

1− |β|2
)K0 +(λ+

2βγ̇
1− |β|2

)K+(λ+
2βγ̇

1− |β|2
)∗K−]T (β(t))e2iγ(t)K0 .

8.35
D’altra parte, dalla definizione di β(t) segue che questa funzione soddisfa l’e-
quazione differenziale

β̇ = −iβ(1 + f) + i(1− f)
1 + |β|2

2
8.36

dove la relazione tra la funzione f(t) e le funzioni β(t) e γ(t) è data da

(1− f)Reβ − (f + 1) ≡ 2γ̇.

Notiamo, che con queste notazioni si ha

2H(t) = 2(f + 1)K0 + (f − 1)[K+ +K−].

Ne segue che

i
d

dt
(T (β(t))e2iγ(t)K0) = H(T (β(t))e2iγ(t)K0).

Questo conclude la dimostrazione del Lemma 8.2.
♥

Daremo ora una traccia della dimostrazione del teorema 8.1. Una dimostrazione
completa si può trovare ad esempio in [Hag85]. L’idea è di scrivere a ciascun
istante la hamiltoniana nella forma

H = H2(t) +Hr(t)

dove H2(t) rappresenta lo sviluppo di Taylor all’ordine due dell’operatore H
nel punto dello spazio delle configurazioni raggiunto dalla traiettoria classica
considerata al tempo t, mentre Hr è il termine residuo.

Nota 8.2
Notiamo che, nel caso dell’equazione di Schrödinger che studiamo, solo il

termine di ordine zero nelle p̂ contribuisce a Hr; questo semplifica la trattazione,
in special modo per quanto riguarda i domini di definizione; una trattazione del
caso in cui appare nella hamiltoniana un termine lineare in p̂ con coefficiente che
dipende linearmente da x, come nel caso in cui sia presente un campo magnetico,
risulta un poco più difficile.

♣

Utilizzeremo il Lemma 8.2 e il fatto che su stati molto localizzati sulla traiettoria
classica il termine Hr è piccolo in un senso opportuno. Infatti si ha

H2(t) =
~2

2
d2

dx2
+ V (q(t)) + (x− q(t))V ′(q(t)) +

1
2

(x− q(t))2V ′′(q(t)) 8.37
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e, se il potenziale V è di classe C3, Hr è l’operatore di moltiplicazione per una
funzione

Hr(t) = V ′′′(q(t))(x− q(t))3(1 + o(1)). 8.38

Quindi
∫
|(Hrψ)(x)|2 dx è piccolo quando la funzione ψ è sufficientemente ben

localizzata intorno al punto q(t). Per avere una dimostrazione del teorema,
occorre sostituire quest’argomento euristico con un stima precisa dell’errore che
si commette tralasciando Hr

Diamo ora la traccia di dimostrazione del Teorema 8.1 utilizzando il Lemma
8.2. Faremo uso del teorema fondamentale del calcolo.
Se H(t) e H0(t) sono due famiglie di operatori autoaggiunti e U(t, s) e U0(t, s)
sono le famiglia di operatori unitari che risolvono

i
dU(t, s)
dt

= H(t)U(t, s), U(s, s) = I,

i
dU0(t, s)

dt
= H0(t)U0(t, s), U0(s, s) = I,

si ha, dal teorema fondamentale del calcolo

U∗0 (t, s)U(t, s) = I +
∫ t

s

d

dτ
[U∗0 (τ, s)U(τ, s)] dτ. 8.39

Posto W (t) = H(t)−H0(t) si ottiene

U(t, s) = U0(t, s) + ~
∫ t

s

U(t, τ)W (τ)U0(τ, s) dτ

con W (t) = 1
~ [V ′′′(q(t))(x − q(t))3 + o(|x − q(t)|3)C] dove C è un operatore

limitato. Per ogni elemento φ ∈ H si ha

|(U(t, s)− U0(t, s))φ| ≤
∫ t

s

|W (τ)U0(τ, s)φ|2 dτ. 8.40

Nel nostro caso si ha W (t) = Hr(t).
Per dimostrare che il termine al membro di destra della (8.40) è maggiorato da
≤ Ct

√
~ per t ∈ [0, T ] ed un’opportuna costante C è pertanto sufficiente trovare

elementi ψ dello spazio di Hilbert che sono invarianti (come insieme) per l’azione
di U0(t, s) e per ciascuno dei quali si abbia una stima del tipo

|W (t)ψ| ≤ C~1/2, ∀t ∈ [0, T ]. 8.41

Nel nostro caso si ha, uniformemente in 0 ≤ t ≤ T ,

‖
∫ t

0

W (τ)U0(τ, s)φ‖ ds ≤ 1
~

∫ t

0

[‖V ′′′(q(t))(x−q(t))3(1+o(1))]φ‖ ds = O((~)
1
2 ),
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dove abbiamo utilizzato il fatto che φ(t, x) è uno stato ben localizzato intorno
alla traiettoria classica, con dispersione di ordine

√
~ nella posizione.

♥
Diamo ora un breve cenno alla generalizzazione di questi risultati al caso di si-
stemi a dimensioni n > 1. Il procedimento che seguiamo è lo stesso che abbiamo
seguito nel caso in cui il sistema ha un solo grado di libertà, le complicazioni
formali provengono dal dover operare con matrici anziché con quantità scalari.
Gli stati coerenti sono anche qui gli stati a dispersione minima ∆q(φ)∆p(φ) = ~
e gli stati Gaussiani sono gli autostati delle combinazioni lineari omogenee degli
operatori di creazione e di distruzione. Gli operatori D sono sostituiti con

D~(α)e~−1/2[(α,a∗)−(α∗,a)], α ∈ Rn, a ≡ (a1, . . . , an). 8.42

Gli operatori di Bogolijubov sono definiti nel modo seguente. Sia B una matrice
hermitiana con |B| < 1, B = |B|U la sua decomposizione polare. Definiamo

Γi,j ≡ arg (th(|B|U)i,j)

(dove th indica la funzione tangente iperbolica) e definiamo

T (B) = exp{1
2

((a∗,Γa∗)− (a,Γa))}.

Questi operatori formano un sottogruppo del gruppo metaplettico. La loro
relazione con le trasformazioni simplettiche lineari omogenee è data in modo
esplicito dal seguente lemma
Lemma 8.3

Si ha
T (B)aT ∗(B) = (1−BB∗)−1/2(a−Ba∗). 8.43

♦
Dimostrazione

La dimostrazione si effettua introducendo il cammino B(t) = tB e dimo-
strando che la derivata (rispetto a t) del termine a destra coincide con la derivata
del termine a sinistra (per t = 0 la relazione è evidentemente soddisfatta).

♥
Nel seguito utilizzeremo anche il lemma seguente

Lemma 8.4
Siano A e D matrici di rango N a valori complessi, con

DA−1 = (DA−1)∗, A∗D +DA∗ = I

e definiamo
B = (I +DA−1)−1(I −DA−1).
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Allora
I −B∗B = 4(A∗ +D∗)−1(A+D)−1 ≥ 0.

♦
Dimostrazione

Dalla definizione di B segue

B∗B = (A∗ +D∗)−1(AA∗ +DD∗ − 2I)(A+D)−1

e, dalle proprietà assunte per A e D,

I = (A∗ +D∗)−1(A∗A+D∗D + 2I)(A+D)−1,

da cui segue l’asserto.
♥

Facendo uso dei Lemmi 8.3 e 8.4 possiamo ora introdurre le equazioni di evo-
luzione approssimate che saranno utili per analizzare il limite semiclassico.
Consideriamo la hamiltoniana quantistica

Ĥ(t) =
~2

2
(p̂, p̂) + V (t, x)

e indichiamo con H la corrispondente hamiltoniana classica

H(t) =
1
2

(p, p) + V (t, q) q, p ∈ RN .

Sia q(t), p(t) una soluzione delle equazioni di Hamilton con hamiltoniana H.
Indichiamo con S(t) l’integrale d’azione lungo questa traiettoria

S(t) =
∫ t

0

[
1
2

(p(s), p(s))− V (s, q(s))] ds. 8.44

Il flusso tangente a questa traiettoria è descritto da equazioni lineari (a coeffi-
cienti in generale dipendenti dal tempo) e quindi le sue soluzioni possono essere
estese al campo complesso. Questa estensione servirà a rendere più agile il
confronto tra le espressioni che otterremo e quelle che si ottengono risolvendo
l’equazione di Schrödinger.
Le equazioni per il flusso tangente possono essere poste nella forma

Ȧ(t) = iD(t),

Ḋ(t) = F (t)A(t),

Fi,j(t) =
∂2

∂qi∂qj
V (t, q)q=q(t).
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Si vede che per ogni valore di t la matrice D(t)A−1 è simmetrica e inoltre su un
dominio denso

Ȧ(t)D(t) +D(t)Ȧ(t) = 2I.

Definiamo

I(t) ≡ − 1√
2

(D(t)x+A(t)p̂) İ(t) = i[Ĥ2(t), L(t)] 8.45

dove la hamiltoniana quadratica Ĥ2(t) (termini di ordine due nello sviluppo
dalla hamiltoniana Ĥ al second’ordine lungo la traiettoria classica) è

Ĥ2(t) =
~2

2
(p̂, p̂) + (x, F (t)x).

Con queste notazioni si ha

Lemma 8.5
Sia

α(t) ≡ 1√
2

(q(t) + ip(t)),

λ(0) ≡ 1√
2

(iA∗(0)p(0)−D(0)∗q(0)).

Allora si ha, su un dominio denso,

T (−B(t))D1(−α(t))I∗(t)D1(α(t))T (B(t)) = λ0 +W (t)a∗, 8.46

dove W (t) è la matrice unitaria definita da

W (t) ≡ −(A(t) +D(t))−1[((A(t) +D(t))(A∗(t) +D∗(t))]
1
2 .

♦
Dimostrazione

Utilizzando la relazione

D1(−α)aD1(α) = a+ α,

si ottiene

D1(−α)I∗D1(α) ≡ I∗ +
1√
2

[iA∗p−D∗q] = I∗ + λ0.

su un dominio denso. Per dimostrare il Lemma 8.5 basterà quindi dimostrare
che la derivata rispetto al tempo dell’espressione [iA∗p − D∗q] è zero. Questo
segue dal Lemma 8.4.
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♥
Possiamo ora enunciare il teorema che dimostra l’esistenza del limite semiclassico
per stati coerenti generalizzati. Ricordiamo che abbiamo definito stati coerente
generalizzati per un sistema con N gradi di libertà i vettori della forma

φnα,β ≡ D1(α)T (β)φn. 8.47

La generalizzazione del teorema 8.1 a sistemi con N gradi di libertà è allora il
seguente

Teorema 8.6 (Hagedorn)
Se il potenziale V è di classe C3 e vi sono costanti positive c, c1 tali che

|V (x)| ≤ ec|x|
2
, V (x) ≥ −c1, allora per ogni stato coerente generalizzato, per

ogni intero n e per ogni T ≥ 0 esiste una costante positiva C tale che

||U~(t, 0)Φnα(0),β(0) − e
−iS(t)ei(n+ 1

2 )[γ(t)−γ(0)]Φnα(t),β(t)|| ≤ CT
√

~, |t| ≤ T
8.48

dove

nN γ(t) ≡
N∑
k=1

(nk +
1
2

)

e per ciascun valore dell’indice k il fattore eiγk è il k-mo autovalore della matrice
simplettica A + i B che rappresenta al tempo t l’evoluzione hamiltoniana del
sistema (vedi Appendice 15.B).
Il vettore Φnα,β è ottenuto per riscalamento da φnα,β :

Φnα,β(x, t) = ~−
1
4φnα,β(~−

1
2x, t).

♦
La dimostrazione di questo teorema segue la stessa traccia della dimostrazio-
ne del Teorema 8.1; le maggiori difficoltà formali provengono solamente dalla
manipolazione di matrici.

8.2 Metodo W.K.B. per l’approssimazione semiclassica

Il metodo W.K.B. (dai nomi di Wentzel, Kramers, Brillouin) è un metodo co-
struttivo per determinare soluzioni dell’equazione di Schrödinger stazionaria o
non stazionaria, quando il parametro ~ è molto piccolo; si ottengono soluzioni
approssimate ad ordini arbitrariamente grandi che rappresentano stati semiclas-
sici (stati WKB) diversi dagli stati coerenti analizzati in precedenza. Il metodo
è comune all’ottica geometrica, dove il ruolo di parametro piccolo è svolto dalla
lunghezza d’onda.
Le funzioni considerate avranno una fase fortemente oscillante ma il loro valore
assoluto sarà una funzione sufficentemente regolare.
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Come vedremo, il metodoWKB è strettamente legato all’equazione di Hamilton-
Jacobi in Meccanica Analitica, e ne condivide pregi e difetti; in particolare, nel
problema dipendente dal tempo, dà in modo relativamente semplice soluzioni
in un intervallo di tempo limitato 0 ≤ t < Tc (Tc corrisponde al tempo di prima
inversione del moto nello spazio delle configurazioni, o tempo in cui appare la
prima caustica nell’approssimazione semiclassica).
Il procedimento per continuare la soluzione per tempi t > Tc è piuttosto laborio-
so, e richiede un accurato studio del comportamento della soluzione per t = Tc.
La soluzione non è in generale unica, ed è possibile determinare la differenza di
fase tra due soluzioni (che genera termini di interferenza). Noi non discutere-
mo questo problema di continuazione; un’analisi accurata (e complessa) si può
trovare in [20] e [Dui74].
Dal punto di vista della matematica, il metodo si inquadra nello studio del-
le soluzioni asintotiche di equazioni di evoluzione per dati iniziali fortemente
oscillanti. Una trattazione particolarmente chiara, si trova in [Lax67].
Iniziamo la nostra analisi studiando le soluzioni dell’equazione di Schrödinger
in assenza del termine di potenziale. La loro controparte in ottica geometrica
sono le soluzioni dell’equazione delle onde in un mezzo omogeneo. Consideriamo
quindi l’equazione

iε
∂φ

∂t
= −1

2
ε2∆ φ 8.49

dove ε è un parametro che consideriamo piccolo (ε ha il ruolo che ~ ha in
Meccanica Quantistica).
La soluzione di (8.49) per un dato iniziale φ0 ∈ L2(Rd) è data da

φε(x, t) = (
1
ε

)d
∫
Rd
ei(

p2

2 t+px)/ε φ̂0(p) dp. 8.50

Si vede da (8.50) che la soluzione è una funzione che per ε molto piccolo ha
forti oscillazioni nella variabile x. Risulta naturale allora cercare soluzioni corri-
spondenti a un dato iniziale fortemente oscillante, in modo tale che non vi siano
differenze tra la forma della soluzione a tempo t e quella del dato iniziale; in tal
modo sarà possibile parlare di continuità in funzione del tempo.
Cerchiamo quindi una soluzione che corrisponda ad un dato iniziale della forma

φ0(x) =
√
n(x)e

i
εS(x), n(x), S(x) ∈ C∞. 8.51

La (8.50) fornisce una soluzione esplicita del nostro problema; questa soluzione è
valida per ogni t (questo corrisponde al fatto che l’equazione di Hamilton-Jacobi
descrive in questo caso un moto rettilineo uniforme, e non vi sono quindi punti
di inversione del moto).
Vogliamo, in questo caso particolare, determinare lo sviluppo asintotico della
soluzione nel parametro (piccolo) ε.
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Notiamo che l’integrale che appare in (8.50) è un caso particolare di integrali
della forma

I(ε) =
∫
Rn

ei ε
−1 θ(y)f(y) dy 8.52

(con la fase θ data da una funzione liscia e a valori reali) che vengono detti
(per motivi ovvi) integrali oscillanti e dei quali viene studiato il limite ε → 0.
La funzione θ(y) prende il nome di fase. Per analizzare il comportamento degli
integrali oscillanti quando ε→ 0, si utilizzano i seguenti due teoremi.

Teorema della fase non stazionaria
Consideriamo una regione Ω ∈ Rd e supponiamo che f e θ siano di classe

C∞(Rd), che f sia integrabile, e che per ogni y ∈ Ω si abbia ∇θ(y) 6= 0.
Allora per ogni N esiste una costante positiva CN (θ, f) tale che

|I(ε)| ≤ CN εN .

♦
Dimostrazione

Poniamo g = ε−1θ. Utilizziamo l’identità

h =
∇g

(∇g,∇g)
; f ei g = −idiv (ei gf h) + i ei gdiv (f h) 8.53

che è una conseguenza dell’identità div (a v) = adiv (v) + (∇a, v), con v un
campo vettoriale su Rn.
Se ∇g 6= nella regione Ω di integrazione, una integrazione per parti dà, per ogni
k ≥ 0 ∫

Ω

f(x)eig(x) dx = i

∫
∂Ω

eig
d∑
k=0

(Lh)k
∂hk
∂n

dσ +
∫

Ω

eigLh f dx

dove ∂
∂n è la derivazione nella direzione normale a ∂Ω e abbiamo posto

Lhf ≡ −idiv (h f eig) + i eigdiv (h f).

Ponendo g ≡ ε−1θ e δ ≡ infx∈Ω |∇θ| (per ipotesi δ > 0) si ha, per λ ≥ 0 e per
ogni coppia di interi m ≥ 0, k ≥ 0

|DεI(ε)| ≤ Cm,k‖f‖Ck+1εk−mδ−2k

dove le costanti Cm,k non dipendono da f e da ε.
♥

Nota 8.3
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Se f è di classe Cm, il procedimento può essere iterato solo m − 1 volte; si
ottiene pertanto in questo caso la stima

| I(ε) | ≤ Cmεm.

♣

Teorema della fase stazionaria
Se θ è di classe C2, se i suoi punti critici yk sono in numero finito nel supporto

di f (o se si accumulano solo all’infinito) e se risulta che D2θ (lo Hessiano di θ)
è non degenere in questi punti critici, vale lo sviluppo asintotico

I(ε) =
√

2πε
n∑
k=1

eiε
−1[θ(yk)+

σk
π ]f(yk)|detD2θ|(yk) + o(

√
ε), 8.54

dove n è il numero di punti critici e abbiamo indicato con σk l’indice del k-mo
punto critico (la differenza tra il numero di autovalori positivi e il numero di
autovalori negativi dello Hessiano).

♦
Dimostrazione

Diamo la dimostrazione nel caso di dimensione 1; la dimostrazione nel caso
generale può essere ottenuta in modo analogo.
Come conseguenza del teorema della fase non-stazionaria, possiamo trattare
separatamente i contributi dei punti critici. Infatti possiamo costruire intor-
ni disgiunti dei singoli punti critici, e applicare nell’insieme complementare il
teorema della fase non stazionaria a meno di un errore di ordine al più ε.
Supponiamo quindi che vi sia un solo punto critico, non degenere, che assumiamo
essere l’origine. Per il Lemma di Morse possiamo scegliere un intorno dell’origine
[−a, b], a, b > 0 e una funzione φ di classe C1 in Ω, nulla nell’origine e con
dφ
dy 6= 0 in Ω tale che, per y ∈ Ω sia

θ(y)− θ(0) =
1
2
σφ(y)2, σ ≡ sign(

d2

dy2
)y=0.

Allora si ha, a meno di termini di ordine ε1/2,

I(ε) ' ei
θ(0)
ε

∫
Ω

e−i
σ
2εφ(y)2g(φ) dφ 8.55

con

g(φ) ≡ f(y(φ))|dφ
dy

−1

(y(φ))|.

Ponendo
u(y) =

√
ε−1φ(y), 8.56
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si ha

I(ε) = ei
θ(0)
ε

∫ b√
ε

− a√
ε

e−iu
2
g(u
√
ε) du. 8.57

Da qui, utilizzando la continuità della funzione g(y) ed esplicitando l’integrale
gaussiano si ottiene

I(ε) = 2πeiθ(0)f(0)|∂y
∂φ

(0)|eiπ4
√
ε+ o(

√
ε). 8.58

♥
Nota 8.4

Si possono dare anche esplicitamente i termini di correzione, che abbiamo
indicato con o(

√
ε).

Conviene considerare separatamente in (8.57) l’integrazione su [−a/
√
ε, 0) e su

[0, b/
√
ε]. Analizziamo solamente la seconda regione d’integrazione. Posto λ =

1/
√
ε, consideriamo l’integrale

F (ε) ≡
∫ b

0

ei
x2
ε f(x) dx 8.59

dove la funzione f(x) ∈ C∞ ed è nulla insieme a tutte le sue derivate in x = b.
Utilizziamo l’identità (ottenuta par integrazione per parti rispetto ad x)

F (ε) = [f(x)
∫ 0

−∞
e ε i (x+iξ)2 dξ]b0 −

∫ b

0

df

dx
(
∫ 0

−∞
e
i
ε (x+iξ)2 dξ) dx. 8.60

Integrando per parti k volte rispetto a ξ (notare che in virtù della convergenza
dominata si possono scambiare gli ordini di integrazione) si ottiene

F (ε) = −
k−1∑

0

φj(0, ε)f j(0) +Rk(ε),

dove

φj(x ε) = (j − 1)!
∫ ∞

0

ξj−1e
i
ε (x−iξ)2 dξ, Rk(λ) =

∫ b

0

φk(x, ε)f (k)(x) dx

8.61
(se la funzione f(x) è derivabile solo fino all’ordine N questa iterazione può
essere fatta solamente N volte).
Sommando il termine che proviene da una simile analisi per la prima regione
d’integrazione in (8.57) si ottiene, per λ = ε−1 > 0 e per ogni intero k > 1 se la
funzione g è k volte differenziabile,∫ b

−a
e
i
ε g(x)f(x) dx = e

i
ε g(x0)

k−1∑
0

aj(f, g) εj+
1
2 +Rk(ε), |Rk(ε)| ≤ ckεk‖f‖Ck+1

[−a,b]
.

8.62
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I coefficienti aj(f, g) sono dati esplicitamente da

aj(f, g) = Γ(j+ 1
2 )

(2j)! ei
πσ
4 (2j+1)( d

dx )j [h(x)−j−
1
2 f(x)]x=x0 ,

h(x) ≡ 2
√
σ(g(x)− g(x0))(x− x0)−1

8.63

dove σ ≡ sign g′′(x0). Le (8.62) (8.63) danno esplicitamente il comportamento
asintotico dell’integrale nel limite λ→∞.

♣

Nel caso di dimensione maggiore di uno vale ancora il Lemma di Morse e si
possono scegliere variabili in cui la forma quadratica nel Lemma di Morse è
diagonale. Si può pertanto procedere per induzione riducendosi ogni volta al
caso unidimensionale utilizzando la formula (8.53).
Si possono ancora dare delle formule relativamente esplicite per i coefficienti
dello sviluppo in serie di potenze ε

1
2 +k, con k ≥ 0. Nel caso in cui g abbia un

solo punto critico non degenere x0 ∈ Rd, indicando con Ω ∈ Rd un intorno di
questo punto critico si ha

F (ε) = ei
g(x0)
ε

k−1∑
0

aj(f, g)ε
j
2 +Rk(ε), |Rk(ε)| < ck(g)‖f‖Cβk (Ω)ε

d
2 +k 8.64

dove β <∞ e aj(f, g) è un operatore lineare in f di ordine 2j.
L’espressione esplicita degli aj(f, g) diviene particolarmente complicata. Diamo
solo il termine di ordine più alto in ε:

F (ε) = (2πε)
d
2 |detHg(x0)|− 1

2 ei
gx0
ε ei

π
4 σg(x0), σg(x0) = signHg(x0) 8.65

dove Hg(x0) è la forma quadratica (Hessiana) che compare nel lemma di Morse
nel caso di d > 1 dimensioni. Per una trattazione piuttosto completa si può
vedere [Hor67, Fed99].
Notare che in casi di interesse pratico la funzione di fase dipende da addizio-
nali parametri e i punti critici formano una varietà nello spazio dei parametri.
Per applicare il metodo della fase stazionaria in questi casi è importante veri-
ficare che i punti critici siano uniformemente non degeneri (gli autovalori dello
Hessiano siano uniformemente lontani da zero sull’intera varietà).

Utilizziamo i teoremi precedenti per stimare, a meno di termini di ordine O(
√
ε),

l’integrale (8.50) con dato iniziale (8.51). In questo caso, utilizzando l’espres-
sione (equivalente a (8.50))

φε(x, t) = (2iπt)−d
∫
Rd
ei
|x−y|2

2εt φ0(y) dy 8.67
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si ha

θx(y) =
(x− y)2

2t
+ S(y)

e
∂θ

∂y
=

(y − x)
t

+ S′(y). 8.68

Se n(x) ha supporto compatto (quindi dobbiamo considerare solo valori di x in
un intervallo (−L,L) e per t abbastanza piccolo (quanto piccolo può dipendere
da L) l’equazione

∂θ

∂y
= 0

ha una sola soluzione, che indichiamo con y0(x). Abbiamo

∂θ2

∂y2
= −1

t
+ S′′(y) 8.69

e quindi, per t abbastanza piccolo, ∂θ
2

∂y2 < 0 (notare che per valori più grandi di
t questo Hessiano diventa degenere e quindi il metodo non si può applicare). Ne
concludiamo che, con un errore più piccolo di

√
ε, la soluzione è

φ(x, t) = 2π
√
ε ei

(S′(x(t)))2t
2ε [

1
t
− S′′(x(t))] 8.70

dove abbiamo indicato con x(t) la soluzione (che assumiamo essere unica) di
(x−y)2

2t + S(x(t)) = 0

Generalizziamo ora l’analisi precedente. Analizzeremo equazioni del tipo

iε∂tφ
ε = (Opw(H))φε 8.71

con x ∈ Rd, t ∈ R, ε ∈ (0, ε0) e con dati iniziali

φε(x, 0) =
√
nI(x)e

i
ε SI(x), 8.72

dove abbiamo indicato con Opw(H) l’operatore che la quantizzazione di Weyl
associa alla hamiltoniana H(x, p)

(Opw(H)φ)(x) = (
1

2~π
)d
∫
Rd×Rd

H(
x+ y

2
, p)φ(y)e

i
ε (x−y,p) dp dy. 8.73

Torneremo più in dettaglio sulla quantizzazione di Weyl nel cap. 11. Il parametro
ε ha qui nuovamente il ruolo di ~.
Per analogia con l’ottica chiameremo intensità di energia la funzione

|φε(x, t)|2 ≡ nε(x, t), nε(x, 0) = nI(x)
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con 0 < ε ≤ ε0. Utilizziamo la notazione

H(x, ξ) ∈ Sσ(Rd)⇔ ∀α, β ∈ N, ∃cα,β > 0 : | ∂α+β

∂xα ∂ξβ
H(x, ξ)| < cα,β(I+|ξ|σ−β).

8.74
Sulla hamiltoniana facciamo le seguenti ipotesi.

A) Esiste σ ∈ R tale che H ∈ Sσ(Rd) uniformemente in 0 < ε ≤ ε0.

B) L’operatore Opw(H) è autoaggiunto.

Sul dato iniziale assumiamo

nI ∈ L1(Rd), nI ≥ 0, SI ∈W 1,1
loc (Rd) 8.75

(con il simbolo W 1,1
loc indichiamo le funzioni che sono localmente L1 e le cui

derivate sono anche di classe L1)
Sotto queste ipotesi esiste una soluzione debole di (8.71); e vale

|nε(t)|L1 = |nε(0)|L1 ∀t.

Nota 8.5
Esempi tipici di equazioni della forma (8.71) sono

a)

iε∂tφ
ε = −ε

2

2
∆φε + V (x)φε 8.76

(equazione di Schrödinger).

b)

iε∂tφ
ε + |Dy||a(

x− y
2

)φε(y)|y=x = 0 8.77

(se a(x) = 1 quest’equazione è connessa all’equazione delle onde; infatti, se
uεtt = ∆uε, la quantità

φε± ≡ ∂tuε ± i|D|uε

soddisfa
i∂tφ

ε
± = |D|φε±.

c)

ε∂tφ
ε =

ε3

3
φεxxx 8.78

(equazione KdV linearizzata).
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♣

Per studiare (8.71) poniamo il seguente Ansatz

φε(x, t) = Aε(x, t) e
i
εS(x,t) 8.79

e supponiamo (per il momento) che la soluzione possa essere scritta come serie
formale di potenze nel parametro ε

Aε = A+ εA1 + ε2A2 + . . . . 8.80

Studiamo solo il caso di una hamiltoniana polinomiale

H(x, ξ) =
∑
|k|≤m

ah(x)ξk, 8.81

dove k è un multi-indice e ξk ≡ ξk1 , . . . , ξkd . Sostituendo formalmente (8.80) e
(8.81) in (8.71) si ottiene

Opw(H)(Aε e
i
ε S) = e

i
ε S

m∑
|k|=0

(iε)|k|Opw(Rk(Aε)) 8.82

dove

R0(Aε) ≡ H(x,∇S) Aε,

R1(Aε) ≡
d∑
1

∂H(x,∇S)
∂ξk

· ∂A
ε

∂xk

+
1
2

d∑
1

∂2S

∂xj ∂xk
· ∂H(x,∇)
∂ξj ∂ξk

Aε +
1
2

d∑
1

∂2H(x,∇)
∂yk ∂ξj

Aε.

All’ordine zero in ε, queste equazioni hanno la forma (con ξ = ∇S(x))

∂A

∂t
+

d∑
1

∂H(x, ξ)
∂ξk

· ∂A
∂xk

+
1
2

∑
k

∂2S

∂xk∂xj
· ∂

2H(x, ξ)
∂xk∂ξj

·A+
1
2

d∑
1

∂2H(x, ξ))
∂xk∂ξj

A = 0,

8.83
∂S

∂t
+H(x,∇S) = 0. 8.84

L’equazione (8.84), lineare in A, è detta equazione del trasporto. Tutte le equa-
zioni che si ottengono considerando termini di ordine superiore in ε sono equa-
zioni lineari inomogenee nelle Ak, con termine noto che dipende dalle As con
s < k. Scritte in termini della coppia (n = A2, S) le (8.83) e (8.84) hanno la
forma

∂n

∂t
+

d∑
1

∂H(x, ξ)
∂ξk

· ∂n
∂xk

+
∑ ∂2S

∂xj∂ξk
· ∂2H

∂ξk∂ξk
n+

∑ ∂H(x, ξ)
∂xk∂ξk

n = 0, 8.85
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∂S(x, t)
∂t

+H(x,∇xS(x, t)) = 0 8.86

con
n(x, 0) = n(x), S(x, 0) = S(x).

La (8.85) è un legge di conservazione per la funzione n(x, t). La (8.86) è
l’equazione di Hamilton-Jacobi per la fase S.

Nota 8.6
Nel caso dell’equazione di Schrödinger si ha

∂tn+ div (n∇S) = 0, ∂tS +
1
2
|∇S|2 + V (x) = 0. 8.87

Nel caso dell’equazione delle onde con indice di rifrazione n(x) si ha

∂tn+ div (
n(x)∇S
|∇S|

) = 0, ∂tS + n(x)|∇S| = 0. 8.88

La (8.88) è l’equazione dell’eiconale in ottica geometrica.
♣

In dimensione 1 il sistema (8.88) si semplifica ed assume la forma

∂tu+ ∂x(n(x)) sign [
∂S

∂x
]u = 0. 8.89

Se il termine dS
dx non cambia segno, allora il sistema (8.89) si disaccoppia e

l’approssimazione WKB è esatta (se Ak(0) = 0, allora Ak(t) = 0 per ogni t).

Il procedimento che abbiamo brevemente riassunto permette di dare un’appros-
simazione di alcune soluzioni di (8.71) all’ordine ε per tempi in cui la soluzione
dell’equazione di Hamilton-Jacobi è unica. Più precisamente si ha il risultato
seguente

Teorema 8.7
Sia φε(t) una soluzione di (8.71) con dato iniziale

φε(x, 0) =
√
n(x)e

i
ε S(x).

Assumiamo che n ∈ S(Rd) e che S sia limitata insieme alle sue due derivate
prime. Assumiamo che per |t| < Tc le soluzioni di (8.83) e (8.84) esistano e
definiamo

φεWKB(x, t) ≡
√
n(x, t)e

i
εS(x,t). 8.90

Allora, si ha, per una opportuna costante C,

sup
|t|<Tc

|φεWKB(t)− φε(t)|2 < Cε. 8.91
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♦
Dimostrazione

La deduzione formale mediante sviluppo in serie del parametro ε mostra che

iε
∂

∂t
φεWKB(x, t)− (Opw(H)φεWKB)(x, t) = ε2Qε(x, t) 8.92

dove il termine Qε, che dipende dalle derivate delle funzioni A ed S, è limitato
uniformemente per ε < ε0 in L1((−Tc,+Tc), L2(Rd)). Questo segue dalle ipotesi
che abbiamo fatto su Opw(H), n, S.
Da (8.92) segue, ponendo uε(x) ≡ φε(x)− φεWKB(x),

∂tu
ε +

i

ε
Opw(H)uε − εQε = 0, uε(x, 0) = 0. 8.93

Da (8.92) si deduce
∂t|uε|2 = −ε |uε||Qε|

e quindi, per integrazione

|uε(t)| ≤ ε
∫ t

0

|Qε(s)| ds. 8.94

Questo implica
sup
|t|<Tc

|uε(t)|L2 < Cε. 8.95

♥
In particolare, nel caso dell’equazione di Schrödinger si ha

2Qε = e
i
ε S∆(

√
n), n = |u|2. 8.96

Nota 8.7
Le equazioni (8.95) e (8.96) hanno in generale soluzioni uniche per tempi

minori di quelli in cui si producono le caustiche, ovvero singolarità del moto
nello spazio delle configurazioni. Notare che questo tipo di equazioni viene in
generale risolto con il metodo delle caratteristiche e l’unicità viene meno al primo
istante in cui due curve caratteristiche si intersecano.
Consideriamo all’istante iniziale t = 0 un punto x ∈ Rd. Un qualsiasi punto
y in un intorno di x può essere raggiunto partendo da x e seguendo una curva
integrale del sistema dinamico

dx̂

dt
= ∇ξH(x̂, ξ),

dξ̂

dt
= ∇xH(x, ξ̂), 8.97

ξ̂(x, 0) = x, ξ̂(0, x) = ∇S(x). 8.98
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Questa curva è data intrinsecamente da

ξ̂(t, x) = ∇S(x̂(t, x), t) 8.99

ed esiste un tempo τ tale che x̂(t, x) = y. Per la dimostrazione si può vedere
[Eva98]. In generale l’applicazione x→ x̂(t, x) non è iniettiva per tempi lunghi.
Da una soluzione di (8.97) e (8.98) si ottiene una soluzione di (8.99) integrando
lungo la traiettoria considerata l’equazione

dS(x̂, t)
dt

= ξ.∇ξH(x, ξ)n−H(x̂, ξ̂), S(x̂(0, x)) = S(x). 8.100

In generale, la soluzione così costruita è discontinua nel punto di intersezione del-
le due curve caratteristiche. Metodi per costruite soluzioni per tempi maggiori
sono molto complessi [Fed99].
Il metodo delle funzioni di Wigner, che vedremo nel cap. 11, ha rispetto al
metodo WKB il vantaggio di utilizzare funzioni definite sullo spazio delle fasi
e non sullo spazio delle configurazioni. In questo contesto allargato, le causti-
che sono i punti in cui le curve caratteristiche cessano di essere proiezioni di
un’unica curva nello spazio delle fasi; quindi le singolarità dovute alle caustiche
diventano singolarità non delle curve ma della loro proiezioni sullo spazio della
configurazioni.

Appendice 8A: Metodo W.K.B. – il caso stazionario

Abbiamo visto finora l’applicazione del metodo WKB alla ricerca di soluzioni
approssimate dell’equazione di Schrödinger nel caso di dati iniziali fortemente
oscillanti. Questo ci ha condotto alle soluzioni dell’equazione di Hamilton-Jacobi
dipendente dal tempo.
Vedremo ora il ruolo che ha l’equazione stazionaria di Hamilton-Jacobi; ci aspet-
tiamo che essa intervenga nella costruzione di soluzioni stazionarie dell’equazione
di Schrödinger, cioè nella costruzione approssimata di autofunzioni.
Poiché le soluzioni dell’equazione stazionaria di Hamilton-Jacobi sono funzio-
ni generatrici di trasformazioni simplettiche, connesse in modo continuo con la
trasformazione identità, ci aspettiamo un ruolo di quest’analisi in una quantiz-
zazione che sia basata su varietà lagrangiane.
Studiamo come sempre prima il caso di un sistema con un grado di libertà. Sia

H =
p2

2m
+ V (q)

la Hamiltoniana classica, e

Ĥ = − ~2

2m
∂2

∂x2
+ V (x) 8A.1
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la corrispondente Hamiltoniana quantistica. Cerchiamo, per ~ piccolo, soluzioni
stazionarie

φ(x, t) = e−iωtφ(x) :

risulta che la funzione φ(x) deve soddisfare l’equazione (agli autovalori)

(Ĥ − E)φ = 0, E = ~ω. 8A.2

Nel caso V = 0 la soluzione è

φ(x) = eiξx, ξ = ±
√

2mE
~

. 8A.3

Se V (x) è lentamente variabile su scala ~ risulta naturale trattare il caso generale
assumendo che la soluzione abbia la forma

φ(x) = e
i
~ S(x)a(x; ~)

e cercare di determinare le funzioni S(x) e a(x, ~) come serie di potenze (even-
tualmente formali) in ~.
Studiamo prima il caso a(x) ≡ 1. Questo darà soluzioni non normalizzabili che
approssimeranno gli autostati generalizzati dello spettro continuo. L’equazione
(8A.1) diventa

(Ĥ − E)φ = 0 = [
(S′(x))2

2m
+ (V (x)− E)− i ~

2m
S′′(x)]e

i
~ S(x). 8A.4

Risolviamo questa equazione supponendo che la soluzione possa essere scritta
in forma di serie di potenze di ~. Si ottiene all’ordine zero

(S′(x))2

2m
+ V (x) = E

cioè
S′(x) = ±

√
2m
√
E − V (x) .

Naturalmente questa è la soluzione solamente per quei valori della variabile x
per i quali V (x) ≤ E. In questa appendice analizziamo solamente questo caso.
Il caso di inversione del moto (ad es. moto periodico) verrà trattato brevemente
nell’appendice C. Con questa scelta di φ si ha

(Ĥ − E)φ = O(~). 8A.5

Notiamo che ponendo dS = S′(x)dx, l’immagine di dS è contenuta nell’insieme
(dello spazio delle fasi) {q, p : H(q, p) = E}.
Quest’analisi si generalizza immediatamente al caso di d gradi di libertà. L’e-
quazione che determina S è ancora l’equazione di Hamilton-Jacobi stazionaria

H(x;∇S) =
|∇S(x)|2

2m
+ V (x) = E. 8A.6
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Chiameremo funzioni ammissibili le soluzioni di (8A.5). Se vogliamo ottenere
uno stato normalizzato (non un’autofunzione generalizzata) poniamo l’Ansatz

φ(x) = e
i
~ S(x)a(x), a ∈ L2(Rd) 8A.7

e otteniamo
(Ĥ − E)φ = ~[∆S + 2

∂a

∂xk
· ∂S
∂xk

] +O(~2). 8A.8

Ne concludiamo che |(Ĥ −E)φ| = O(~2) e pertanto se S è una funzione ammis-
sibile otteniamo un’approssimazione all’ordine ~ di una soluzione dell’equazione
di Schrödinger stazionaria.
Per questa approssimazione è soddisfatta l’equazione (del trasporto)

a∆S + 2(∇a,∇S) = 0 8A.9

Nel caso d = 1 l’equazione del trasporto assuma un forma particolarmente
semplice,

a(x)S′′(x) + 2a′(x)S′(x) = 0 ⇔ (a2S′)′ = 0

che ha come soluzioni

a(x)± = ±

√
C

4(E − V (x))1/4
.

Possiamo notare che, detta ΓE la varietà (di dimensione 1) (q, p) : H(q, p) = E,
i punti nei quali γE non si proietta su R sono quelli in cui a(x)→∞ (caustiche,
o punti di inversione del moto nello spazio delle configurazioni).
Un’approssimazione migliore

(Ĥ − E)φ = O(~N+2)

si può ottenere pur di fare l’ansatz

φ(x) = e
i
~ S(x)(a0 + ~a1 + ~2a2 + . . .+ ~NaN ) 8A.10

dove i coefficienti ak(x) soddisfano un opportuno sistema di equazioni lineari
non omogenee.
Dal punto di vista geometrico, se S : Rd → R è ammissibile (soddisfa le
equazioni di Hamilton -Jacobi), allora L = Ran (dS) ha le seguenti proprietà:

1) L è una varietà lagrangiana di dimensione d immersa in H−1(E).

2) Il rilevamento (pull-back) a L della forma differenziale an =
∑
k pkdqk è una

forma esatta.
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3) La restrizione a L della proiezione T ∗Rd → Rn induce un isomorfismo
L ' Rd.

Faremo uso del seguente Lemma

Lemma 8A.1
La funzione H : R2d → R è localmente costante su una varietà lagrangiana

L se e solo se il campo vettoriale XH è tangente a L.
♦

Dimostrazione
Il campo hamiltoniano associato è

XH ≡
∑

(
∂H

∂pk
· ∂

∂qk
− ∂H

∂qk
· ∂

∂pk
),

quindi

dαn ·XH = dH,

ω(XH , v) = −dH(v), v ∈ T Rd

Tz L ∈ ker (dH) ⇒ Tz L ∪XH(p) ⊂ ker (dαn) ⇒ XH(p) ∈ Tz(L).

♥
Riprendiamo l’analisi dell’equazione del trasporto. Notiamo che l’immagine
attraverso la proiezione Π del campo vettoriale hamiltoniano XH sullo spazio
tangente alla varietà L nel punto x è dato da

XHTzL =
∑
k

(
∂S

∂pk

∂

∂qk
− ∂S

∂qk

∂

∂pk
)

e quindi si può scrivere

div (a2Xq
H) = 0, Xq

H = { ∂S
∂qi
}. 8A.11

Ne segue che la derivata di Lie di a2dq rispetto al campo vettoriale Xq
H è nulla,

e quindi
Π−1(a2dq) 8A.12

è un elemento di volume invariante per il flusso hamiltoniano generato da H.
Notiamo che a2(q) è una densità di Liouville e quindi a(q) è una densità di
ordine 1/2.
Ricordiamo qui la definizione di densità di ordine α (od anche α-densità), con
α ∈ R+. Una 2-forma può essere riguardata come una funzione lineare ν sui
riferimenti (frames) E , con la proprietà che, scelta una base qualunque

ν(AE) = ν(E) detA, A ≡ (ai,j) 8A.13
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dove A è la matrice che definisce in quella base il cambiamento (locale) di sistema
di riferimento.
In generale, indicate conBV le basi di uno spazio vettoriale V , definiremo densità
di ordine α, con α ∈ C, una funzione λ lineare sulle basi che per cambiamento
di base si trasforma nel seguente modo

λ(E A) = λ(E) |detA|α. 8A.14

Il gruppo generale lineare GL(V ) agisce in modo transitivo sulle basi, quindi
l’ordine di una densità risulta determinato univocamente dalla valutazione su
una sola base.

Definizione 8A.1
|Λ|αV è lo spazio vettoriale delle densità di ordine α sullo spazio vettoriale

V .
♦

Notiamo che |Λ|αV è uno spazio vettoriale complesso di dimensione 1; se Ξ è
un fibrato su M , si può definire |Λ|αΞ.

Definizione 8A.2

a) |Ω|αΞ è lo spazio vettoriale delle sezioni regolari di |Λ|αΞ.

b) |Ω|αc Ξ è lo spazio vettoriale delle sezioni regolari di |Λ|αΞ a supporto com-
patto.

♦
Se M è una varietà , indichiamo con |Ω|αM le densità di ordine α su M . Si ha
allora un’applicazione

|Ω|1M → C, σ 7→
∫
M

σ 8A.15

che definisce l’integrale su M , e un’applicazione

|Ω|1/2M → C, σ 7→
∫
M

σ 8A.16

che definisce un prodotto scalare dato da

< σ, τ >≡
∫
M

τ̄σ.

Definizione 8A.3
Il completamento di |Ω|1/2M rispetto a questo prodotto scalare prende il

nome Spazio di Hilbert intrinseco della varietà M .
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Notare che la densità (per il lemma 8A.1) dipende solo daH e non dalla funzione
ammissibile S.

♦
Abbiamo quindi visto che se S è una funzione ammissibile ed a(q) è una densità
di ordine 1/2 su L ≡ Ran (dS), invariante per il flusso hamiltoniano di H,
allora a(q)e

i
~ S(x) approssima al secondo ordine in ~ una soluzione di energia E

dell’equazione di Schrödinger.
Per d=1 la soluzione approssimata è data esplicitamente da

φappr.(x) =
√
n+e

i
π

R x
x0

√
2 m(E−V (y)) dy +

√
n−e

− i
π

R x
x0

√
2 m(E−V (y)) dy 8A.17

con (dalla (8A.9))
n±(x) =

a±√
2m(E − V (x))

.

Nota 8A.1
Mentre lo stato semiclassico WKB che abbiamo costruito in quest’appendice

è regolare sulla varietà lagrangiana L, la sua proiezione su Rn può avere delle
singolarità (caustiche).

♣

Appendice 8B: Indice di Maslov. Gruppo metaplettico

Iniziamo con lo studio del gruppo generato dalle hamiltoniane quantistiche
omogenee di grado due. Conviene utilizzare la combinazioni lineari

√
2 ak = q̂k + ip̂k,

√
2 a∗k = q̂k − ip̂k 8B.1

che soddisfano (su un opportuno insieme denso)

a hk = k hk−1, a∗ hk = (k + 1)hk+1, a∗a hk = k hk 8B.2

con {hk} le funzioni di Hermite.
Notiamo che l’insieme degli operatori autoaggiunti dati da (con A una matrice
hermitiana)

ĤA =
1
2

∑
h,k

a∗hAh,kak, A = A∗

ha un dominio denso comune invariante (i vettori analitici di N =
∑
k a
∗
kak) e

su quest’insieme

[ĤA, ĤB ] = ĤC + Tr (AB) I, C = AJB −BJA 8B.3

dove J è la matrice simplettica standard.
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Abbiamo notato che una relazione strutturalmente identica vale per i polinomi
omogenei di ordine due nelle coordinate simplettiche z ≡ (p+ iq)/

√
2,

HA =
1
2

∑
h,k

z∗hAh,kzk, A = A∗

che soddisfano (rispetto alla parentesi di Poisson associata alla matrice simplet-
tica J)

{HA, HB} = HC , C = AJB −BJA 8B.4

Il gruppo generato dagli unitari eiHA viene detto gruppo metaplettico; esso ha
la stessa algebra di Lie del gruppo Sp(2n) ⊂ GL(R2n) delle trasformazioni
simplettiche in R2n (caratterizzate dalla relazione SJSt = J dove J è la matrice
simplettica standard).
Indicheremo questa rappresentazione di Sp(2n) con il simbolo M(S), S ∈
Sp(2n); essa costituisce un ricoprimento doppio di Sp(2n). Infatti l’azione del
gruppo metaplettico su sé stesso data da S′t = eitHASe−itHA identifica gli ope-
ratori HA e −HA mentre l’azione dello stesso gruppo sugli elementi di L2(R3)
permette di distinguere tra eitHAφ e e−itHAφ. Indicheremo con il simbolo S una
matrice simplettica.
Alla matrice S vengono associati due operatori del gruppo metaplettico, che
differiscono tra loro per un segno; li indicheremo con M(S, σ), σ = ±1.
Ad ogni operatore metapletticoM(S, σ) è associato in modo naturale un angolo
γM , che descrive la fase relativa dei vettori M(S, σ)φz e φSz (che rappresentano
lo stesso stato e quindi differiscono tra loro al più per una fase). È facile vedere
che quest’angolo non dipende da σ e dal punto base z.
Anche alla matrice S può essere associato un angolo γS . Infatti ogni matrice
simplettica può essere scritta nella forma S = TR con T positiva ed R ortogo-
nale. Poiché lo spazio delle matrici positive è contraibile, Sp(2N) ha la stessa
omotopia di U(N). D’altra parte, U(N) = SU(N) × S1 e il gruppo SU(N) è
contraibile. Dunque l’omotopia di Sp(2N) coincide con l’omotopia di S1 e può
essere caratterizzata da un angolo.
Il valore dell’angolo attribuito a ciascuna matrice dipende dalla costruzione che
viene adottata. Una costruzione è la seguente. Ogni matrice simplettica di
rango 2n può essere scritta nella forma

S =
(
A B
C D

)
8B.5

dove ABC D sono matrici reali di rango n. Per le matrici simplettiche per le
quali det(A+ iB) 6= 0 definiamo l’angolo γS mediante

γS ≡ arg det (A+ iB) 8B.6
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ed estendiamo per continuità questa definizione alle altre matrici. Con questa
costruzione la relazione tra i due angoli è γM = 1

2γS +nπ dove n è il numero di
gradi di libertà del sistema.

Nota 8B.1
Associando così un angolo ad ogni matrice simplettica resta associato ad

ogni curva chiusa nello spazio delle matrici simplettiche un indice, invariante per
deformazioni continue e pertanto invariante topologico. Questo invariante, detto
indice di Maslov, non dipende dalla costruzione che viene scelta per definire
l’angolo e ricopre un ruolo essenziale nello studio del limite semiclassico con il
metodo WKB.

♣

Notiamo che S può essere scritto nella forma

S =
(
T1 T2

T2 T3

)(
cos( αN )I sin( αN )I
− sin( αN )I cos( αN )I

)(
X0 Y0

−Y0 X0

)
8B.7

con T1 e T2 matrici positive, X0 e Y0 matrici reali, I la matrice identità e
det(X0 + iY0) = 1. Dalla definizione delle matrici A e B segue

A+ iB = eiα N
−1

(T1 + iT2)(X0 + iY0) 8B.8

e quindi si ha
det(A+ iB) = eiα detT1 det(I + iT1T

−1
2 ). 8B.9

La matrice T−1
1 è simmetrica (S è simplettica) quindi gli autovalori di (I +

iT1T
−1
2 ) sono numeri complessi della forma 1 + iλ. Quando S compie un ciclo

nello spazio delle matrici simplettiche, questi autovalori compiono dunque un
ciclo contraibile.
Cicli completi di α(t) corrispondono a cicli completi di γ = arg det (A + iB);
quindi γS(t) fornisce una coordinata in S1 che permette di determinare l’indice
di una curva chiusa nello spazio delle matrici simplettiche.
È conveniente avere una descrizione esplicita degli operatori M(S) come nuclei
integrali nella rappresentazione delle x; data la matrice simplettica

S =
(
A B
C D

)
, 8B.10

si tratta di determinare il nucleo integrale di un operatore M(S) che soddisfi

M∗ q̂ M = A q̂ +B p̂, M∗ p̂M = C q̂ +D p̂. 8B.11

Si ottiene

M(S)(x, x′) =
eiβ√

(2π~)N det ‖B‖
e
i
2~{(x

′,B−1Ax′)−2(x′,B−1x)+(x,DB−1x)}.

8B.12
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La determinazione del logaritmo è per convenzione tale da rendere la funzione
continua in C/R−; il fattore eiβ non risulta determinato.

Nota 8B.2
Il nucleo integrale nella rappresentazione delle x diventa formalmente sin-

golare quando detB → 0, sebbene l’operatore M(S) risulti regolare in questo
limite, come si può vedere scegliendo un’altra rappresentazione dell’algebra di
Heisenberg, ad esempio quella in cui la quantità di moto è diagonale. In questa
rappresentazione il ruolo della matrice B viene ricoperto dalla matrice C.

♣

Per una traiettoria S(t) nello spazio delle matrici simplettiche il luogo dei punti
nei quali det(B) = 0 verrà chiamato caustica (o superficie caustica).
Se si considera il limite dell’operatoreM(S) quando la traiettoria ha come punto
limite un caustica, si vede che il nucleo integrale ha una singolarità del tipo

δ(y1(x)− y1(x′)) · · · δ(yk(x)− yk(x′))G(x, x′) 8B.13

per opportune funzioni G(y, x) e yk (k è la molteplicità dell’autovalore zero di
B). In particolare, se B = 0 si ha che

M(S)(x, x′) = ± 1√
detA−1

δ(x−Ax′)e i
2~ (x′,Ax) 8B.14

Utilizzando (8B.14) si può confrontare il nucleo integrale diM(S), S = (S1, S2),
con quello del prodotto M(S1)M(S2); assumiamo che B1 e B2 siano invertibili.
Indicando con N+ (N−) il numero di autovalori positivi (negativi) della matrice
simmetrica B−1

1 B B−1
2 si ottiene

β = β1 + β2 + (N+ −N−)
π

4
. 8B.15

Con la notazione β = νπ, ν = ±1, si vede che (8B.35) assume la forma

4+Nπ+2νπ = (4β+Nπ+2ν1π)+(4β+Nπ+2ν2π)+2π(ν−ν1−ν2−N−) 8B.16

e quindi, definendo

β(S) ≡ β +
Nπ

4
+
νπ

2
8B.17

si ha
β(S1S2) = β(S1)β(S2) + nπ, n ∈ Z. 8B.18

Questo dimostra che il gruppo metaplettico ricopre due sole volte il gruppo sim-
plettico. Ad ogni matrice simplettica S corrispondono due operatori metaplettici
M(s, σ), σ = ±1.



capitolo 8 – Limite semiclassico I. Stati coerenti. Metodo W.K.B.277

Una proprietà fondamentale degli operatori metaplettici, che risulta immedia-
tamente dalla loro definizione, è la legge di trasformazione per il sistema di
Weyl

M∗(S)W (z)M(S) = W (S−1z). 8B.19

Facendo uso di questa relazione, è possibile introdurre un nuovo gruppo di
operatori, il gruppo metaplettico inomogeneo. I suoi elementi possono essere
rappresentati con operatori della forma

M(z, γ, S) ≡ eiγ~W (z)M(S) ≡ eiγ~M(S)W (S−1z)

con legge di composizione

M(z1, γ1, S1)M(z2, γ2, S2) = M(z1 +S1z2), γ1 +γ2 +
1
2
ω(z1, Sz2), S1S2) 8B.20

Si tratta pertanto del prodotto semidiretto del gruppo metaplettico con il gruppo
di Weyl, che è generato da eitq̂, eitp̂. Questo gruppo viene chiamato anche
gruppo di Heisenberg.

Appendice 8C: Moti periodici. Regole di quantizzazione
semiclassiche

In quest’appendice tratteremo brevemente la descrizione semi-classica della di-
namica quantistica di sistemi il cui analogo classico presenta orbite con punti
di inversione del moto, in particolare orbite periodiche. Diamo alcuni detta-
gli di un’applicazione del metodo WKB (alcuni autori lo chiamano – in questo
contesto – metodo JWKB, aggiungendo il nome di Jeffreys, che introdusse un
metodo simile nel 1923). Noi seguiremo in parte l’articolo di rassegna [BM72],
e il libro [FF65], testi a cui rimandiamo per un’analisi più completa. Notiamo
che una trattazione rigorosa per una ristretta classe di potenziali è contenuta
in [Bir33]. Descriveremo anche elementi della quantizzazione di sistemi com-
pletamente integrabili, e l’origine semi-classica delle regole di quantizzazione di
Bohr-Sommerfeld. Una trattazione esauriente è al di fuori dello scopo di questa
Appendice. Per approfondimenti si può vedere [Kel58]. Nel contesto degli inte-
grali oscillanti e delle varietà lagrangiane il metodo WKB e l’indice di Maslov
vengono trattati in [Dui74].
Consideriamo inizialmente sistemi con un grado di libertà. L’equazione di
Schrödinger (stazionaria) che consideriamo è

d2φ

dx2
+

2
~2

(E − V (x))φ = 0, x ∈ R.

Cerchiamo una soluzione della forma

φ(x) = e
i
~S(x).



278 Moti periodici. Regole di quantizzazione semiclassiche

Otteniamo
dS

dx

2

− i~S′′(x) = 2m(E − V (x)). 8C.1

Negli intervalli in cui (E−V (x)) > 0 si può cercare di approssimare la soluzione
per ~ piccolo con una soluzione di dSdx

2
= 2m(E − V (x)),

S = ±
∫ x

a

√
2m(E − V (y)) dy = ±

∫ x

a

p(y) dy, p(y) ≡ ∂S

∂y
.

dove la scelta di a corrisponde a una scelta di costante additiva per la soluzione
S. L’approssimazione è valida se nello stato φ considerato si ha

~(φ, |S′′|φ) = ~(φ
∂p

∂x
, φ) << (φ, p2φ).

Questo determina la possibilità di utilizzare in metodo WKB. Sviluppando for-
malmente in serie di potenze in ~ la soluzione di (8C.1) otteniamo per i termini
di ordine zero e uno

S0(x) = ±
∫ x

a

√
2m(E − V (y)) dy,

S1(x) = i log
√
S′0 + C

e quindi a quest’ordine di approssimazione

φ(x) = C(S′0(x))−1e±
i
~

R x
a

√
2m(E−V (y)) dy 8C.2

dove C è un fattore di normalizzazione.
Assumiamo che il potenziale V (x) sia di classe C2, con V (0) = E. Se per
b, δ > 0 si ha V (x) > E + δ quando x > b e V (x) < E − δ quando x < −b,
l’approssimazione WKB è giustificata per |x| > b quando b >> ~.
L’equazione ha due soluzioni indipendenti limitate da un polinomio per x < −b,
ed una soluzione a quadrato sommabile x > b.
Se b è dello stesso ordine di grandezza di ~, la condizione WKB non è soddisfatta
nell’intervallo |x| < b, quindi la soluzione non ha la forma approssimata (8C.2).
Per ciascun valore di E l’equazione (8C.4) ammette due soluzioni limitate in
−b < x < b. Per ottenere un autofunzione dell’operatore di Schrödinger è
necessario raccordare le soluzioni trovate.
Nel metodo WKB il raccordo viene determinato dallo studio del comportamen-
to asintotico per ~ → 0 della soluzione di un’equazione di confronto. Questo
permette di costruire formule di connessione.
In generale la ricerca di un’equazione di confronto viene fatta mediante un cam-
biamento di coordinate x→ y = y(x) (la funzione y(x) viene chiamata mapping
function).
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Con la trasformazione di coordinate x = ~y l’equazione di Schrödinger stazio-
naria per energia E si scrive

d2

dy2
ψ(y) + v(y)ψ(y) = 0, v(y) = E − V (~y)

e si cerca la soluzione per confronto con un’equazione più semplice,

d2

dz2
φ(z) + w(z)ψ(z) = 0. 8C.3

Mediante un cambiamento di variabili y → z la funzione ψ(y) può essere scritta

(almeno formalmente e localmente) ψ(y) = dz
dy

− 1
2φ(z(y)). In questo caso si vede

che la trasformazione di coordinate (mapping function) risulta essere la soluzione
di

z(y) = w(z)
dz2

dy2
− (

dz

dy
)

1
2 · d

2

dy2
[(
dz

dy
)−

1
2 ].

Nel caso di potenziali nei quali il moto classico con energia E ha un solo pun-
to di inversione (che assumiamo essere l’origine) una buona approssimazione
viene ottenuta ponendo w(z) = −z; in questo caso l’equazione di confronto è
l’equazione di Airy, ovvero

d2ψ

dy2
+ yψ(y) = 0.

La trasformazione di coordinate è data da

z
3
2 =

3
2

∫ y

0

(
V (~y′)− E

~2
)

1
2 dy′

e la soluzione approssimata dell’equazione di Schrödinger è

φ(y) = [
z2(y)

E − V (~y)
]
1
4 [αAi1(z(y)) + β Ai2(z(y))] 8C.4

dove α, β sono costanti che vengoni determinte dalle condizioni all’infinito,
mentre Ai1,2 sono le due soluzioni indipendenti dell’equazione di Airy.
La condizione al bordo che interessa è quella per cui la soluzione è limitata da
un polinomio (e quindi in un intorno di E la misura spettrale di di H è asso-
lutamente continua e ha molteplicità uno). Le due funzioni di Airy ammettono
una stessa estensione analitica al piano complesso di cui sono noti i coefficienti
dello sviluppo in serie della variabile z ∈ C. Questo permette di determinare
esplicitamente formule esatte di connessione [Hea62]. Inoltre può essere deter-
minato esplicitamente il loro complortamento asintotico per y → ±∞; entrambe
oscillano, con una differenza di fase asintotica di π4 . La funzione Ai1 converge
esponenzialmente per y →∞, Ai2 diverge esponenzialmente.
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Per ogni µ il comportamento asintotico delle funzioni di Airy (indichiamo con
→ e ← i limiti x→ −∞ e x→∞) è

cos(|w| − 1
4 + µ)

(V − E)
1
4

← cosµ Ai1(σ) + sinµ Ai2(σ)→ cosµ e−|w|

2(V − E)
1
4

+
sinµ e|w|

(V − E)
1
4

8C.5
dove abbiamo posto

w =
∫ x

0

[
(E − V (y))

~2

1
2

dy, σ = (
3
2
w)

2
3 .

Si noti che nelle ipotesi fatte sul potenziale l’operatore di Schrödinger ha spettro
continuo di molteplicità uno in un intorno di E e quindi esiste una e una sola
soluzione generalizzata corrispondente all’energia E.
Nel caso di due punti di inversione (come avviene in una dimensone per orbite
chiuse) l’approssimazione WKB è meno accurata. Il potenziale più semplice di
confronto in questo caso è un potenziale parabolico e l’equazione di confronto
diventa

d2

dz2
φ+ (t− z2)φ = 0

che contiene un parametro t che dipende dall’energia considerata. Per questo
potenziale (che corrisponde ad una hamiltoniana quadratica), indicando con x±
i punti di riflessione del moto classico e definendo t mediante

tπ

2
=
∫ x+

x−

√
E − V (x)

~
dx ≡ S(x−, x+) 8C.6

la trasformazione di coordinate x→ y è data implicitamente da

S(x+, x) = ~
∫ y(x)

−
√
t

(t− z2)
1
2 dz. 8C.7

Due soluzioni linearmente indipendenti sono le funzioni parabolicheDt− 1
2
(±y
√

2)
[WW46] in cui comportamento asintotico è noto e può essere dato in termini di
serie convergenti.
Noi non diamo qui la forma esplicita dell’approssinazione [BM72, WW46]; no-
tiamo solamente che gli stati legati corrispondono ad energie in cui le soluzioni
nelle regioni esterne hanno un andamento esponenziale decrescente e all’interno
è possibile raccordare in modo due volte differenziabile le soluzioni che hanno
questa proprietà. Questo fornisce i valori permessi per lo spettro (lo spettro
discreto non è vuoto perché V (x)− E è negativo in quest’intervallo).
Nel caso del potenziale quadratico (oscillatore armonico) la condizione di esisten-
za di un autovalore coincide con la regola di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld.
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La procedura che abbiamo descritto può portare in casi semplici a determinare
se E0 sia un’autovalore dell’operatore di Schrödinger, ma non può essere una
regola sistematica per ottenere lo spettro puntuale nel limite semiclassico.
Per questo sarebbe più conveniente notare che lo spettro puntuale di un opera-
tore è costituito dai poli della sua risolvente. Si può cercare quindi di ottenere
una espressione della risolvente in termini di un integrale su traiettorie classi-
che che presenta oscillazione sempre più marcate quando ~ → 0, per utilizzare
poi il teorema della fase stazionaria per dimostrare che il contributo principale
all’integrale viene da traiettorie classiche chiuse con energia data dalle regole
di quantizzazione di Bohr-Sommerfeld, con una correzione dovuta alla presenza
di caustiche nella descrizione delle traiettorie nello spazio delle configurazione.
Queste correzioni sono legate quindi all’indice di Maslov.
Questo programma presenta notevoli difficoltà.
Denotiamo con Γ1 la classe di funzioni assolutamente continue. L’azione classica

S(t, s;x, y) =
∫ t

s

L(τ, x(τ),
dx(τ))
dτ

) dτ 8C.8

è, se t − s è sufficientemente piccolo (dipendentemente da x e y), stazionaria
sulle orbite classiche (soluzioni delle equazione di Lagrange con estremi x e y
che appartegono al Γ1) ed è la generatrice della trasformazione canonica che
definisce il moto nello spazio delle fasi.
Si può dimostrare ([20] ovvero [Mor51, Fuj80]) che se il potenziale V (che
può dipendere dal tempo) è sufficientemente regolare, il propagatore (soluzione
fondamentale) U(t, s) soddisfa la seguente relazione, valida per ogni funzione
φ ∈ L2(Rd)

U(t, s)φ(x) =
∫
Rd

lim
δ→0

I(δ; t, s;x, y)φ(y) dy 8C.9

dove i limite è inteso nel senso delle distribuzioni e la funzione integranda è data
da

I(δ; t, s;x, y) =

{
ΠN−1
j=1 [

−i
2π(tj − tj−1)

d
2

]

}
·

·
∫
Rd
dx1 · · ·

∫
Rd
dxN−1 ΠN−1

j=1

{
a(tj , tj−1;xj , xj−1) e−iS(tj ,tj−1;xj ,xj−1)

}
,

8C.10
rispetto ad una partizione [tj−1, tj ] ⊂ [s, t] in intervalli uguali tj − tj−1 = δ =
(t− s)/N e t0 = s, tN = t, mentre la funzione a è definita da

a(tj , tj−1;xj , xj−1) = exp {−1
2

∫ t

s

(τ − s) ∆xω(τ, s;x(τ), y) dτ}
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con ω tale che

S(t, s;x, y) =
1
2
|x− y|2

t− s
+ (t− s)ω(t, s;x, y)

(questa definizione deriva dall’aver utilizzato il teorema della fase stazionaria
con valutazione di termini residui).
Notare che in ciascun intervallo l’azione S è l’integrale della lagrangiana lungo
la traiettoria classica. L’equazione (8C.9) è stata utilizzato da K.Yajima per
studiare il limite semiclassico degli operatori d’onda (vedere cap. 17).
Se esistesse una misura limite di ΠN−1

j=1 dxj quando N → ∞ potremmo quindi
esprimere il nucleo integrale eitH(x, y) come integrale su opportuni cammini.
Ma tale misura limite non esiste (la misura di Lebesgue su Rd non è una misura
di probabilità) e pertanto risulta puramente formale l’espressione

e−itH(x, y) = C

∫
Γ

ei
R
γ
L((x(t)),ẋ(x,t)) dt 8C.11

(dove C è una costante di normalizzazione che, utilizzando (8C.10), risulterebbe
infinita).
Se fosse applicabile al caso dell’interazione Coulombiana, la (8C.10) darebbe nel
limite semi-classico la regola di quantizzazione proposta da Einstein – Brillouin
– Keller (E.B.K.) per sistemi il cui analogo classico è completamente integrabile,
in particolare ammette una descrizione mediante variabili azione-angolo.
Ricordiamo che la quantizzazione E.B.K. corrisponde alla prescrizione

E(k1, . . . , kn) = H(π~(k1 +
α1

4
), . . . , π~(kn +

αn
4

))

dove n è il numero di gradi di libertà del sistema, {E(k1, . . . , kn)} è l’insieme
degli autovalori, H(I1, . . . , IN ) è la hamiltoniana classica espressa in variabili
azione-angolo (Ik sono le variabili d’azione) e si considerano solamente regione
limitate dello spazio della fasi. I numeri αk sono gli indici di Maslov, e conta-
no quante riflessioni vi sono state dell’angolo θk in un periodo (si considerano
solamente orbite periodiche).
Per un oscillatore armonico unidimensionale si ha α = 2. Nel caso dell’oscillatore
armonico bidimensionale, utilizzando coordinate angolari, si ha α1 = 2, α2 =
0 (il moto angolare non ha punti di inversione). Per sistemi unidimensionali
queste regole di quantizzazione si riducono alla regola di quantizzazione di Bohr-
Sommerfeld. Per una descrizione del metodo E.B.K. ed un’analisi della sua
validità si può vedere [Kel58].
Un ingegnoso procedimento per costruire un’espressione semiclassica della risol-
vente e dell’operatore di propagazione e quindi giungere ad una giustificazione
formale delle regole di quantizzazione E.K.B. si può trovare in [BM72]. Riman-
diamo a quest’articolo molto interessante per una trattazione dettagliata. Esso
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consiste nello scambiare in (8C.9) l’ordine in cui si valutano i limiti N → ∞ e
~ → 0, utilizzando prima i teoremi di fase stazionaria e poi restrigendo a zero
l’intervallo temporale.
In questo modo si ottiene (si veda [Gut67]) per il nucleo della risolvente (H −
E)−1(x, y) l’espressione semiclassica

(H−E)−1(x, y)semicl =
2π~

(d−1)
2

i~
∑
r

|π∆x,y;rSx,y;r(E)| 12H1
1
2d−1(

Sx,y;r

~
−Mrπ

2
)

8C.12
dove la somma è su tutte le orbite classiche chiuse di energia E che congiungono
x con y, mentre Mr è il relativo indice di Maslov. H1 è la prima funzione di
Hankel e Sr(x, y, E) è l’integrale d’azione lungo la rma orbita di energia E.
La funzione ∆x,y;r dipende dal cammino ed è data da

∆x,y = −∂
2Sx,y(E)
∂E2

1− 1
d

det [
∂2S

dE2

∂S

∂xi∂yj
− ∂2S

∂xi∂E

∂2S

∂yj∂E
] 8C.13

Quest’espressione si semplifica in dimensione uno per hamiltoniane classiche.
Nel caso di dimensione uno si possono dedurre, con ulteriori approssimazioni, le
regole di quantizzazione di Bohr- Sommerfeld, e nel caso di sistemi totalmente
integrabili scritti in variabili azione-angolo le relazioni di quantizzazione E.K.B.
Nel caso unidimensionale con H(p, x) = p2

2m + V (x) si ha

Sx1,x2(E) = 2
∫ x2

x1

√
2m(E − V (x)) dx, ∆ =

m

2(E − V (x))

e risulta

n(E) =
1
π~

∞∑
r=−∞

cos (
rS(E)

~
)
∫ x2

x1

dx [
m

2(E − V (x))
]
1
2 =

∞∑
0

δ(E − En)

con En tale che S(En)(2n + 1)π~, coerentemente alla quantizzazione di Bohr-
Sommerfeld.
L’espressione semiclassica è utilizzata più frequentemente per dedurre formu-
le euristiche approssimate per la densità degli stati legati En, utilizzando la
formula (di traccia) per la densità

n(E) =
∑
n

δ(E − En) = − 1
π

Im

∫
dx (H − E)−1

+ (x, x), x ∈ Rd

dove (H − E)−1
+ (x, y) è il limite del nucleo integrale dell’operatore (H − z)−1

per Im z → 0+.
Se H è positivo si può utilizzare l’espressone della risolvente ottenuta dal nu-
cleo integrale del semigruppo etH scritto come integrale sui cammini browniani,
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come vedremo nel cap. 14, ma questo fa perdere la connessione con il limite
semiclassico.
Un’interessante deduzione della formula semiclassica di traccia di Gutzwiller2 è
stata data più recentemente in [CRR99], utilizzando una decomposizione della
funzione d’onda in stati coerenti. Abbiamo visto in questo capitolo che gli stati
coerenti ben localizzati si muovono secondo traiettorie classiche. Il procedimento
seguito da questi autori è quindi naturale, almeno per operatori di Schrödinger
del tipo H = −∆ + V, e semplifica trattazioni precedenti. Esso fa uso di stime
semiclassiche per stati coerenti unito ad un controllo uniforme per l’integrazione
sugli stati coerenti.
Non ci soffermiano in dettaglio su questo metodo, che viene molto chiaramente
esposto in [CRR99]; notiamo solo che viene data una formula semiclassica per le
densità di stati regolarizzate, e non una stima precisa del numero di autovalori
contenuti in intervallo dell’asse reale. Sotto ipotesi relativamente poco restrittive
sul potenziale V e nel caso di hamiltoniane con spettro puramente puntuale le
densità regolarizzate sono definite da

ρ(E) =
∑

1≤j≤N

g(
E − Ej

~
)ξ2(Ej)

dove E1 ≤ . . . ≤ EN sono gli autovalori di H nell’intervallo ]E − δE,E + δE[ e
ξ è una funzione liscia il cui supporto è contenuto in ]E − δE,E + δE[.
La funzione g è una funzione C∞ la cui trasformate di Fourier ha supporto in
[−T, T ].
Di queste densità regolarizzate viene dato uno sviluppo asintotico ad ogni ordine
in ~, in termini degli integrali d’azione lungo soluzioni periodiche sulla varietà
Hclass = E di periodo minore o uguale a T , e dell’indice di Maslov associato a
queste traiettorie (che quindi conta approssimativamente i punti di inversione
del moto lungo le traiettorie). Viene utilizzato il fatto che gli stati coerenti
ben localizzati seguono traiettorie classiche, e che la loro evoluzione quantistica
risulta ben descritta da hamiltoniane quadratiche, analogamente alle dinamiche
classiche corrispondenti date da trasformazioni (lineari) simplettiche.
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Capitolo 9
Estensioni autoaggiunte. Metodo di Krein. Interazioni

puntuali. Triple di bordo

Abbiamo visto nel cap. 6 che la condizione che un operatore su uno spazio di
Hilbert H sia simmetrico non è sufficiente affinché esso sia il generatore di un
gruppo ad un parametro di operatori unitari e quindi di una dinamica. Diamo in
questo capitolo alcuni elementi di un procedimento che in alcuni casi permette
di costruire dinamiche estendendo il dominio dell’operatore e costruendo così
un operatore autoaggiunto.

Sia A un operatore chiuso, simmetrico e densamente definito su uno spazio di
Hilbert H. Definiamo

K+ ≡ ker (A∗ − iI), K− ≡ ker (A∗ + iI) , 9.1

m+ ≡ dim K+, m− ≡ dim K− . 9.2

Definizione 9.1
Gli interi m± vengono detti indici di difetto dell’operatore simmetrico A e

K± sono i suoi sottospazi di difetto.
♦

Dalla definizione di operatore autoaggiunto si vede che A è autoaggiunto se e
solo se m+ = m− = 0.

Esempio 1
Sia A = i ddx su L2(0, 1) con dominio composto dalle funzioni assolutamente

continue in [0, 1] e nulle agli estremi. Notiamo che per queste funzioni la derivata
distribuzionale è un elemento di L2(0, 1).
Dalla definizione di aggiunto, utilizzando un’integrazione per parti, è facile veri-
ficare che il dominio dell’operatore A∗ è composto dalle funzioni assolutamente
continue in [0, 1] e su questo dominio l’operatore coincide (a parte il fattore
numerico i) con la derivata distribuzionale. Notiamo che i termini che si otter-
rebbero per integrazione per parti si annullano per le ipotesi sul dominio di A.
Quindi A∗ estende A. In questo caso

K± = {λe±x, λ ∈ C}, m± = 1 .

Ne segue che A non è autoaggiunto.
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Conviene ancora notare che A∗ non è un operatore simmetrico. Infatti se f, g ∈
D(A∗) si ha

(A∗f, g) =
∫ 1

0

−idf̄(x)
dx

g(x) dx

= −i(f̄(1)g(1)− f̄(0)g(0)) 6 +
∫ 1

0

if̄(x)
dg(x)
dx

dx = (f,A∗g).

9.3

Poiché i termini di bordo non sono continui in f nella topologia di L2(0, 1),
il dominio di (A∗)∗ è composto dalle funzioni assolutamente continue che si
annullano in 0 e in 1 (e quindi (A∗)∗ coincide con A). Dunque

D((A∗)∗) ⊂ D(A∗)

con inclusione stretta.
Come si vede, in questo caso i domini di A e di A∗ differiscono solo per le
condizioni al bordo. Questo è tipico per gli operatori di Schrödinger definiti su
un insieme aperto Ω.

♣

Esempio 2
Sia A = i ddx con dominio le funzioni su R+, assolutamente continue, a

supporto compatto e nulle all’origine. In questo caso si ha

K+ = {0}, K− = {λe−x, λ ∈ C}, m+ = 0, m− = 1 . 9.4

Anche qui l’operatore A∗ è dato da i ddx definito su funzioni in L2(R+) e assolu-
tamente continue, senza limitazioni sul valore che assumono all’origine; quindi
A∗ estende A.
Integrando per parti, si vede che gli eventuali termini al bordo non sono continui
nella topologia di L2(R+); quindi (A∗)∗ è l’operatore i ddx definito sulle funzioni
in L2(R+) assolutamente continue, che valgono zero all’origine. Dunque (A∗)∗

coincide con la chiusura di A.
♣

Esempio 3
Sia A = d2

dx2 definito sulle funzioni in L2(R+) di classe C∞, nulle in un
intorno dell’origine e a supporto compatto.
Non è difficile verificare che in questo caso

K+ = {λe
(i−1)x√

2 , λ ∈ C}, m+ = 1 ,

K− = {λe−
(i+1)x√

2 , λ ∈ C}, m− = 1 . 9.5
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Anche in questo caso, D(A) ⊂ D(A∗) e (A∗)∗ = Ā.
Il dominio di A∗ è costituito dalle funzioni su R+ che sono a quadrato sommabile
insieme alle loro derivate prime e seconde (mentre il dominio della chiusura di
A è costituito dalla funzioni che sono a quadrato sommabile insieme alle loro
derivate prime e seconde e che si annullano, insieme alle loro derivate prime,
nell’origine).

♣

Gli esempi dati di operatori differenziali suggeriscono la strategia per deter-
minare le condizioni sotto le quali un operatore chiuso e simmetrico ammet-
te un’estensione autoaggiunta, intendendosi con questo che esiste un operato-
re autoaggiunto A1 con dominio D(A1) ⊃ D(A) e tale che su D(A) si abbia
A1 = A.
Poiché in ogni caso D(A1) ⊂ D(A∗), l’operatore A1 appare anche come una
restrizione di A∗. Se A1 è autoaggiunto si deve avere D(A1) = D(A∗1) e quindi
A1 deve essere un estensione massimale di A (o equivalentemente una restrizione
minimale di A∗).

In questo capitolo daremo una classificazione di tutte (quando esistono) le
estensioni autoaggiunte di un operatore simmetrico A.
A questo fine diamo una struttura topologica conveniente al prodottoD(A∗)×H.
Questo ci permetterà di costruire forme quadratiche σA (antisimmetriche) in
analogia con le strutture simplettiche sullo spazio della fasi, e definire l’analogo
di varietà Lagrangiane.
La restrizione del grafico di A∗ ad una varietà Lagrangiana (se una tale varietà
esiste) fornirà un’estensione di A a un operatore autoaggiunto.
Consideriamo il grafico di A∗

Γ(A∗) ≡ {{φ,A∗φ}, φ ∈ D(A∗)} . 9.6

Per definizione, essendo A∗ un operatore chiuso (abbiamo supposto che A sia
definito densamente in H), il grafico di A∗ è un sottoinsieme chiuso di H ×H.
La chiusura è intesa nella norma del grafico, che è definita da

‖{φ,A∗φ}‖2 ≡ ‖φ‖2 + ‖A∗φ‖2 . 9.7

Considereremo sempre Γ(A∗) come uno spazio normato con norma (9.7).
Definiamo su Γ(A∗) una struttura Hilbertiana mediante il prodotto scalare

< φ̃, ψ̃ >≡ (φ, ψ) + (A∗φ,A∗ψ) . 9.8

Indichiamo con H̃ lo spazio di Hilbert così ottenuto, e denotiamo con φ̃ ∈ H̃
l’elemento φ̃ ≡ {φ,A∗φ}. Introduciamo in H̃ la forma antisimmetrica

σA(φ̃, ψ̃) ≡ (φ,A∗ψ)− (A∗φ, ψ) 9.9



290

e diciamo che il sottospazio K ⊂ D(A∗) è A-simmetrico se

σA(ψ̃, φ̃) = 0 ∀φ, ψ ∈ K

(in altre parole se A∗ ristretto a K è un operatore simmetrico). Notiamo
esplicitamente che σA(φ̃, ψ̃) = 0 se φ, ψ ∈ D(A).
Denotiamo con K̃ il sottospazio di H̃ definito da

K̃ ≡ {{φ, A∗φ} , φ ∈ K} . 9.10

Il sottospazio K̃ è un sottospazio chiuso di Γ(A∗); la forma antisimmetrica σ(A)
(chiusa e continua nella topologia di Γ(A∗)) è degenere su questo sottospazio.
Indichiamo con Γ(A)⊥ il complemento ortogonale di Γ(A) in Γ(A∗) (considerato
nella sua struttura di spazio di Hilbert). Notiamo che l’estensione di A ad A∗
avviene solo in questo sottospazio.
La forma antisimmetrica σA può essere degenere su Γ(A)⊥. Se σA viene in-
terpretata come struttura simplettica, un sottospazio chiuso A-simmetrico di
Γ(A)⊥ viene in modo naturale interpretato come varietà isotropica. Se è un
sottospazio A-simmetrico massimale, si tratterà di una varietà Lagrangiana.
Con queste notazioni, vale il Teorema

Teorema 9.1 (Riesz-Nagy)
Le estensioni chiuse e simmetriche dell’operatore A sono in corrispondenza

biunivoca con i sottospazi A-simmetrici di Γ(A)⊥.
In particolare, A è autoaggiunto se e solo Γ(A)⊥ = {0}.

♦
Non dimostreremo qui questo teorema (vedere ad esempio [RN90]) ma analiz-
zeremo la struttura dei sottospazi A-simmetrici, e daremo un’utile caratterizza-
zione (costruzione) delle estensioni autoaggiunte, qualora esistano.
Notiamo che il teorema implica che ogni estensione autoaggiunta A1 definisce
una sottovarietà Lagrangiana e un sottospazio A-simmetrico massimale. Infatti,
essendo A1 autoaggiunto e D(A1) ⊂ D(A∗), il sottospazio Γ(A1) è A-simmetrico
ed è ovviamente contenuto in Γ(A∗); se non fosse massimale, esisterebbe ξ /∈
D(A1) per il quale varrebbe

(φ,A∗ξ) = (A1φ, ξ), ∀φ ∈ D(A1) . 9.11

Dunque si avrebbe ξ ∈ D(A∗1) = D(A1), che è una contraddizione.
Per caratterizzare l’estensione autoaggiunta corrispondente a un sottospazio
massimale, notiamo innanzitutto che, rispetto al prodotto scalare (9.8) definito
mediante la norma del grafico, si ha la decomposizione ortogonale

Γ(A∗) = Γ(A)⊕ Γ+ ⊕ Γ− , 9.12

dove abbiamo posto

Γ+ ≡ {φ, iφ}, φ ∈ K+ , Γ− ≡ {φ,−iφ}, φ ∈ K− .
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Per dimostrare la (9.12) iniziamo con dimostrare che Γ(A) ⊥ Γ+.
Se φ̃ = {φ,Aφ} ∈ Γ(A), e η̃ = {η, iη} ∈ Γ+, si ha

< φ̃, η̃ >= (φ, η) + (A∗φ,A∗η) = (φ, η) + (A∗φ, η)
= (φ, η) + i(φ,A∗η) = (φ, η)− (φ, η) = 0 .

9.13

Analogamente si dimostra Γ(A) ⊥ Γ−.
Per completare la dimostrazione dobbiamo dimostrare che se φ̃ è ortogonale (in
Γ(A∗)) a Γ(A) e anche a Γ±, allora φ è nullo.
Notiamo che se φ ∈ D(A), e < φ̃, ψ̃ >= 0, allora vale

(φ, ψ) + (A∗φ, ψ) = 0 . 9.14

Ne segue che Aφ ∈ D(A∗) e che (A∗)∗φ = −φ. Ma allora (A∗ + i)(A∗ − i)φ = 0
e quindi (A∗ − i)φ ∈ K−. D’altra parte, per ξ ∈ K− si ha i(ξ, (A∗ − i)φ) =
(ξ, φ) = 0. Dunque (A∗ − i)φ ∈ K− ∩ K⊥− = {0} e ne segue φ ∈ K+. Ma per
ipotesi φ non appartiene a K+. Dunque φ̃ = 0, quindi φ = 0 e la dimostrazione
è completa.
Notiamo infine

ξ̃ + η̃ ∈ Γ+ ⊕ Γ− ⇔ ‖ξ‖ = ‖η‖ . 9.15

Infatti da A∗ξ = iξ, e A∗η = −iη, segue

0 = (ξ + η,A∗(ξ + η))− (A∗(ξ + η), ξ + η) = 2(‖ξ‖2 − ‖η‖2) 9.16

(abbiamo utilizzato il fatto che il sottospazio considerato è A-simmetrico). Ne
concludiamo che i sottospazi A-simmetrici hanno la forma

{φ = ψ + ξ + η, ‖ξ‖ = ‖η‖, ξ ∈ K+, η ∈ K−, ψ ∈ D(A)} . 9.17

Un sottospazio di questa forma non può essere massimale se dim K+ 6= dim K−.
Se

φk = ψk + ξk + ηk , k = 1, 2 ψ ∈ D(A) ,

allora la due-forma antisimmetrica σA

σA(φ̃1, φ̃2) = i[(ξ1, η2)− (ξ2, η1)] 9.18

non è degenere solo se dim K+ = dim K−. Abbiamo dunque dimostrato

Teorema 9.2
Sia A chiuso e simmetrico. Le sue estensioni chiuse e simmetriche sono in

corrispondenza biunivoca con le isometrie parziali tra K+ e K−.
♦
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Sia m+ ≥ m−. Indichiamo con V un’isometria parziale di K+ in K−.
Il dominio dell’estensione corrispondente, che indicheremo con AV , è

D(AV ) = {ψ + ξ + V ξ, ψ ∈ D(A), ξ ∈ IV } , 9.19

dove IV è il dominio dell’isometria parziale V . Su questo dominio si ha

AV φ = Aψ + iξ − iV ξ 9.20

Se m− ≥ m+, il ruolo di K+ e di K− è invertito.
L’operatore A ha estensioni autoaggiunte se e solo se m+(A) = m−(A). In
questo caso l’isometria V è una corrispondenza isometrica invertibile; quin-
di le estensioni autoaggiunte sono in corrispondenza biunivoca con le trasfor-
mazioni unitarie (isometriche invertibili) da K+ a K−. Il dominio e l’azione
dell’estensione corrispondente all’isometria V sono date in (9.19) e (9.20).

♦
Nota 9.1

L’estensione che indichiamo con AV è stata ottenuta aggiungendo alla chiu-
sura del dominio di A il sottospazio di dimensione m+ costituito dai vettori
della forma ξ + V ξ, con ξ ∈ K+, e l’immagine di questi vettori attraverso A∗ è
i(ξ − V ξ).

♣

Ricordiamo che tutti gli spazi di Hilbert separabili che hanno la stessa dimen-
sione (eventualmente infinita) sono tra loro isomorfi. Se si fa un’identificazione
(ad esempio scegliendo in ciascuno spazio una base ortonormale completa), l’i-
somorfismo è rappresentato da un operatore unitario U . Poiché la scelta dell’i-
dentificazione è arbitraria, questo operatore è definito a meno di moltiplicazione
(a destra o a sinistra) per un arbitrario operatore unitario.
Dunque si ha, indicando con I l’identità nello spazio K+,

AU (I + U) = i(I − U)

o equivalentemente
AU = i(I − U)(I + U)−1 . 9.21

Questa parametrizzazione è detta parametrizzazione di Krein.
L’identificazione dipende dalla base scelta e non è legittima (ovvero è singolare)
se per la scelta fatta l’operatore unitario U ha ±1 come autovalore.
In generale non esistono criteri per la scelta delle basi e quindi della matrice
unitaria U . Nel caso di operatori differenziali del secondo ordine a coefficienti
reali, notiamo che se una funzione f appartiene a K+, la sua complessa coniugata
appartiene a K− (questo non è vero per operatori differenziali del primo ordine,
perché l’operatore simmetrico i ddx non lascia invariante l’insieme delle funzioni
a valori reale).
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In questo caso esiste un’identificazione naturale prendendo basi ortonormali
complete della forma {ξk(x)} per K+ e {ξ̄k(x)} per K−.
Indicando con J l’operatore antiunitario che estende questa corrispondenza tra
le basi a una corrispondenza tra K+ e K−, l’isometria V può essere scritta nella
forma V = UJ con U operatore unitario in K+.
Si può altresì utilizzare una base K+ ⊕K− reale rispetto a V

W+
k =

1
2

(ξk + V ξk), W−k = − i
2

(ξk − V ∗ξk) . 9.22

In questa base si ha
AVW

±
k = W∓k

e inoltre

(W±h ,W
±
k ) = ±((AV + 1)−1φh, φk) +

1
2
δh,k ±

1
2
δh,k ,

(W±h ,W
∓
k ) = −((AV + 1)−1AV φh, φk) . 9.23

Notando che si ha

u = φ+
m∑
k=1

(
c+k (u)W+

k + c−k (u)W−k
)
, φ ∈ D(A) ,

si ottiene, per u, v ∈ D(A∗),

(AV u, v)− (u,AV v) =
m∑
k=1

(
c−k (u)c+k (v)− c+k (u)c−k (v)

)
≡ (ξ(u), Jξ(v)) , 9.24

dove J è una matrice simplettica.
In questo modo gli spazi di difetto assumono la struttura di un spazio simplet-
tico standard. Tutte le altre estensioni autoaggiunte sono ottenute mediante
trasformazioni lineari simplettiche.
In molti casi questa struttura simplettica appare in modo naturale. Ad esempio,
nel caso dell’operatore(

− d2

dx2
+ V

)
u ≡ A0u , u ∈ C∞0 (R+) , 9.25

si ha
(A∗0u, v)− (u,A∗0v) = (u′(0), v(0))− (u(0), v′(0)) .

Con queste notazioni, la relazione tra le risolventi AV e AW , corrispondenti a
due estensioni ottenute attraverso diversi operatori V e W isometrici invertibili
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da K+ a K−, è data esplicitamente, per Imλ 6= 0, scegliendo la base adattata a
V data da (9.22), dall’espressione

(AW − λ)−1 − (AV − λ)−1 =
AV + λI

AV − λI
P

(
Q− P 1 + λAV

AV − λ
P

)−1

P
AW + λI

AW − λI
,

9.26
dove

Q ≡
∑
k,h

φk Γk,h( · , φh) ,

mentre P è il proiettore ortogonale sullo spazio Hi (relativo all’autovalore +i di
AV ) e Γ è la matrice definita da

ψ = φ+ Γξ+ + ξ− . 9.27

Questa relazione, di cui non daremo la dimostrazione, venne ottenuta in [Kre44]
nel caso di indici di difetto {1, 1} e poi estesa dallo stesso autore ad indici di
difetto finiti (e uguali) [Kre46]. Diamo alcuni esempi di estensioni autoaggiunte
ottenute mediante la teoria di Krein.

Esempio 4

A = − d2

dx2
, D(A) =

{
φ ,

dφ

dx
∈ AC[0, π], φ(0) = φ(π) =

dφ

dx
(0) =

dφ

dx
(π) = 0

}
.

Gli spazi di difetto K+ e K− sono entrambi di dimensione (complessa) 2.
Lo spazio K+ è sotteso dalle soluzioni distribuzionali di

− d2

dx2
φ+(x) = iφ+(x)

in L2(0, π), cioè dalle funzioni

φ±+(x) = e
± i−1√

2
x
.

Analogamente lo spazio K− è sotteso dalla funzione

φ±− = e
± i+1√

2
x
.

Le isometrie tra K+ e K− sono pertanto parametrizzate da matrici 2×2 unitarie
U. Queste matrici danno due relazioni lineari tra le quattro quantità

a1 ≡ φ(0), a2 ≡ φ(π), b1 ≡
dφ

dx
(0), b2 ≡

dφ

dx
(π) . 9.33

La relazione ha la forma

Ma+Nb = 0 , a = {a1, a2} , b ≡ {b1, b2} ,
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dove M e N sono matrici 2× 2 tali che la matrice 4× 2 ottenuta accostando M
e N sia di rango massimo.
Queste relazioni vengono dette locali se coinvolgono una relazione solamente tra
le coppie φ(0), dφdx (0) e tra le coppie φ(π), dφdx (π).

♣

Nota 9.2
A questa struttura può essere anche ricondotto il caso di interazioni in R1

collocate in N punti y1, . . . , yN ; quando N = ∞, casi particolarmente interes-
santi sono dati da yn+1−yn = c (reticolo periodico) e yi+1−yi realizzazione ima
di una variabile casuale la cui distribuzione è uniforme nell’intervallo [0, 1] (in
questo caso i centri di interazione sono distribuiti secondo una legge casuale).
Il primo caso corrisponde al modello di Kronig-Penney di un cristallo unidimen-
sionale, e dà un operatore autoaggiunto con uno spettro assolutamente continuo
costituito da bande; il secondo è stato il primo esempio di equazione di Schrö-
dinger con potenziale casuale studiato a fondo, e dà un operatore autoaggiunto
il cui spettro è totalmente puntuale.

♣

Va notato che, indipendentemente dalla scelta delle condizioni al bordo, tutte
le estensioni autoaggiunte che abbiamo descritto corrispondono a operatori che
sono locali nel senso comunemente dato a questo termine nel caso di operatori
differenziali: un operatore A è detto locale se per ogni φ ∈ D(A) il supporto
della funzione Aφ non è più esteso del supporto della funzione φ.

Nota 9.3
È facile generalizzare gli esempi 3 e 4 al caso dell’operatore − d2

dx2 + V (x)
con V (x) una funzione continua nell’origine e limitata (utilizzando stime che
discuteremo nel cap. 10 è anche possibile scegliere la funzione V in L2(R) e
continua nell’origine).

♣

Consideriamo più in dettaglio le estensioni autoaggiunte dell’operatore d2

dx2 de-
finito sulle funzioni di classe C2(0, 2π) che soddisfano una delle seguenti tre
condizioni:

i) condizioni di Dirichlet:
φ(0) = φ(2π) = 0 , 9.34

ii) condizioni di Neumann:

φ′(0) = φ′(2π) = 0 , 9.35

con φ′ = dφ/dx;
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iii) condizioni di periodicità:

φ(0) = φ(2π), φ′(0) = φ′(2π) . 9.36

Iniziamo con le condizioni di periodicità (9.36). Indichiamo con −∆P il corri-
spondente operatore autoaggiunto.
Consideriamo l’operatore che agisce sulle funzioni periodiche di periodo 2π e
due volte differenziabili con derivata seconda a quadrato sommabile. Le sue
autofunzioni sono le soluzioni periodiche di

− d2

dx2
f = λf.

La condizione di periodicità implica che λ = 0, 1, 4, . . . , n2, . . . e le soluzioni
sono quindi

ψnP (x) =
1√
2π

einx , n ∈ N . 9.37

Queste funzioni costituiscono una base ortonormale completa in L2(0, 2π). Ne
segue che l’operatore descritto dalle condizioni di periodicità è diagonale nella
rappresentazione di Fourier, e quindi è autoaggiunto. Il suo spettro è costituito
dal quadrato dei numeri naturali, compreso lo zero.
L’operatore considerato è il quadrato dell’operatore autoaggiunto definito da
i ddx con condizioni periodiche al bordo.
La molteplicità dello spettro è due, per i numeri interi non nulli (le autofunzioni
{einx} ed {e−inx} corrispondono entrambe all’autovalore n2) mentre l’autovalore
0 è semplice.

Consideriamo ora le condizioni di Dirichlet (9.34). Denoteremo il corrispondente
operatore con il simbolo −∆D.
Le condizioni al bordo sono soddisfatte da

ψnD(x) =
1√
π

sin
(nx

2

)
.

Gli autovalori corrispondenti sono dati λ = n2

4 , n = 1, 2, 3, . . ., e hanno mol-
teplicità uno. Questo corrisponde al fatto che −∆D non è il quadrato di un
operatore autoaggiunto. Nel dominio di −∆D stanno tutte (e sole) le funzioni
che possono essere scritte nella forma

φ(x) =
∑
k

ckψ
k
D ,

∑
k

|k|4|ck|2 <∞ . 9.38

Dalla teoria delle serie di Fourier segue che il domino di ∆D è costituito dalle
funzioni che hanno valore zero in 0 e 2π e la cui derivata seconda sia a quadrato
sommabile in (0, 2π).
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Consideriamo infine le condizioni di Neumann (9.35). Denoteremo il corrispon-
dente operatore con il simbolo −∆N .
Le condizioni al bordo sono soddisfatte da

ψnN (x) =
1√
π

cos
(nx

2

)
.

Gli autovalori corrispondenti sono dati da λ = n2

4 , n = 0, 1, 2, 3, . . ., e hanno
molteplicità uno. Ciò corrisponde al fatto che ∆N non è il quadrato di un
operatore autoaggiunto. Nel dominio di ∆N stanno tutte (e sole) le funzioni che
possono essere scritte nella forma

φ(x) =
∑
k

ckψ
k
N ,

∑
k

k4|ck|2 <∞ .

Dalla teoria delle serie di Fourier segue il domino di ∆N è costituito dalle fun-
zioni a quadrato sommabile in (0, 2π) la cui derivata seconda sia a quadrato
sommabile e la cui derivata prima abbia valore zero al bordo.

Nota 9.4
È interessante notare che le autofunzioni dell’operatore ∆D non apparten-

gono al dominio dell’operatore ∆N (e viceversa) sebbene i due operatori abbia-
no un dominio denso comune (le funzioni due volte differenziabili a supporto
strettamente contenuto in (0, 2π)).
Sebbene gli operatori −∆N e −∆D non siano il quadrato di un operatore au-
toaggiunto, esiste una relazione tra ciascuno di questi operatori e l’operatore
(non autoaggiunto) ∂ definito come i ddx sulle funzioni assolutamente continue
che si annullano in 0 e 2π.
Notiamo che l’aggiunto ∂∗ è per costruzione l’operatore i ddx con dominio di
definizione le funzioni assolutamente continue in [0, 2π].
Consideriamo l’operatore ∂∗∂. Il suo dominio di definizione sono le funzioni due
volte differenziabili che si annullano in 0 e 2π e con derivata prima in L2[0, 2π]
(perché per essere nel dominio la funzione f deve appartenere al dominio di ∂,
e ∂f deve appartenere al dominio di ∂∗ e quindi deve avere la derivata prima in
L2[0, 2π]). Su queste funzioni ∂∗∂ agisce come − d2

dx2 ; ne segue che ∂∗ ∂ ≡ −∆D.
Procedendo in modo analogo, si verifica che ∂ ∂∗ ≡ −∆N . Vedremo nel seguito
che questo risultato è un caso particolare della seguente affermazione:
Se A è un operatore chiuso, densamente definito (non necessariamente simme-
trico), l’operatore A∗A, definito sugli elementi del dominio di A la cui immagine
sotto l’azione di A sta nel dominio di A∗, è sempre un operatore autoaggiunto.

♣

Gli esempi 3 e 4 possono essere generalizzati senza difficoltà al caso dell’operatore
− d2

dx2 +V definito sull’unione disgiunta di N intervalli [0, an], n = 1, . . . , N (per
qualche valore dell’indice n si può anche avere an = +∞).
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A questo esempio può essere ricondotto lo studio dell’operatore di Schrödinger
unidimensionale su un grafico metrico (in modo da poter definire l’operatore
d
dx ). Le condizioni al bordo vengono poste ai vertici del grafico, e possono
essere locali quando per ciascun vertice v vengono date delle relazioni lineari
che si riferiscono esclusivamente ai limiti al vertice v delle soluzioni e delle loro
derivate direzionali, non locali altrimenti.
Come nel caso dell’intervallo è necessario porre delle restrizioni a queste relazioni
lineari. Per esempio, il caso di un grafico di un solo vertice e due raggi semifiniti
che ne originano è, dal punto di vista delle estensioni autoaggiunte, equivalente
a una retta, i due raggi essendo R+ e R−.
In questo caso si considera un operatore differenziale del second’ordine ellittico
(ad esempio − d2

dx2 ) definito sulle funzioni C∞ che si annullano in un intorno
dell’origine, e le condizioni che descrivono un estensione autoaggiunta sono del
tipo Aφ̃(0) +B(∂φ̃)(0) = 0 dove A e B sono matrici 2× 2 e abbiamo posto

φ̃(0) =
{

lim
x→0−

φ(x) , lim
x→0+

φ(x)
}
, ∂φ̃(0) =

{
lim
x→0−

φ′(x) , lim
x→0+

φ′(x)
}
.

Per ottenere un’estensione autoaggiunta è necessario che la matrice 2×4 ottenuta
affiancando le matrici A e B sia di rango massimo (cioè due); è facile vedere che
questa è condizione necessaria e sufficiente affinché sia non-degenere la forma
simplettica che si ottiene al bordo mediante la costruzione dei sottospazi di
difetto.

In generale, un grafico finito (o localmente finito) è una quadrupla

G = {V , I , E , ∂} , 9.39

dove V è un insieme finito di vertici (o localmente finito se il grafico viene
visto come immerso in uno spazio ambiente, ad esempio in R3), I è un insieme
finito di segmenti orientati che dividiamo in due classi, i segmenti interni I
che hanno lunghezza finita e i segmenti esterni E che sono isomorfi a semirette.
Assumeremo sempre che il numero di vertici sia localmente finito.
L’applicazione ∂ assegna a ciascun segmento interno i una coppia ordinata di
vertici ∂(i) = {v1, v2} (alcuni vertici possono coincidere; in questo caso il grafico
presenta dei lacci).
Chiameremo v1 vertice iniziale del segmento i, e v2 vertice finale. Indicheremo
con ∂(e) il vertice al finito del segmento semi-infinito e.
Un grafico è compatto se non ha segmenti esterni. Assumeremo sempre che il
grafico sia connesso.
Il grado di un vertice v è per definizione il numero di segmenti incidenti nel
vertice; un segmento che abbia uno stesso vertice come vertice iniziale e anche
finale (un laccio) va contato due volte.
Consideriamo il grafico come grafico metrico. Con questo intendiamo l’associare
ad ogni segmento interno i un intervallo [0, ai], ai > 0, dell’asse reale (con la
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convenzione che il vertice iniziale del segmento i coincide con 0 e il vertice
finale coincide con ai) e ad ogni segmento esterno e la semiretta [0,∞) (con la
convenzione che il vertice coincide con l’origine).
Questa struttura astratta è per grafici finiti realizzabile – in virtù di un teorema
di Whitney – in uno spazio Euclideo di dimensione sufficientemente grande
(dipendente dal numero dei vertici e dalle connessioni tra i vertici) ma non
necessariamente in R3.
Per visualizzare nello spazio la struttura del grafico (e quindi per le applicazioni a
grafici che vengono utilizzati come modelli semplificati di nano-strutture fisiche)
è conveniente restringere l’attenzione a particolari grafici.
Dato un grafico metrico, consideriamo lo spazio di Hilbert

H(G) = HE ⊕HI , HE = ⊕e∈EHe , HI = ⊕i∈IHi , 9.40

dove abbiamo posto Hi = L2(Ii) con Ii = [0, ai] per un segmento finito e
Ii = [0,∞) per un segmento semifinito.
Consideriamo l’operatore ∆0,

(∆0φ)(x) =
d2φ

dx2
, x ∈ Ii , i ∈ I ∪ E , 9.41

con dominio le funzioni che in ciascun segmento sono due volte differenziabili e
nulle in un intorno dei vertici. È facile vedere che ∆0 è un operatore simmetrico
con indici difetto m± = |2I|+ |E|.
Per studiare le sua estensioni autoaggiunte introduciamo uno spazio di Hilbert
ausiliario (di dimensione finita se il grafico è finito)

K = KE ⊕K−I ⊕K
+
I ,

che interpreteremo come spazio dei valori al bordo delle funzioni nella chiusura
del dominio di ∆0. Avremo

KE ≡ C |E| , K±I ≡ C
|I| .

Visto che le estensioni autoaggiunte saranno classificate da applicazioni lineari
di K in sé, conviene introdurre anche lo spazio K⊕K in cui queste applicazioni
avranno la struttura di forme simplettiche [Nov99, KS99].
Indichiamo con J ⊂ E ∪ I un sottoinsieme dei segmenti, e consideriamo nel
prodotto cartesiano ⊗j∈J Ij una funzione φ

φ(x) ≡ {φj(xj), j ∈ J } . 9.42

Se φ ∈ D ≡ ⊕j∈E∪IDj , poniamo

ψ ⊕ ψ′ ∈ K ⊕K ,
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dove ψ è il vettore
ψ ≡ {φE(0), φI(0), φI(ai)} 9.43

e ψ′ è il vettore
ψ′ ≡ {φ′E(0), φ′I(0),−φ′I(ai)} 9.44

(l’apice indica ancora una volta la derivata prima nella direzione del vertice).
Siano A e B applicazioni lineari di K in sé. Indichiamo con {A,B} l’applicazione
lineare da K ⊕K a K definita da

{A,B}(ξ1 ⊕ ξ2) = Aξ1 +Bξ2 .

DefiniamoM(A,B) ≡ ker {A,B}.
Un’analisi simile a quella fatta negli esempi 3, 4 mostra che le condizioni al bordo
date dall’annullarsi dell’applicazione {A,B} forniscono un’estensione massimale
simmetrica (quindi autoaggiunta) dell’operatore ∆0. Infatti questa condizio-
ne coincide con la condizione che l’applicazione trasposta {A,B}t abbia rango
massimo (eguale a |E|+ 2|I|).
Le applicazioni {A,B} e {A′, B′} danno luogo alla stessa estensione autoag-
giunta se e solo se esiste un’applicazione invertibile C : K → K tale che sia
A = CA, B′ = CB.
Le estensioni ottenute si dicono locali se ker {A,B} = ⊕v{Mv}, dove Mv è il
nucleo di un’applicazione costruita considerando separatamente i vertici (non
vi sono relazioni tra valori al bordo in vertici diversi della funzione e delle sue
derivate direzionali).
È facile vedere che, considerando questi valori ai vertici come variabili simplet-
tiche, le varie condizioni lineari al bordo individuano varietà Lagrangiane e sono
connesse tra loro da trasformazioni lineari simplettiche.
Se il grafico è finito, lo spettro singolare continuo è assente e lo spettro assolu-
tamente continuo coincide con l’asse reale positivo se almeno uno dei segmenti
ha lunghezza infinita.

Nota 9.5
Gli esempi che abbiamo dato finora riguardano gli operatori i ddx oppure

d2

dx2 (eventualmente modificati mediante l’aggiunta di una potenziale) su una
collezione di intervalli dell’asse reale, limitati o semilimitati.
Con ovvie modificazioni si possono trattare anche le estensioni autoaggiunte
dell’operatore di Laplace-Beltrami definito su una collezione di segmenti di curva
regolare nello spazio.
In tutti questi casi il bordo dell’insieme considerato è costituito da punti; abbia-
mo visto che in questo caso, se la collezione di segmenti è finita, la dimensione
dei sottospazi di difetto è finita e le condizioni al bordo che qualificano l’esten-
sione autoaggiunta considerata (con il suo dominio) coinvolgono i valori delle
funzioni e della loro derivata al bordo.

♣
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Un generalizzazione naturale in dimensioni maggiori consiste nel considerare
operatori ellittici definiti all’interno di un dominio regolare Ω ⊂ Rd, d ≥ 2 con
bordo regolare ∂Ω.
In questo caso ci aspettiamo che i sottospazi di difetto abbiano dimensione
infinita e siano in qualche modo in corrispondenza con due insiemi di funzioni
(di classe opportuna) definite sul bordo ∂Ω; un insieme rappresenta il limite al
bordo ∂Ω delle funzioni nel dominio di ∆∗, mentre l’altro insieme rappresenta
il limite al bordo delle derivate normali.
Questo è ad esempio il caso dei potenziale di strato semplice o doppio in
elettrostatica (potenziale di carica o di dipolo).
Le proprietà dello spazio di Sobolev H2(Ω) permettono di concludere che ogni
funzione in H2(Ω) ha come valore al bordo ∂Ω un funzione di classe di So-
bolev H

3
2 (∂Ω) (gli spazi di Sobolev del bordo sono definiti mediante l’opera-

tore di Laplace-Beltrami del bordo) e che la sua derivata normale può essere
rappresentata da una funzione di classe di Sobolev H

1
2 (∂Ω).

In questo caso le condizioni al bordo di Dirichlet corrispondono all’azzerarsi
della funzione sul bordo, le condizioni di Neumann corrispondono all’azzerarsi
della derivata normale, mentre condizioni intermedie (condizioni di Robin) cor-
rispondono a relazioni lineari tra i valori al bordo della funzione e quelli della
sua derivata normale, e sono in generale rappresentate da un nucleo integrale
su ∂Ω. Diamo alcuni dettagli di quest’esempio.
Vogliamo dunque classificare le estensioni autoaggiunte dell’operatore A definito
come ∆0 ≡

∑d
i=1

∂2

∂x2
i
sulle funzioni due volte differenziabili con derivata seconda

a quadrato integrabile e con supporto strettamente contenuto in un dominio
aperto limitato Ω ⊂ Rd, con frontiera una superficie regolare ∂Ω di classe C2.
Per una trattazione più estesa degli spazi di Sobolev su ∂Ω e dei problemi al
bordo per equazioni ellittiche si può vedere [LM72].
Denotiamo con Hm(Ω) lo spazio di Sobolev delle funzioni a quadrato integrabile
con tutte le loro derivate (distribuzionali) di ordine minore o uguale a m. Deno-
tiamo con Hs(∂Ω), s ∈ R, il completamento delle funzioni C∞ su ∂Ω rispetto
al prodotto scalare

(f, g)Hs(∂Ω) ≡ (f, (−∆L.B. + 1)sg)L2(∂Ω) 9.45

dove ∆L.B.(∂Ω) è l’operatore di Laplace-Beltrami su ∂Ω (visto come varietà
Riemanniana compatta).
Utilizziamo il fatto (cfr. [LM72]) che (−∆L.B. + 1)

s
2 definisce per ogni scelta di

r e di s un’applicazione unitaria

(−∆L.B. + 1)
s
2 : Hr(∂Ω)→ Hr−s(∂Ω) .

Indichiamo con γj l’operatore lineare suriettivo

γj : H2(Ω)→ H2−j−1/2(∂Ω), j = 0, 1
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definito come estensione limitata di

γ̂j ≡
∂jφ

∂n
, D(γ̂j) = C∞(Ω) ,

dove abbiamo indicato con n(x) il vettore normale a ∂Ω nel punto x ∈ ∂Ω
rivolto verso l’interno di Ω. Nella costruzione delle estensioni autoaggiunte del
Laplaciano in Ω interverranno i due operatori

ρ ≡ γ0 : H2(Ω)→ H
3
2 (∂Ω) 9.46

(operatore di valutazione o di traccia al bordo ) e

τ ≡ γ1 : H2(Ω)→ H
1
2 (∂Ω) 9.47

(operatore derivata normale).
Indichiamo con A il Laplaciano definito sulle funzioni di classe C2(Ω) nulle
in un intorno di ∂Ω. Introduciamo anche l’operatore simmetrico chiuso ∆min

estensione di A con dominio le funzioni che si annullano al bordo insieme alla
loro derivata normale

D(∆min) ≡ {φ ∈ H2(Ω) : ρφ = τφ = 0} ,

e il suo aggiunto ∆max con dominio

D(∆max) ≡ {φ ∈ H2(Ω) : ∆φ ∈ L2(Ω)} .

In queste notazioni il Laplaciano con condizioni di Dirichlet al bordo di ∂Ω, che
noi indicheremo con ∆D, è dato dalla condizione sul suo dominio

D(∆D) ≡ {φ ∈ D(∆max) : ρ̂φ = 0} ≡ {φ ∈ H2(Ω) : ρ φ = 0} 9.48

e il Laplaciano con condizioni di Neumann ∆N è dato dalle condizioni al bordo

D(∆N ) ≡ {φ ∈ D(∆max) : τ̂φ = 0} ≡ {φ ∈ H2(Ω) : τ φ = 0} , 9.49

dove ρ̂ e τ̂ sono estensioni di ρ e τ al dominio di ∆max.

Nota 9.6
Le funzioni di Green di queste estensioni sono note nella letteratura fisica,

soprattutto nei testi di elettrostatica, come potenziali di strato semplice (cariche
di bordo) e di strato doppio (distribuzioni di dipolo di bordo).

♣

Consideriamo l’operatore Λ

Λ ≡ (−∆L.B. + 1)
1
2 : Hs(∂Ω)→ Hs−1(∂Ω)
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e definiamo G0 mediante

< G0u, φ >L2(Ω)= − < Λu, τ(∆D)−1φ >L2(∂Ω) , ∀u ∈ H1(∂Ω) .

Ne segue che G0 = KΛ, dove K : H−
1
2 (∂Ω) → D(∆max) è l’operatore (detto

operatore di Poisson) che risolve il problema

∆(Ku) = 0 , ρ̂(Ku) = u , ∀u ∈ H− 1
2 (∂Ω) . 9.50

Introduciamo anche l’operatore Gz = G0 − z(−∆D + z)−1G0 che risolve il
problema

∆Gzu = z Gzu , ρ̂Gzu = Λu , u ∈ H 1
2 (∂Ω) 9.51

e l’operatore P ≡ τ̂K, un operatore lineare continuo da H−
1
2 (∂Ω) a H−

3
2 (∂Ω)

detto anche operatore Dirichlet-Neumann (Neumann-Dirichlet map) nel senso
che fa corrispondere alla traccia sul bordo (dato di Dirichlet) la derivata normale
al bordo (dato di Neumann).
Per mezzo di questi operatori si può costruire un operatore Γz che è utilizzato per
descrivere le estensioni autoaggiunte dell’operatore A (la restrizione di −∆min

alle funzioni due volte differenziabili e con supporto contenuto in Ω).
Le risolventi di tutte le estensioni autoaggiunte di A sono classificate da una
coppia {Π, Θ}, dove Π è una proiezione ortogonale in K ≡ H

1
2 (∂Ω) e Θ è un

operatore autoaggiunto nello spazio di Hilbert dato da Ran (ΠK).
Indichiamo con ∆Π,Θ la corrispondente estensione, con dominio

D(∆Π,Θ) = {φ ∈ D(∆max) : Λ−1ρ̂φ ∈ D(Θ) , Πτ̂0φ = ΘΛ−1ρ̂φ} ,

con τ̂0φ ≡ τ∆−1
D ∆maxφ = τ̂φ − P ρ̂φ. La risolvente di ∆Π,Θ può essere scritta

nella forma, analoga alla formula di Krein (9.26)

(−∆Π,Θ + z)−1 = (−∆D + z)−1 +GzΠ[Θ + Πτ(G0 −Gz)Π]−1ΠG∗z̄ . 9.52

Casi particolari sono gli operatori con condizioni di Dirichlet o di Neumann al
bordo, e gli operatori relativi a condizioni di Robin al bordo, caratterizzate da
operatori

B : H
3
2 (∂Ω)→ H

1
2 (∂Ω)

che connettono la traccia in x ∈ ∂Ω della funzione con la traccia della sua
derivata normale nello stesso punto x. Estensioni più generali si ottengono
introducendo le connessioni attraverso nuclei integrali. Una dettagliata analisi
di questo problema si può trovare in [Gru68, Pos08].

♣

Nel caso di varietà Σ di codimensione due e tre, il valore al bordo di una funzione
nel dominio del Laplaciano non è più definito in senso classico, e l’estensione
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autoaggiunta viene parametrizzata dal confronto della parte singolare (su Σ)
della funzione con la sua parte regolare (per analogia con il caso elettrostatico,
indicheremo anche qui con il nome di densità di carica il coefficiente dalla parte
più singolare).
La carica risulterà distribuita sulla varietà Σ (nel caso d = 3 e codimensione tre
l’insieme Σ è composto da punti e le cariche sono attribuite ai punti).

Nota 9.7
Si può dimostrare che il Laplaciano ∆0 definito in Rd, d ≥ 4, sulle funzioni

che si annullano in un intorno della varietà Σ di codimensione d1 ≥ 4 (ad
esempio in un insieme discreto di punti se d = 4) è un operatore essenzialmente
autoaggiunto, la sua chiusura in L2(Rd) è cioè un operatore autoaggiunto.
Ciò è dovuto al fatto che la capacità (Newtoniana) dell’insieme Σ è nulla in
questo caso.

♣

Queste condizioni al bordo in senso generalizzato danno il nome a un procedi-
mento alternativo (equivalente a quello di Krein) per costruire tutte le estensioni
di un operatore simmetrico i cui spazi di difetto K± abbiano dimensioni uguali
(eventualmente +∞).

Per motivare la struttura di questo formalismo generale, detto delle triple di
bordo, consideriamo il caso in cui l’operatore simmetrico A che analizziamo sia
l’operatore di Laplace definito sulle funzioni di classe C∞0 su R3 con supporto
che esclude l’origine

A =
3∑
k=0

∂2

∂x2
k

, D(A) = C∞0 (R3\{0}) . 9.53

Lo spazio K± è composto dalle soluzioni distribuzionali di

∆ψ = ±iψ 9.54

che sono a quadrato sommabile inR3, cioè dallo spazio unidimensionale comples-
so generato dalla funzione di Green (del Laplaciano) che si annulla all’infinito

G(x) ≡ e−
√
±i |x|

4π|x|
9.55

(la determinazione della radice quadrata è scelta in modo tale che la funzione sia
a quadrato sommabile). In questo esempio, essendo K± uno spazio complesso di
dimensione uno, gli unitari che classificano le possibili estensioni autoaggiunte
consistono in moltiplicazione per un fattore di fase eiβ , con β ∈ R. Scegliendo
come base gli elementi di K±, il dominio dell’estensione autoaggiunta corrispon-
dente a eiβ è costituito dalle funzioni che appartengono a L2(R3) e possono
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essere scritte nella forma

φ(x) = q[Gi(x)+eiβGi(x)]+ψ(x), q ∈ C, ψ ∈ H2
loc(R

3)∩L2(R3), ψ(0) = 0 .
9.56

Scegliendo combinazioni lineari degli elementi di K± si può vedere che le funzioni
nel dominio delle estensioni autoaggiunte hanno nell’intorno dell’origine la forma

φ(x) =
q

2π|x|
+ c+ ψ1(x), ψ1 ∈ C(R3), ψ1(0) = 0

e le estensioni autoaggiunte sono completamente determinate dalla relazione

lim
x→0

(
φ(x)− q

2π|x|

)
= αq, α ≡ cosβ/2

cosβ/2 + sinβ/2
. 9.57

Le estensioni autoaggiunte sono quindi classificate dalle condizioni all’origine
φ(0) = αq; il parametro α può assumere valore in Ṙ (la compattificazione a un
punto dell’asse reale). Indichiamo con Hα l’estensione corrispondente al valore
α del parametro.
Per α =∞ la condizione è equivalente a q = 0; si tratta dell’operatore di Laplace
con dominio H2(R3).
Per α = 0 si ha un’estensione autoaggiunta con dominio le funzioni in L2(R)
della forma

φ(x) =
q

|x|
+ ψ(x), ψ ∈ H2

loc(R
3) ∩ L2(R3), ψ(0) = 0 . 9.58

Notiamo anche che tutte le estensioni autoaggiunte Hα soddisfano

φ ∈ D(Hα), φ(0) = 0 ⇒ Hαφ = −∆φ ,

quindi coincidono con −∆ sul dominio comune.
Nel cap. 19 in cui discuteremo le forme quadratiche vedremo che le forme quadra-
tiche associate alle varie estensioni autoaggiunte in questo caso hanno dominio
comune ma sono diverse fra loro; quella che corrisponde ad α =∞ è la chiusura
nella norma H1 di

∫
|∇φ|2dx definto sulle funzioni a supporto compatto.

Le altre fanno intervenire esplicitamente il parametro α e sono tutte definite
sull’insieme K di funzioni in L2(R3) che possono essere scritte nella forma

φ(x) =
q

|x|
+ ψ(x), ψ ∈ H1

loc(R
3) ∩ L2(R3) . 9.59

L’espressione esplicita della forma quadratica associata all’estensione Hα può
essere ottenuta valutando

(ξ,Hαφ), φ ∈ D(Hα), ξ ∈ C∞0
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e integrando per parti. L’espressione così ottenuta, per φ ∈ D(Hα), può essere
estesa in ξ allo spazio K, fornendo la forma quadratica limitata dal basso

Qα(φ, φ) = α|q|2 +
∫
R3
|∇φ|2 dx .

Nota 9.8
L’interazione descritta in questo esempio viene spesso indicata come inte-

razione puntuale localizzata nell’origine, o anche interazione di portata zero.
Viene spesso utilizzata come approssimazione per trattare problemi in cui l’e-
stensione della regione d’interazione è molto piccola relativamente a dimensioni
caratteristiche del sistema; ad esempio venne utilizzata da E.Fermi nell’analisi
della diffusione di neutroni lenti [Fer36].
Il nome interazione puntuale (o interazione di portata nulla) viene dal fatto
che l’azione del nuovo operatore coincide con quella di −∆ su funzioni nulle
in un intorno dell’origine: se descrivesse una perturbazione ad una dinamica
libera data mediante l’addizione di un potenziale, questo potenziale dovrebbe
aver supporto concentrato nell’origine.
Vale la pena notare che questa analogia è del tutto formale; in circostanze
semplici il termine di ordine più basso significativo (in generale il termine del
second’ordine) nella serie perturbativa (serie di Born) per la risolvente dà un
risultato finito (e spesso coincidente con il risultato esatto) mentre i termini di
ordine successivo portano a risultati divergenti.
Questo è dovuto al fatto (lo vedremo nel cap. 10), che non si può definire in
R3 un operatore che sia in qualche senso rappresentabile come −∆ + c δ(x). Su
uno spazio di dimensione uno si può definire l’operatore − d2

dx2 + δ(x) mediante
la teoria delle forme quadratiche (il termine potenziale che si aggiunge è piccolo
rispetto al Laplaciano nel senso delle forme quadratiche). Questo dà alcune
delle estensioni autoaggiunte discusse nell’esempio 3.
Per una descrizione ampia del senso rigoroso delle interazioni a δ si rimanda a
[AGH-KH88, AK00].

♣

Nota 9.9
La costruzione che abbiamo fatto utilizzando la funzione di Green del La-

placiano può essere anche fatta utilizzando la funzione di Green dell’operatore
HV ≡ −∆ + V con V sufficientemente regolare, in modo che la sua funzione
di Green abbia le stesse caratteristiche di singolarità della funzione di Green
del Laplaciano. In questo caso la costruzione di tutte le estensioni autoaggiunte
dell’operatore AV , restrizioni di HV alle funzioni di classe C2

0 che si annullano in
un intorno dell’origine, è del tutto analoga a quella descritta per il Laplaciano.
Si può dimostrare che, se il potenziale V è continuo nell’origine e piccolo rispetto
al Laplaciano, l’insieme delle estensioni autoaggiunte dell’operatore AV coincide
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con l’insieme degli operatori ottenuti come somma (operatoriale) di V con le
estensioni dell’operatore ottenuto restringendo ∆ a tali funzioni.
L’analisi che abbiamo fatto si può estendere in modo naturale a operatori alle
derivate parziali ellittici a coefficienti di classe C1 definiti su un dominio Ω a
frontiera regolare ∂Ω in R3 (o R2)

L ≡
∑
i,j

∂

∂xi
Ai,j

∂

∂xj
, A ≥ cI, c > 0 . 9.60

Le funzioni nel dominio di questi operatori sono la somma di una parte regolare
al bordo e di una parte singolare che può essere scritta come integrale sul bordo
di funzioni di Green. Le condizioni al bordo che qualificano l’estensione sono
delle relazioni tra queste due parti delle funzioni nel dominio.

♣

Nota 9.10
In R3 le interazioni puntuali possono essere definite con la procedura indicata

negli esempi precedenti anche nel caso di singolarità localizzate in N punti.
Indichiamo con ∆ l’operatore di Laplace definito su tutto H2(R3). In questo
caso l’operatore simmetrico A è dato da

A : D(A) ⊂ L2(R3)→ L2(R3) , 9.61

il cui dominio D(A) è l’insieme della funzioni che appartengono a H2(R3) e che
sono nulle in un intorno dei punti {xk , k = 1, . . . , N}. Sul dominio D(A) vale
Aφ = −∆φ.
Il dominio dell’aggiunto A∗ è costituito da funzioni che sono la somma di una
parte φ ∈ H2

loc(R
3) ∩ L2(R3) con una parte che è la somma

∑
k qkG

λ
k(x − xk),

con qk ∈ C, delle funzioni di Green relative ai punti xk ∈ R3 (abbiamo indicato
con Gλk la funzione di Green relativa al kmo degli N punti considerati).
Notiamo che le funzioni ψ ∈ H2

loc(R
3) sono in particolare funzioni continue e

che quindi resta definita la loro valutazione ψ(xk), k = 1, . . . , N .
Un calcolo elementare dimostra che in questo caso i due sottospazi di difetto
hanno entrambi dimensione N e quindi le estensioni autoaggiunte sono para-
metrizzate da matrici N × N unitarie a valori complessi. Ciascuna di queste
matrici individua una relazione lineare tra i valori assunti nei punti x1, . . . , xN
dalle funzioni nel dominio della corrispondente estensione e i coefficienti delle
parti singolari delle stesse funzioni in questi punti.
Nello scegliere la relazione tra parte singolare e parte regolare che individua
una particolare estensione autoaggiunta (attraverso l’individuazione del suo do-
minio), bisogna prestare attenzione al fatto che la parte regolare nel punto xk
contiene non solo il termine ψ(xk), ma anche il termine∑

i 6=k

qiG
λ
i (xk − xi) , 9.62
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dove qh sono le cariche nei punti xh (coefficienti del termine singolare).
♣

Nota 9.11
L’esempio precedente può essere generalizzato al caso in cui lo spazio di

funzioni considerato sia L2(R3;X ) dove X è uno spazio di dimensione finita
(si può pensare al caso di una particella con gradi di libertà interni (spin) che
interagisce con N centri attraverso interazioni puntuali).
In questo caso si vuole estendere, anziché il Laplaciano, l’operatore

Aφ = ∆0 ⊗ I + I ⊗M 9.63

con M una matrice simmetrica, e l’estensione viene realizzata stabilendo, per
gli elementi del suo dominio, una relazione lineare tra la parte singolare della
funzione negli N centri di interazione e il valore in questi punti della parte
regolare (entrambe queste funzioni hanno valore in X ).

♣

Diamo infine una formulazione generale del metodo delle triple di bordo.

Definizione 9.2: Triple di Bordo (Boundary triples)
Sia A un operatore simmetrico chiuso su uno spazio di Hilbert H.

Una tripla {K, β1, β2} dove K è uno spazio di Hilbert con prodotto scalare < , >
e

β1 : D(A∗)→ K, β2 : D(A∗)→ K 9.64

sono due applicazioni lineare suriettive, è detta essere un tripla di bordo per A∗
se, per φ, ψ ∈ D(A∗), si ha

(ψ,A∗φ)− (A∗φ, ψ) =< β1ψ, β2φ > − < β2ψ, β1φ > 9.65

(cioè A∗ individua una forma simplettica su K).
♦

Nota 9.12
Questa terminologia è dovuta al fatto che nelle applicazioni al caso di opera-

tori differenziali definiti su un dominio aperto Ω con frontiera regolare, lo spazio
di Hilbert K è composto da funzioni definite sul bordo ∂Ω.

♣

Definizione 9.3
Un sottospazio chiuso Λ ∈ K ⊕ K è detto definire una relazione chiusa

simmetrica se

< ζ1, ξ2 >=< ζ2, ξ1 > , ∀{(ζ1, ζ2), (ξ1, ξ2)} ∈ Λ⊕ Λ . 9.66

Una relazione è detta essere autoaggiunta (massimale simmetrica) se non esiste
una relazione simmetrica chiusa che la contiene.
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♦
Il risultato principale nella teoria delle triple di bordo è il seguente teorema (vedi
ad esempio [GG91]).

Teorema 9.3
Le estensioni autoaggiunte dell’operatore A sono parametrizzate dalle rela-

zioni autoaggiunte in K ⊕ K. Ogni estensione autoaggiunta è ottenuta restrin-
gendo A∗ al sottospazio

{φ ∈ D(A∗) : (β1φ, β2φ) ∈ Λ} , 9.67

dove Λ è una relazione autoaggiunta e {K, β1, β2} è una tripla di bordo per A∗.
♦

Nota 9.13
Il grafico (inteso come sottoinsieme di un prodotto tensoriale) di un esten-

sione autoaggiunta dell’operatore A è un caso particolare di una relazione au-
toaggiunta. Ogni estensione autoaggiunta dell’operatore A definisce (in modo
non unico) una relazione autoaggiunta.
Si può dimostrare che ogni relazione autoaggiunta in K⊕K è del tipo G(Θ)⊕K⊥0 ,
dove K0 ⊆ K è un sottospazio chiuso, Θ è un operatore autoaggiunto in K0 e
G(Θ) è il suo grafico.
Nel caso K0 = K indicheremo con AΘ l’estensione autoaggiunta che corrisponde
alla relazione autoaggiunta data dal grafico di Θ.

La definizione di tripla di bordo è ben posta, ed ha una relazione precisa con in
sottospazi di difetto. Infatti, indicato con P± il proiettore sullo spazio di difetto
K±, con U un’arbitraria isometria di K+ in K−, e ponendo β1 ≡ iP+ − iUP−,
β2 ≡ P2 + UP1 e K = K+, risulta che {K, β1, β2} è una tripla di bordo.
Questo permette di trasporre nella teoria delle triple di bordo i risultati ot-
tenuti mediante la teoria di Krein sulle relazioni tra le risolventi di estensioni
autoaggiunte diverse.

♣

Non diamo qui la dimostrazione del Teorema 9.3.

Notiamo che nell’esempio del Laplaciano definito su un dominio Ω aperto a
frontiera regolare, K⊥0 può essere lo spazio delle funzioni nulle su un insieme
Σ ⊂ ∂Ω e Θ un operatore da H

3
2 a H

1
2 con nucleo integrale

Θ(x, y) , x, y ∈ ∂Ω\Σ .

La relazione tra la teoria delle triple di bordo e il metodo di Krein è chiarita
dall’introduzione in entrambi i casi della funzione di Weyl.
Indichiamo con A0 l’estensione di A caratterizzata dalla relazione autoaggiunta
G = {0} × K (nel caso del Laplaciano definito in un dominio regolare Ω questa
estensione corrisponde a condizioni al bordo di Dirichlet).
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Definizione 9.4
Data le tripla di bordo {K, β1, β2} per l’operatore A∗, la funzione di Weyl

di A è l’applicazione
Γ : ρ(A0)→ B(K) ,

definita univocamente da (per z ∈ ρ(A0))

Γ(z)β2φ = β1φ , ∀φ ∈ ker (A∗ − z) ≡ Kz . 9.68

♦
Per ogni z ∈ ρ(A0) le applicazioni β1 e β2 sono biiezioni di Kz su K, e quindi
resta definita l’applicazione Gz mediante

Γ(z) = β1Gz .

Dalle definizioni segue

Γ(z)− Γ(w̄) = (z − w̄)G∗wGz .

Il simbolo G è stato scelto perché spesso G è una funzione di Green. Nelle
notazioni di Krein, Γ è la funzione Q.
La funzione di Weyl nel metodo delle terne di bordo, come in quello di Krein,
può essere utilizzata per descrivere le proprietà spettrali delle varie estensioni
autoaggiunte. Vale infatti il seguente risultato.

Teorema 9.4 ([DM91])
Si ha

z ∈ ρ(AΘ) ∩ ρ(A0) ⇔ 0 ∈ ρ(Θ + Γ(z)) ,
λ ∈ σi(AΘ) ∩ ρ(A0) ⇔ 0 ∈ σi(Θ + Γ(z)),

dove i = p, c, in cui i simboli p e c corrispondono rispettivamente allo spettro
puntuale e continuo.
Vale inoltre la formula tipo Krein

(−AΘ + z)−1 − (−A0 + z)−1 = Gz(Θ + Γ(z))−1G∗z̄ , 9.69

che permette di dedurre la forma della risolvente di un’estensione autoaggiunta
dalla conoscenza della risolvente di A0.

♦
Il metodo delle triple di bordo è utile per costruire tutte le estensioni autoggiunte
della restrizione simmetrica S di un operatore autoaggiunto A ad un opportuno
sottoinsieme del suo dominio.
Definiamo un operatore limitato τ : HA → K dove A è l’operatore autoaggiunto
considerato, e HA è lo spazio di Hilbert D(A) con la topologia Hilbertiana data
dal grafico di A.
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Ad esempio A potrebbe essere l’operatore autoaggiunto che estende con condi-
zioni al bordo di Dirichlet un operatore simmetrico S definito su RN\Σ, dove Σ
è un sottoinsieme di misura zero di RN (tipicamente insieme di punti o superfici
di codimensione 1).
In questo caso K è uno spazio di Hilbert costruito sulle funzioni definite su Σ
ed è definito in modo naturale un operatore limitato τ che a una funzione nel
dominio di A associa il suo valore al bordo.
Poiché l’operatore risolvente Rz ≡ (−A + z)−1, per z nell’insieme risolvente
ρ(A), è limitato da H a HA, si può definire un operatore limitato

Gz ≡ Rzτ∗ : K → H . 9.70

Se τ è suriettivo, l’operatore Gz è iniettivo, e se la chiusura del nucleo di τ è
tutto H allora si ha

(Ran (Gz)) ∩D(A) = {0} . 9.71

Notare che, se τ agisce sulle funzioni continue in RN come restrizione su un
insieme Σ di codimensione uno, allora il nucleo di τ è costituito dalle funzioni che
sia annullano su Σ e quindi esso è denso in L2(RN ). In questo caso l’operatore τ
è una traccia al bordo Σ delle funzioni nel dominio di A. Non è difficile verificare
che

(z − w)RwGz = Gw −Gz , ∀z, w ∈ ρ(A) , 9.72

da cui segue Ran (Gw−Gz) ⊂ D(A). Sia Γz : K → K una famiglia di operatori
limitati tale che

Γz − Γw = (z − w)G∗w̄Gz, Γ∗z = Γz̄ . 9.73

Notiamo che per ogni z l’operatore Γz differisce per un operatore limitato da

τ

(
Gω −G∗ω

2
−Gz

)
, ω ∈ ρ(A) .

Sia Π una proiezione ortogonale in K e poniamo K0 ≡ Ran (Π). Sia

Θ : D(Θ) ⊆ K0 → K0 9.74

un operatore autoaggiunto in K0.
Definiamo, per z nell’insieme aperto

ZΠ,Θ ≡ {z ∈ ρ(A), 0 ∈ ρ(ΓΠ,Θ(z))} ,

l’operatore chiuso

ΓΠ,Θ
z ≡ Θ + Π ΓzΠ : D(Θ) ⊆ K0 → K0 . 9.75
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Allora si ha [Pos01, Pos08] che

RΠ,Θ
z ≡ Rz +GzΠ(ΓΠ,Θ

z )−1ΠG∗z̄ 9.76

è la risolvente dell’estensione autoaggiunta AΠ,Θ di A definita da

D(AΠ,Θ) ≡ {φ = φz +GzΠ(ΓΠ,Θ
z )−1Πτφz, φz ∈ D(A)} , 9.77

(−AΠ,Θ + z)φ ≡ (−A+ z)φz . 9.78

Inoltre tutte le estensioni autoaggiunte della restrizione simmetrica S di A al
nucleo di τ si ottengono in questo modo.

Esemplifichiamo il metodo delle terne di bordo nel caso di interazione puntuale
con N centri in R3 nell’ambito della teoria delle terne di bordo. Notiamo che
in questo caso lo spazio di Hilbert K di bordo è lo spazio Cn e l’operatore τ
(traccia al bordo ) è l’operatore

τ : H2(R3)→ CN , τψ ≡ {ψ(x1), . . . , ψ(xN )} . 9.79

La risolvente dell’operatore autoaggiunto ∆ è data da

(−∆ + z)−1(x, y) = e
−
√
z |x−y|

4π |x−y| , Re
√
z > 0 , 9.80

e quindi la funzione Gz è

Gz : CN → L2(R3), [Gzρ](x) =
N∑
k=1

e−
√
z |x−xk|

4π |x− xk|
ρk , ρ = {ρ1, . . . , ρN} .

9.81
Segue da 9.80 che la componente kma del vettore (z − w)G∗w̄Gzρ è

lim
x→xk

e−
√
w |x−xk| − e−

√
z |x−xk|

4π |x− xk|
ρk +

∑
j 6=k

(
e−
√
w |xj−xk|

4π |xj − xk|
− e−

√
z |xj−xk|

4π |xj − xk|

)
ρj .

Definiamo

(Γz)k,k(z) =
√
z

4π
, (Γz)k,j = −e

−
√
z |xj−xk|

4π |xj − xk|
, k 6= j , 9.82

(τ̂0φ)k = lim
x→xk

(
φ(x)− ρφ;k

4π |x− xk|

)
, k = 1, . . . , N 9.83

ed introduciamo una proiezione ortogonale Π nello spazio K ≡ CN e un operato-
re simmetrico Θ in K. Allora le estensioni autoaggiunte di S sono parametrizzate
da Π,Θ secondo

(−∆Π,Θ + z)−1 = (−∆ + z)−1 +GzΠ(Θ + ΠΓzΠ)−1ΠG∗z̄ 9.84
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e il loro dominio è caratterizzato dalle condizioni al bordo

Πτ̂0φ = Θρφ .

Nota 9.14
Con lo stesso formalismo si può trattare il caso in cui l’insieme dei punti

rimossi è una curva o un segmento di curva γ in R3.
Anche in questo caso lo spazio di difetto ha dimensione infinita (numerabile) e
le funzioni nel dominio di alcune estensioni autoaggiunte possono essere scritte
(almeno nel caso in cui γ sia una curva contenuta in una regione finita) come
somma di una funzione in H2(R3\γ) e di un integrale con peso (in generale
complesso) delle funzioni di Green dei punti di γ.
Anche in questo caso tali estensioni autoaggiunte sono classificate dalla relazione
tra il peso su γ e il valore che assume su γ la funzione.
La teoria generale delle estensioni autoaggiunte è più difficile in questo caso
perché le singolarità al bordo sono di tipo logaritmico.

♣

Abbiamo finora analizzato il caso di un operatore di Schrödinger che descrive
una particella in Rd, d = 1, 2, 3, con interazione localizzata su un insieme di
codimensione d− k , k < d.
Mediante l’uso di coordinate relative e baricentrali, lo stesso procedimento de-
scrive l’interazione tra due particelle quantistiche, con interazione invariante per
traslazione e localizzata corrispondentemente.
Il caso di N , con N ≥ 3, particelle interagenti mediante un’interazione pun-
tuale attrattiva è notevolmente più complesso; in quest’ambito presenta un no-
tevole interesse in Fisica un modello, che per N = 3 simula l’atomo di tritio
completamente ionizzato.
Questo modello descrive tre particelle quantistiche di coordinate xk ∈ R3, k =
1, 2, 3. Ciascuna particella interagisce con le altre mediante un’interazione pun-
tuale (modello di L.H.Thomas [Tho35]).
La Hamiltoniana deve essere un’estensione autoaggiunta dell’operatore−

∑
k ∆k

definito su funzioni due volte differenziabili nulle in un intorno dell’insieme di
punti in cui due delle coordinate coincidono.
Se l’estensione è cercata scegliendo per le funzioni nel dominio relazioni tra la
parte regolare e la parte singolare negli iperpiani xi = xj , i 6= j, che non dipen-
dono dalle coordinate della terza particella, si ottiene un operatore simmetrico
ma non autoaggiunto [MF62].
Aggiungendo, con un processo di limite, condizioni sulla funzione d’onda nel
punto di coincidenza tripla, si ottiene una famiglia di estensioni autoaggiunte
(dipendente dalla particolare condizione scelta), ma in tre dimensioni nessuna
di queste è limitata dal basso, almeno se le masse delle tre particelle differiscono
poco tra loro ([MM91]).
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La dimostrazione di questo risultato viene semplificata dall’utilizzo delle forma
quadratiche, che tratteremo brevemente nel cap. 19. Mediante la teoria della
forma quadratiche è anche possibile dimostrare che vi sono anche altre estensioni
autoaggiunte (che corrispondono a relazioni tra tutte le parti regolari e singolari)
che sono limitate dal basso, e addirittura che ce n’è una che è positiva e per la
quale è possibile costruire l’autofunzione che corrisponde all’estremo inferiore
dello spettro.

Questo risultato sorprendente persiste se si considerano N particelle.

Notiamo che se anche in questo caso si compie un’analisi perturbativa al secondo
ordine, l’operatore risulta limitato dal basso; sono i termini di ordine maggiore
di tre che rendono lo spettro illimitato dal basso. Questo rende particolarmente
interessante il fatto che per modelli di interazione puntuale siano disponibili
espressioni esatte (cioè non perturbative) della risolvente della Hamiltoniana.
Un’analisi più accurata del modello di Thomas non è stata fatta finora.

Nota 9.15

E’ interessante notare che se si impongono alla funzione d’onda opportu-
ne condizioni di simmetria, l’operatore risulta limitato dal basso anche per un
numero di particelle maggiore di due. Ad esempio se si considera l’interazione
puntuale di una particella di massa uno con N fermioni identici di massa µ si
può dimostrare [Min10] che la Hamiltoniana del sistema è limitata dal basso se
N ≤ N0(µ) con una stima esplicita di N0(µ). Anche questo risultato può essere
ottenuto [DFT94] più facilmente utilizzando le forma quadratiche. Il motivo
è che nel dominio dell’operatore vi sono adesso meno funzioni e quindi, per il
criterio di min-max l’estremo inferiore dello spettro diventa minore in valore
assoluto.

Analogo fenomeno si presenta nella trattazione di particelle fermioniche con
spin 1

2 . In questo caso la parte spaziale della funzione d’onda di due particelle è
simmetrica, e quindi può agire l’interazione puntuale solo quando la componente
di spin è antisimmetrica (spin totale zero). Questo favorisce dal punto di vista
energetico stati in cui i fermioni sono accoppiati due a due in stati di spin zero
e rende la stima dell’estremo inferiore dello spettro più difficile.

♣

Un’analoga conclusione si ottiene nello studio di un altro modello molto studiato
in Fisica, il gas di Rayleigh ([LL67]).

In questo modello, una particella quantistica non relativistica di massa m inte-
ragisce – con un’interazione puntuale – con ciascun elemento di un insieme di
oscillatori armonici quantistici centrati nei punti di un reticolo e con costante
di richiamo ω comune.

Formalmente la Hamitoniana del sistema (come descritta ad esempio in [LL67])
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è
Hα,ω = −1

2
∆x +

∑
j

(−∆yj + ω |yi − y0
i |2 + αδ(x− yj)) , 9.87

dove le y0
i , i = 1, . . . , N , sono le coordinate dei punti di un reticolo (finito se

N <∞).
In dimensione uno si può dare significato matematico alla (9.87) mediante la
teoria delle forme quadratiche ([CDF08]). In dimensione due e tre è necessario
utilizzare la teoria della estensioni autoaggiunte sviluppata in questo capitolo a
partire dall’operatore

H0 = −1
2

∆x +
∑
j

(−∆yj + ω |yj − y0
j |2) ,

definito su funzioni di classe C2 definite al di fuori di un intorno dell’insieme
{x = yj , j = 1, 2, . . .}. Anche in questo caso l’analisi risulta semplificata se si
utilizza la teoria della forma quadratiche.
Se si utilizza l’estensione data dal richiedere che le funzioni nel dominio dell’ope-
ratore esteso siano caratterizzate dal fatto che la parte singolare sulle superfici
x = yi sia proporzionale in ciascun punto alla parte regolare secondo il fattore
costante α, l’operatore risultante risulta illimitato dal basso per 2 < N <∞.
Notare che quando ω = ∞ il sistema rappresenta formalmente l’interazione di
una particella quantistica con N centri fissi, e tutte le estensioni autoaggiunte
sono limitate dal basso.
Anche per il gas di Rayleigh non è stata ancora fatta un’analisi più approfondita.

Appendice 9A: Il criterio di Weyl

Diamo in questa Appendice il criterio di Weyl per verificare se un operatore
di Schrödinger sulla semiretta reale R+ è essenziamente autoaggiunto su C∞0
o ammette estensioni autoaggiunte (l’operatore è reale e quindi i suoi indici di
difetto sono eguali). Per uno studio approfondito di questo problema rimandia-
mo a [23, vol 2, cap. X]. L’utilizzazione del criterio di Weyl è spesso legata allo
studio di operatori di Schrödinger in R3 con simmetria radiale.
Sia V (x) un funzione continua a valori reali su (0,∞). Dal criterio di Weyl
deduciamo che gli indici di difetto dell’operatore (simmetrico) − d2

dx2 − V (x)
sono le dimensioni dello spazio delle soluzioni in L2(0,∞) dell’equazione

−d
2φ

dx2
− V (x)φ = λφ, Imλ > 0. 9A.1

Nella teoria delle equazioni differenziali del secondo ordine a coefficienti regolari
si dimostra che per ogni λ, Imλ > 0, esiste sempre almeno una soluzione di
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9A.1 che è a quadrato integrabile in un intorno dell’origine e almeno una che è
a quadrato integrabile in un intorno di +∞.
Inoltre, se entrambe le soluzioni sono a quadrato integrabile in un intorno di
zero per λ = λ0, Imλ0 > 0, allora questo è vero per ogni valore di λ, Imλ > 0.
Questo vale anche in un intorno di +∞.
Definizione 9A.1

Si dice che il potenziale V (x) è di tipo cerchio limite all’infinito (rispettiva-
mente in zero) se tutte le soluzioni di (9A.1) sono a quadrato integrabile in un
intorno di +∞ (rispettivamente dell’origine). In caso contrario, il potenziale è
di tipo punto limite.

♦
Questa notazione ha la seguente origine. Si noti che due soluzioni esistono
sempre in un intorno di qualunque punto interno a in (0,∞) e in particolare
esistono due soluzioni φ e ψ che soddisfano

φ(a) = ψ′(a) = 0, −φ′(a) = ψ(a) = 1. 9A.2

Con b ∈ (0,∞), detto γα(b) il luogo dei punti z che soddisfano

cos α η(b) + sin α η′(b) = 0, η(b) = φ(b) + zψ(b)

si può verificare che se b = a questa curva è un cerchio per α = 0 e per ogni per
0 < b <∞ esiste α(b) tale che γα(b) é un cerchio di raggio r(b).
Il potenziale V (x) è detto essere di tipo cerchio limite all’origine (rispettivamente
all’infinito) se limb→0 6= 0 (rispettivamente limb→∞ 6= 0). Il potenziale è detto
essere di tipo punto limite se al limite considerato r(b) si annulla.
È facile vedere che questo corrisponde al fatto che tutte due le soluzioni dell’e-
quazione o una sola rimangono limitate. Con queste notazioni vale il seguente
criterio di Weyl

Teorema 9A.1 (criterio di Weyl)
Sia V (x) una funzione continua su (0,∞) a valori reali. L’operatore

H = − d2

dx2
+ V (x) 9A.3

è essenzialmente autoaggiunto su C∞0 (R+) se e solo se il potenziale V (x) è di
tipo punto limite sia all’origine che all’∞.

♦
Dimostrazione del Teorema 9A.1

Dimostriamo prima che la condizione è necessaria. Notiamo che H∗ è per
definizione l’operatore differenziale

H∗ = − d2

dx2
+ V (x) 9A.4
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su L2(R+) inteso in senso debole (nel senso delle distribuzioni su R+).
Dobbiamo dunque dimostrare che nell’ipotesi del criterio di Weyl, non ci sono
soluzioni in L2(R+) nel senso delle distribuzioni dell’equazione

(−d
2ψ

dx2
+ V (x))ψ(x) = iψ(x). 9A.5

La (9A.5) è un’equazione differenziale lineare ordinaria ellittica a coefficienti
regolari. Quindi ogni soluzione debole è anche una soluzione classica; dobbiamo
dimostrare che non vi sono funzioni di classe C2 su R+ e a quadrato integrabile
che soddisfino (9A.5).
Dalla teoria generale delle equazioni differenziali è noto che quando V (x) è una
funzione continua, esiste sempre una soluzione u0(x) di (9A.5) che è regolare al-
l’origine (e quindi a quadrato integrabile) e una soluzione v0(x) che è a quadrato
integrabile all’infinito.
Se il potenziale fosse di tipo cerchio limite all’origine (risp. all’infinito) esiste-
rebbe una seconda soluzione w0 diversa da u0 e a quadrato integrabile all’origine
(risp. all’infinito). Essendo l’equazione lineare e del secondo ordine, ne segue
che tutte le soluzioni sono a quadrato integrabile all’origine e quindi ne esiste
almeno una che è in L2(0,∞).
Dunque per il criterio di Weyl l’operatore non è essenzialmente autoaggiunto.

Per dimostrare che la condizione espressa nell’enunciato è anche sufficiente
con i metodi dell’equazioni differenziali dovremmo dimostrare che nel caso di
punto limite la soluzione che è a quadrato integrabile all’origine non è raccor-
dabile come funzione di classe C2 alla soluzione che è a quadrato integrabile
all’infinito.
Diamo una dimostrazione alternativa. Sia H∗ l’aggiunto di H, con f, g ∈
D(H∗). Notiamo che se f ∈ D(H∗), allora f ′ ∈ D((−∆)1/2), quindi f(x) e g(x)
sono funzioni continue e hanno derivata prima continua in (0,∞).
Definiamo

Wx(f, g) ≡ f ′(x)g(x)− f(x)g′(x) x ∈ (0,∞). 9A.6

La funzione Wx prende il nome di Wronskiano nel punto x della coppia f, g. Si
ha, per a, b ∈ (0,∞(

Wb(f, g)−Wa(f, g) =
∫ b

a

[(H∗f(x))g(x)− f(x)((Hg)(x))] dx. 9A.7

Prendendo il limite a → 0 e b → ∞ (tale limite esiste sotto le ipotesi che
abbiamo fatto) si ha

W∞(f, g)−W0(f, g) = (H∗f, g)− (f,H∗g). 9A.8

Dunque per terminare la dimostrazione del teorema (9A.1) dobbiamo dimostrare
che per ogni coppia di funzioni f, g ∈ D(H∗) si ha

W∞(f, g) = W0(f, g)
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(cioè che l’operatore H∗ è simmetrico). Sia γ un numero reale positivo, e
definiamo

A ≡ − d2

dx2
+ V (x), D(A) = {φ : φ ∈ C∞(0, γ), φ(0) = φ(γ) = 0}. 9A.9

L’operatore A è autoaggiunto in L2([0, γ]) essendo una perturbazione regolare
dell’operatore − d2

dx2 con condizioni di Dirichlet al bordo.
Per costruzione, H∗ estende A. D’altra parte A può essere esteso ad un ope-
ratore su tutto R+ definendolo uguale a zero sulle funzioni con supporto in
(γ,+∞). L’operatore così esteso (che denotiamo ancora con il simbolo A) è
una restrizione di H∗. Ne segue

H ⊂ A∗ = A ⊂ H∗

Siano f, g ∈ D(A). Scegliamo una funzione f1(γ) ∈ C∞0 (0,∞) con le proprietà

f1 ∈ D(H∗), f1(γ) = f(γ), f ′(0) = 0.

Poniamo inoltre f2(x) = f(x)− f1(x). Ne segue

f2(γ) = 0, f ′2(0) = f ′(0). 9A.10

Scegliamo analogamente

g1 ∈ D(H∗), g1(0) = g1(0), g′1(γ) = 0

e poniamo g2(x) = g(x)− g1(x). Ne segue

g2(0) = 0, g′2(γ) = g′(γ). 9A.11

Allora
W0(f2, g2) = W0(f, g), Wγ(f2, g2) = 0. 9A.12

Ma abbiamo visto che H ⊂ A; dunque f, g ∈ D(A).
Poiché A è autoaggiunto, si ha

0 = (Af2, g2)− (f2, Ag2) = Wγ(f2, g2)−W0(f2; g2), 9A.13

da cui, facendo uso di (9A.12)

W0(f, g) = W0(f2, g2) = 0.

Per dimostrare che W∞(f, g) = 0 si procede in modo analogo, considerando ora
l’estensione autoaggiunta di H|C∞0 (γ,∞) definita dalle condizioni di Dirichlet in
x = γ.
Questo conclude la dimostrazione del Teorema 9A.1.
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♥
Diamo due esempi di applicazione del criterio di Weyl.

Lemma 9A.2
Se V (x) ≥ 3

4
1
x2 in un intorno dell’origine allora

(−d
2u(x)
dx2

+ V (x))u(x) = iu(x) 9A.14

ha una sola soluzione a quadrato sommabile all’origine. Dunque se ha una
sola soluzione a quadrato sommabile all’infinito (come accade ad esempio se
V (x) = 0 per x > R), l’operatore considerato è autoaggiunto ed essenzialmente
autoaggiunto su C∞0 (R+).

♦
Nota 9A.2

Se
0 ≤ V (x) ≤ (

3
4
− ε) 1

x2
, ε > 0

allora vi sono due soluzioni a quadrato sommabile all’origine, e l’operatore non
è essenzialmente autoaggiunto su C∞0 (R+).

♣

Dimostrazione del Lemma 9A.2
Consideriamo innanzitutto il caso V = c

x2 , C > 0.
L’equazione

(− d2

dx2
+

c

x2
)u(x) = 0

ha soluzione

xα± , α± =
1±

√
1+4c

2

2
da cui segue subito l’asserto.
Si noti ora che, se V (x) > V1(x) per 0 < x < δ e se

(− d2

dx2
+ V1(x))u(x) = 0 9A.15

ha una sola soluzione a quadrato integrabile all’origine, anche

(− d2

dx2
+ V (x))u(x) 9A.16

ha questa proprietà. Infatti se u(x) risolve (9A.15) e v(x) risolve (9A.14), e se
v(δ) = u(δ), u′(δ) = v′(δ) allora u(x) ≥ v(x) , 0 < x < δ e dunque∫ δ

ε

|u(x)|2 dx→ 0 ⇒
∫ δ

ε

|v(x)|2 dx→ 0
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Questo termina la dimostrazione del Lemma 9A.2.
♥

Come esempio di applicazione del criterio di Weyl analizziamo l’operatore

H ≡ −∆ + V (|x|), x ∈ Rd 9A.17

con V (r) singolare all’origine e di classe C∞ altrove. Passando in coordinate
polari

L2(Rd, dx) ' L2(R+, rd−1 dr)⊗ L2(Sd, dΩ)

(dove Sd è la sfera di raggio unitario in Rd centrata all’origine) l’operatore da
studiare ha la forma

H = − d2

dr2
+
d− 1
r

d

dr
+
J2

r2
+ V (r) 9A.18

dove J è l’operatore di Laplace-Beltrami su Sd L’operatore J commuta con H.
Indichiamo con λl i suoi autovalori. I corrispondenti autospazi hanno dimensione
finita.
Definendo l’operatore isometrico invertibile

U : L2(R+, rd−1dr)→ L2(R+, dr); Uφ(r)→ r
d−1
2 φ(r)

si ha, sul sottospazio corrispondente all’autovalore λl di J ,

UHlU
−1 = − d2

dr2
+ V (r) + [

(d− 1)(d− 3)
4

+ λl]
1
r2

Dal Lemma precedente si deduce che Hk è essenzialmente autoaggiunto se

V (r) + (
(d− 1)(d− 3)

4
+ λl)

1
r2
≥ 3

4
1
r2

9A.19

mentre ha una famiglia ad un parametro di estensioni autoaggiunte se

V (r) + (
(d− 1)(d− 3)

4
+ λl)

1
r2
≤ C

r2
C < 3/4 9A.20

Notare che se d ≥ 4, si ha (d−1)(d−3)
4 ≥ 3/4, e poiché λl ≥ 0, si deduce che per

d ≥ 4 se V (r) è meno singolare di 1
r2 l’operatore −∆ + V (r) è essenzialmente

autoaggiunto su C∞0 (Rd).

Se d = 3 gli autovalori λl di J2 hanno la forma l(l + 1) con l = 0, 1, 2, . . .. In
questo caso (d−1)(d−3)

4 +λl = λl e la condizione di autoaggiuntezza è soddisfatta
per l ≥ 1 (se V (r) è meno singolare di 1

r2 ) mentre per l = 0 si deve richiedere
che il potenziale sia ≥ 3

4r2 all’origine.

Per d = 2 si ha λl = 0, 1, 2, . . . e (d−1)(d−3)
4 + λl = −1/4 + λl; anche qui la

condizione −1/4 + λl ≥ 3/4 non è soddisfatta solamente per λl = 0.
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Capitolo 10
Elementi di teoria degli operatori di Schrödinger

Iniziamo con alcuni risultati di natura generale che sono essenzialmente teoremi
di confronto; servono infatti a dedurre che un operatore è autoaggiunto dal fatto
che sia autoaggiunto un operatore di riferimento.

Sia A un operatore autoaggiunto sullo spazio di Hilbert H (che assumeremo
separabile). Utilizzeremo la notazione |φ| per indicare la norma di φ ∈ H. Con
φ ∈ H = Lp(Rd), indicheremo la sua norma con |φ|p. L’operatore B è detto
A-limitato se esistono costanti reali 0 ≤ a ≤ 1, b ∈ R+ tali che

|Bφ| ≤ a|Aφ|+ b|φ| ∀φ ∈ D(A). 10.1

Se B è chiuso, questo implica che D(A) ⊂ D(B).
Chiameremo limitazione (bound) di B rispetto ad A, e indicheremo con aA,B ,
l’estremo inferiore delle costanti a per le quali (10.1) vale per qualche b.

Definizione 10.1
Se 0 < aA,B < 1 diciamo che B è piccolo nel senso di Kato rispetto a A e

denotiamo questa relazione con il simbolo B ≺ A. Se aA,B = 0 diciamo che B
è infinitesimo rispetto ad A e indichiamo questo con il simbolo B ≺≺ A.

♦
Con queste notazioni vale il seguente importante teorema

Teorema 10.1 (Kato-Rellich)
Se A è autoaggiunto e B è simmetrico e piccolo rispetto ad A allora A+B

definito inizialmente su D(A) ∩ D(B) è autoaggiunto con dominio D(A), ed
essenzialmente autoaggiunto su ogni core (domino di essenziale autoaggiuntezza)
di A. Inoltre, se A ≥ mI si ha

A+B ≥ m−min
a,b

(
b

1− a
, a|m|+ b)

dove il minimo viene preso su tutte le coppie a , b che soddisfano (10.1).
♦

Dimostrazione
Basterà dimostrare che per µ sufficientemente grande si ha

Ran (A+B + iµ) ≡ H.
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Notiamo che in D(A) vale l’identità

(1 +B(A+ iµ)−1)(A+ iµ) = A+B + iµ; 10.2

essendo A autoaggiunto, A + iµ è invertibile. Dobbiamo dimostrare che an-
che (1 + B(A + iµ)−1) è invertibile e per questo è sufficiente dimostrare che
|B (A + iµ ) −1| < 1.
Si ha

|B(A+ iµ)−1φ| ≤ a|A(A+ iµ)−1φ|+ b|(A+ iµ)−1φ|

≤ a|A(A+ iµ)−1|+ b

µ
|φ|. 10.3

Pur di prendere µ sufficientemente grande, il termine a destra può essere reso
più piccolo di (1− δ)|φ| per ogni δ con 0 < |δ| < 1.
La stima dell’estremo inferiore dello spettro di A+B si ottiene ripetendo i calcoli
precedenti, considerando A + µI −MI e determinando il più piccolo valore di
µ per il quale l’operatore A+ b+ µ è invertibile.

♥
Come applicazione del teorema 10.1 al caso degli operatori di Schrödinger,
dimostriamo il seguente corollario

Corollario
Assumiamo che il potenziale V soddisfi

V ∈ L∞(R3) + L2(R3). 10.4

Intendiamo con questo che

V = V1 + V2, V1 ∈ L∞(R3), V2 ∈ L2(R3).

Allora l’operatore −∆ +V è autoaggiunto su D(∆) ed è essenzialmente autoag-
giunto su ogni core di ∆ (ad esempio su C∞0 (R3)).

♦
Dimostrazione

Verifichiamo che V è infinitesimo rispetto a −∆.
Dimostriamo innanzitutto che per ogni a > 0 esiste b > 0 tale che

|φ|∞ ≤ a|∆φ|2 + b|φ|2 10.5

Questa relazione (tecnicamente un’inclusione di Sobolev) si dimostra facilmente
considerandone la trasformata di Fourier. Si ha infatti

|φ|∞ ≤
∫
|φ̂(k)| d3k.
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Consideriamo separatamente il contributo della regione d’integrazione |k| ≥ δ,
e della regione complementare. Dalla disuguaglianza di Schwarz∫
|k|≥δ

|φ̂(k)| d3k ≤ [
∫
|k|≥δ

|k2φ̂(k)|2 d3k]1/2[
∫
|k|≥δ

|k|−4 d3k]1/2 ≤ C(δ)|∆φ|2

dove C(δ)→ 0 per δ → +∞. D’altra parte∫
|k|<δ

|φ̂(k)| d3k ≤ [
∫
|k|<δ

|φ̂(k)|2 d3k]1/2(
4π
3
δ3)1/2.

Scegliendo δ opportunamente questo dimostra (10.4). Sia ora φ ∈ L∞(R3) e

V = V1 + V2, V1 ∈ L2(R3), V2 ∈ L∞(R3)

e sia φ(x) tale che V φ ∈ L2(R3). Allora

|V φ|2 ≤ |V1φ2|∞ + |V2φ|2 ≤ |φ|∞|V1|2 + |φ|2|V2|∞
≤ a|∆φ|2 + [|V |2 + b+ |V |∞]|φ|2.

♥
Nota 10.1

Le condizioni poste su V sono soddisfatte, ad esempio, se V ∈ L2
loc(R

3) e
se esistono C e γ tali che |V (x)| ≤ C se |x| > γ. Questo accade ad esempio se
V (x) = c|x|−α, 0 < α < 3/2. Lo stesso vale se si considera l’operatore

−
∑
i

∆i +
∑
i 6=j

Vi,j(xi − xj)

con le stesse ipotesi su ciascun termine Vi,j .
♣

Il teorema di Kato-Rellich può essere generalizzato e applicato all’analisi di una
dinamica di N corpi, ad esempio al sistema rappresentato dalla hamiltoniana

H = −
N∑
j=1

∆xj +
N∑
j<k

|xj − xk|−1 −
N∑
j=1

Z|xj |−1, xI ∈ R3 10.6

Questo sistema viene utilizzato per descrivere l’interazione di N elettroni con
un atomo di carica Z fermo all’origine delle coordinate.
La hamiltoniana H non soddisfa le condizioni del teorema di Kato-Rellich, ma è
facile generalizzare il teorema stesso così da includere anche questo caso. Questo
è il contenuto del seguente teorema

Teorema 10.2 (Kato)
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Siano
Vj,k, Wj ∈ L2(R3) + L∞(R3), j, k = 1, . . . , N

e sia

H =
N∑
j=1

(−∆xj +W (xj)) +
∑
j<k

Vj,k(xj − xk) 10.7

su L2(R3N ).
Allora H è autoaggiunto e D(H) ≡ H2(R3N ).

♦
Dimostrazione

Abbiamo già visto che, sotto le ipotesi fatte sul potenziale, si ha che per ogni
ε > 0 e per ogni φ ∈ H2(R3N ) esiste bε > 0 tale che

|Wjφ|2 ≤ ε|∆xjφ|2 + bε|φ|2, |Vj,kφ|2 ≤ ε|∆xj−xkφ|2 + bε|φ|2.

D’altra parte si verifica facilmente (ad esempio utilizzando la trasformazione di
Fourier) che per ogni j, k

|∆xj−xkφ|2 ≤ 2(|∆xjφ|2 + |∆xkφ|2).

Quindi si ha

|(
∑
j

Wj +
∑
j<k

Vj,k)φ|2 ≤ (Nε+N(N − 1)ε)|
∑
j

∆xjφ|2 +
N(N − 1)

2
bε|φ|2

≤ N2ε|
∑

∆jφ|2 + C|φ|2.

Scegliendo ε in modo che sia N2ε < I, il risultato voluto segue dal teorema di
Kato-Rellich.

♥
Il teorema di Kato-Rellich ha una parziale generalizzazione al caso a = 1.

Teorema 10.3
Se A è autoaggiunto e B simmetrico con a = 1,

|Bφ| ≤ |Aφ|+ b|φ|, ∀φ ∈ D(A), b > 0 10.8

allora A + B (definito inizialmente su D(A) ∩D(B)) è essenzialmente autoag-
giunto sul dominio di A.

♦
Dimostrazione

Sia ξ ∈ H, (A+B + i)∗ξ = 0. Vogliamo dimostrare che ξ = 0.
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Per ogni t ∈ [0, 1) l’operatore tB è piccolo rispetto ad A. Dunque A + tB
è autoaggiunto con dominio D(A), e dato ξ ∈ H, esiste unico φt ∈ D(A),
|φt| ≤ |ξ| tale che

(A+ tB + i)φt = ξ.

Definiamo
ψt = ξ − (t− 1)Bφt. 10.9

Si ha
|Aφt| ≤ |(A+ tB)φt|+ t|Aφt|+ tb|φt|,

quindi

|Aφt| ≤
1

1− t
|(A+ tB)φt|+

tb

1− t
|φt|.

Dunque (1− t)|Aφt| resta limitato per t→ 1. Sia

η ∈ D(A), lim
t→1

(ψt − ξ, η) = lim
t→1

(1− t)(Bφt, η) = 0.

Essendo D(A) denso, si deduce

ξ = w − lim
t→1

ψt, (ξ, ξ) = lim
t→1

(ξ, ψt);

d’altra parte

(ξ, ξ) = ((A+ tB + i)φt, ξ) = (t− 1)(Bφt, ξ) = (ψt − ξ, ξ).

Il termine a sinistra è indipendente da t, quello a destra converge a zero in quel
limite. Quindi (ξ, ξ) = 0 e ξ = 0.

♥
Come applicazione del teorema di Wurst dimostriamo che la hamiltoniana del-
l’oscillatore anarmonico

H = − d2

dx2
+ x2 + ax4, a > 0 10.10

è un operatore essenzialmente autoaggiunto su C∞0 (R). La stessa dimostrazione
può essere ripetuta per il caso in cui il termine x4 venga sostituito con un
polinomio il cui termine di ordine più elevato è pari e ha coefficiente positivo.
Poniamo

N ≡ − d2

dx2
+ x2, Y = x4, Z = cN2 10.11

dove la costante c è scelta in seguito in modo opportuno (notiamo che N ha
autovalori i numeri interi). Vogliamo dimostrare che

1) N + Z è un operatore autoaggiunto
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2) Y è piccolo rispetto a N + Z pur di prendere c sufficientemente grande.

3) |Zφ| ≤ |(N + Y + Z)φ|+ b|φ| per un’ opportuna scelta di b.

Dai punti 1),2),3) segue allora dal teorema di Wurst cheX+Y ≡ (X+Y +Z)−Z
è essenzialmente autoaggiunto su D(N + Y + Z). Si noti che l’introduzione
dell’operatore Z serve a rendere Y piccolo rispetto a X + Z, un operatore del
quale conosciamo i vettori analitici (notare che Y non è piccolo rispetto a X).
Conviene utilizzare le notazioni

√
2 a = x+

d

dx
,
√

2 a∗ = x− d

dx
, − d2

dx2
= 2a∗a+ 1

Allora
Y ≡ 1

4
(a+ a∗)4 10.12

e si vede facilmente che, scegliendo sufficientemente grande la costante c nella
definizione di Z, valgono le seguenti relazioni

|aN−1/2| ≤ 1,

|Y φ| ≤ 4|(N + 1)2φ| ≤ 1
2
|(N + Z)φ|.

Questo dimostra il punto 2).
Il punto 1) si dimostra facilmente perché N + cN2 è una funzione continua
dell’operatore autoaggiunto N .
Per dimostrare il punto 3) notiamo che si ha, svolgendo i facili calcoli

(N + Y + Z)2 = (N + Y )2 + Z2 + 2cN3 + 2cNY Z + 2c[N, [N,Y ]]

≥ Z2 + 2cN3 + 2c[N, [N,Y ]];

d’altra parte
[N,Y ] = [N, (a+ a∗)4] = 4N(a− a∗)3

quindi
[N [N,Y ]] = 12(a+ a∗)2.

Dunque

(N + Y + Z)2 ≥ Z2 + 2cN3 − 3c(N + 1/2I)2 ≥ Z2 − pI 10.13

per p sufficientemente grande. Questo dimostra 3) e termina la dimostrazione
dell’essenzile autoaggiuntezza di − d2

dx2 + x2 + x4 su D(N) ∩D(N2).
♥

Il teorema di Kato-Rellich permette di verificare che alcuni operatori di Schrö-
dinger con un potenziale vettoriale sono essenzialmente autoaggiunti su C∞0 . Si
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ha ad esempio (utilizziamo la notazione f ∈ X + Y per indicare che la funzione
f può essere scritta come f = f1 + f2, f1 ∈ X, f2 ∈ Y ).

Teorema 10.4
Se per i, k = 1, 2, 3 si ha

Ai ∈ L4(R3) + L∞(R3), ∂iAk ∈ L4(R3) + L∞(R3), V ∈ L2(R3) + L∞(R3)
10.14

allora
H ≡ (∇+A)2 + V

è essenzialmente autoaggiunto su C∞0 (R3)⊗ C3.
♦

Dimostrazione
Dalle disuguaglianze dimostrate precedentemente segue che

V ≺≺ ∆, ∇ ·A ≺≺ ∆, A2 ≺≺ ∆.

Dobbiamo quindi dimostrare che

A · ∇ ≺≺ ∆. 10.15

Dalla disuguaglianza di Schwarz si ha

|Ak
∂

∂xk
φ|2 ≤ |Ak|4|

∂φ

∂xk
|4/3 ≤ |Ak|4|pkφ̂|4/3

≤ |Ak|4 |(1 + |p|)−α|4 |(1 + |p|)αpk φ̂|2

per ogni valore del parametro α. Il secondo fattore è finito se α ≥ 3/4. D’altra
parte si ha per ogni a > 0, se α < 1 mentre b è scelto sufficientemente grande

|(1 + |p|α)pi|2 ≤ a(|p|2 + b)2.

Dunque
|(I + |p|)αp φ̂(p)|2 ≤ |(−∆ + b)φ|2

dove a può essere reso arbitrariamente piccolo pur di scegliere b sufficientemente
grande.

♥
Una classe importante di potenziali che sono piccoli rispetto al laplaciano sono
i potenziali di classe Rollnik.

Definizione 10.2
Un funzione V (x), x ∈ R3, è detto potenziale di tipo Rollnik (V ∈ R) se

|V |2R ≡
∫
|V (x)||V (y)|
|x− y|2

d3x d3y <∞. (R)



330

♦
I potenziali di classe Rollnik formano uno spazio di Banach R (ma non uno
spazio di Hilbert). Infatti la condizione∫

|V (x) + aW (x)||V (y) + aW (y)|
|x− y|2

d3x d3y <∞

implica che ∫
V (x)W (y) + V (x)W (y)

|x− y|2
d3x d3y < |V |R|W |R,

e quindi
|V +W |2R ≤ (|V |R + |W |R)2.

Nota 10.2
Una norma hilbertiana sarebbe associata al prodotto scalare

< V,W >≡
∫
V (x)W (y)
|x− y|2

d3x d3y 10.16

e sarebbe quindi data da (per funzioni reali)

|V |20 =
∫
V (x)V (y)
|x− y|2

d3x d3y.

Si può notare che |V |0 ≤ |V |R, e le due espressioni coincidono solo se V (x) ha
segno costante.

♣

Vi sono delle inclusioni naturali che sono di uso frequente. Ad esempio, in R3

L2 ∩ L1 ⊆ R, |V |R ≤
√

3(2π)1/3|V |2/32 |V |
1/3
1 . 10.17

Per dimostrare (10.17) si può notare che∫
|x−y|>r

|V (x)||V (y)|
|x− y|2

d3x d3y ≤ 1
r2

(
∫
|x−y|>r

|V (x)| d3x)2 ≤ |V |
2
1

r2

∫
|x−y|≤r

|V (x)||V (y)|
|x− y|2

d3x d3y ≤
∫
|x−y|≤r

|V (x)|2

|x− y|2
d3x d3y = 4πr|V |22;

dunque per ogni r > 0 si ha

|V |R ≤
|V |21
r2

+ 4πr|V |22
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da cui, minimizzando rispetto ad r si ottiene (10.17).
In generale, se X è uno spazio di misura ed f ∈ Lp(X), poniamo

f>(x) = f(x)(1− ηf (x)), f<(x) = f(x)ηf (x)

dove ηf (x) è la funzione indicatrice dell’insieme {x : f(x) < 1}. È facile
verificare che (omettiamo di indicare lo spazio di misura X e la misura µ)

f ∈ Lp ⇒ f> ∈ Lq ∀q ≥ p, f ∈ Lp ⇒ f< ∈ Lq ∀q ≤ p. 10.18

Poiché la classe dei potenziali di tipo Rollnik gioca un ruolo importante nel-
l’analisi della regolarità delle soluzioni dell’equazione di Schrödinger ed anche,
come vedremo più avanti, nel loro comportamento asintotico per tempi grandi,
è utile avere dei criteri che garantiscono che un potenziale sia di tipo Rollnik.
Un tale criterio è dato ad esempio dalle stime

|V |R ≤ C1|V |3/2, |V |2R ≤ C2|V |p|V |q,
1
p

+
1
q

+
2
3

= 2

dove C1 e C2 sono opportune costanti. In generale vogliamo dimostrare che per
un’opportuna costante C (che dipende da p, q, n),∫

|f(x)||h(y)|
|x− y|λ

dnx dny ≤ C3|f |p|h|q,
1
p

+
1
q

+
λ

n
= 2, λ < n. 10.19

Per dimostrare (10.19) occorre utilizzare una disuguaglianza di Hölder genera-
lizzata. Per utilizzare la disuguaglianza di Hölder usuale sarebbe necessario che

1
|x|s ∈ L

1/s(R), ma questo non è vero.

Tuttavia è vero che 1
|x|s ∈ L

1/s
w (cioè L1/s debole) definito come segue

f ∈ Lpw ⇒ µ(|f(x)| ≥ s) < C

sp

dove µ è la misura di Lebesgue su R e C è un’opportuna costante. Le seguenti
disuguaglianze tipo Hölder si estendono al caso in cui uno dei due fattori è di
tipo debole.

f ∈ Lp, g ∈ Lq ⇒ f ∗ g ∈ L∞, |f ∗ g|∞ ≤ |f |p|g|q
1
p

+
1
q

= 1.

(abbiamo indicato con ∗ la convoluzione)

Lp ∗ Lq ⊂ Ls, |f ∗ g|s ≤ |f |p|g|q
1
p

+
1
q

= 1 +
1
s
. 10.20

Si noti ora che, se 1
p + 1

q + 1
r = 2, e se r > 1 si ha 1

p + 1
q > 1. Ne segue che

f ∗ g ∈ Lr∗ se 1 < q < q∗ <∞ (q∗ è definito da 1
q + 1

q∗ = 2).
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Utilizzando ora il fatto che |x−y|−λ ∈ L1/λ
w si ottiene la (10.9). Da (12.8) segue

allora
Lp ∩ Lq ⊂ R, p ≤ 3/2 ≤ q.

Notiamo ancora che, se V ∈ L1 ∩ L2 si ha

V̂ ∈ L∞, V (x)V (y) ∈ L2(R6)

e quindi si può utilizzare la trasformata di Fourier, ottenendo∫
V (x)V (y)
a2 + |x− y|2

d3x d3y =
1

4π

∫
|V̂ (p)|2e−ap

|p|
d3p 10.21

Dunque, se V ∈ L1 ∩ R la funzione V appartiene ad uno spazio di Hilbert K
con prodotto scalare

< V,W >≡ 1
4π

∫
(V̂ )∗(p)Ŵ (p)

|p|
d3p. 10.22

Notare che ‖V ‖ ≡< V, V >1/2 è una norma equivalente (ma non uguale) a |V |R
sugli insiemi limitati di K.
L’interesse dei potenziali di tipo Rollnik proviene tra l’altro dal fatto che, se
α < 2, si ha |x|−α ∈ R+ L∞.

Teorema 10.5
Se V ∈ R+ L∞(R3), allora V ≺≺ ∆. Inoltre l’operatore

(−∆ + V + E)−1 − (−∆ + E)−1

è compatto per E sufficientemente grande.
♦

Dimostrazione
Dimostriamo innanzitutto che

lim
E→∞

| |V |1/2(−∆ + E I)−1|V |1/2| = 0. 10.23

Infatti il nucleo di questo operatore è

|V (x)|1/2e−
√
E|x−y||V (y)|1/2

|x− y|
, 10.24

e dunque, se V ∈ R, l’operatore è di Hilbert-Schmidt. Il suo nucleo integrale
tende a zero puntualmente per x 6= y quando E →∞, e quindi tende a zero la
sua norma Hilbert-Schmidt.
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Utilizzando il teorema della convergenza dominata si ottiene (10.23). Da questo
si deduce poi

lim
E→∞

|V |1/2(−∆ + E I)−1/2| = 0

lim
E→∞

|(−∆ + E I)−1/2|V |(−∆ + E I)−1/2| = 0 10.25

e dunque, uniformemente in φ

(φ, |V |φ) ≤ a(E)(φ, (−∆ + E I)φ), lim
E→∞

a(E) = 0,

da cui l’asserto del primo punto del teorema. Si ha inoltre, almeno formalmente,

(H+E)−1 = (−∆+E)−1/2[1+(−∆+E)−1/2 V (−∆+E)−1/2]−1(−∆+E)−1/2

10.26
Se E è sufficientemente grande si ha

|(−∆ + E)−1/2 V (−∆ + E)−1/2| < 1

e quindi si può iterare in (10.26) ottenendo la serie di Born

(H + E)−1 = (−∆ + E)−1/2·

· {1 +
∑
n

(−1)n[(−∆ + E)−1/2 V (−∆ + E)−1/2]n}(−∆ + E)−1/2

che converge in norma per E sufficientemente grande. Inoltre da (10.24) si
deduce che l’operatore

(H + E)−1 − (−∆ + E)−1

è compatto per E sufficientemente grande (è limite in norma di operatori di
Hilbert-Schmidt). D’altra parte si vede che gli autovalori negativi En < 0 di H
coincidono con gli autovalori zero dell’operatore

I − (−∆ + En)−
1
2V (−∆ + En)−

1
2 ≡ I −KEN 10.27

dove KEN è un operatore compatto per ogni En e tende a zero per En →∞. Le
eventuali soluzioni del problema KE = 0 sono quindi ristrette ad un intervallo
finito (compatto) dell’asse reale e d’altra parte la funzione E → KE è differenzia-
bile con derivate non nulle. Quindi in un intervallo compatto esiste un numero
finito (eventualmente zero) di soluzioni. Questo termina la dimostrazione del
teorema 10.5.

♥
Seguendo la stessa traccia di dimostrazione, si dimostra
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Corollario
Se V ∈ R+ L∞ε , allora V ≺≺ ∆ e valgono le conclusioni del teorema 10.5.

♣
Nello stesso modo si dimostra

Teorema 10.6
Se V ∈ R, allora |V |1/2 ≺≺ (−∆ + 1)1/2.

♦
Sempre nell’ambito delle condizioni che garantiscono V ≺≺ −∆ conviene anche
ricordare la proposizione seguente

Proposizione 10.7
Se d ≥ 4, V ∈ Lp, p > d/2, allora V ≺≺ −∆.

♦
Dimostrazione

La funzione (1 + k2)−1 appartiene a Lp(Rd) se p > d/2; se u ∈ D(∆) ne
concludiamo

|û|q ≤ |(1 + k2)|û(k)| |2|(1 + k2)−1|p,
1
q

+
1
p

=
1
2
.

Ne segue che se V ∈ Lp e u ∈ D(∆) allora V u ∈ L2. Inoltre per ogni t > 0

|V u|2 ≤ |V |p|(1 + tk2)−1|p |(1 + tk2)û |2 10.28

Prendendo t sufficientemente grande si deduce

V ≺≺ −∆

e si può ottenere una stima esplicita della norma |V u|2 rispetto a |∆u|2.
♥

Il teorema di Kato-Rellich è sufficiente per molte applicazioni, ma non è ottimale
perché non sfrutta appieno le proprietà locali del potenziale. Per questo conviene
introdurre una classe di potenziali che tengono conto di queste proprietà: la
classe di Stummel.

Definizione 10.3
Una funzione V (x) su Rd misurabile secondo Lebesgue è detta essere della

classe di Stummel Sd se le seguenti condizioni locali sono soddisfatte

1) se d = 1, 2, 3

sup
x∈Rd

∫
|x−y|≤1

|V (y)|2 dy <∞ ∀x;

2) se d = 4

lim
α→0

sup
x∈R4

∫
|x−y|≤α

log(|x− y|)−1|V (y)|2 dy <∞;
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3) se d ≥ 5

lim
α→0

sup
x∈Rd

∫
|x−y|≤α

|V (y)|2

|x− y|d−4
dy <∞

♦
Nota 10.3

Condizioni sufficienti affinché il potenziale V appartenga a Sd sono:

• se d ≤ 3, V ∈ L2
unif

• se d ≥ 4, V ∈ Lpunif , p > d/2.

(qui V ∈ Lpunif indica che V ∈ Lploc e inoltre sup
∫
|x−y|≤1

|V (x)|pdy <∞).
♣

Per analizzare i potenziali di tipo Rollnik utilizzeremo il seguente risultato che
ha un interesse indipendente

Lemma 10.8
Sia Ω uno spazio di misura e sia K una funzione su Ω×Ω tale che K(x, y) =

K1(x, y) K2(x, y), con x, y ∈ Ω e sia

sup
x∈Ω

∫
Ω

|K1(x, y)|2 dy ≡ C2
1 <∞; sup

y∈Ω

∫
Ω

|K2(x, y)|2 dx ≡ C2
2 <∞. 10.29

Allora l’operatore Kop il cui nucleo è K(x, y) è limitato in L2(Ω) e la sua norma
soddisfa ‖Kop‖ ≤ C1 C2.

♦
Dimostrazione

Per ogni φ, ψ ∈ L2(Ω) utilizzando ripetutamente la disuguaglianza di Sch-
wartz si ha

|(φ,Kψ)| ≤
∫
|K((x, y)||φ(x)||ψ(y)| dx dy

≤ (
∫
|K1(x, y)|2|φ(x)|2 dx dy)1/2(

∫
|K2(x, y)|2|ψ(y)|2 dx dy)1/2

≤ [(
∫
|φ(x)|2dx) sup

x

∫
|K1(x, y)|2 dy)]1/2·

· [(
∫
|ψ(y)|2 dy) sup

y

∫
|K2(x, y)|2 dx]1/2

= C1 C2 |φ|2|ψ|2.

♥
Con queste notazioni si ha il teorema
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Teorema 10.9
Se V ∈ Sd allora V ≺≺ ∆ e quindi H ≡ −∆ + V è essenzialmente autoag-

giunto su C∞0 . Inoltre D(H) = D(−∆ + V ) = H2(Rd).
♦

Dimostrazione
Per dimostrare il teorema 10.9 utilizzeremo la rappresentazione

(et∆φ)(x) = (4πt)−d/2
∫
Rd
e−
|x−y|2

4t φ(y) dy, t > 0. 10.30

Indichiamo con R0(z, x) il nucleo integrale della risolvente

(H0 − z)−1 =
∫ ∞

0

e−(H0−z)t dt, Re z < 0

Per d = 1, 2, 3 si deducono da (10.30) le formule esplicite, se z ∈ C+

• d = 1 R0(z, x) = i e
i|x|z

2
√
z
, x ∈ R

• d = 2 R0(z, x) = ei|x|
√
z

2π|x| log |x| x ∈ R2

• d = 3 R0(z, x) = ei|x|
√
z

4π|x| , x ∈ R3

Se d ≥ 3 si ha |R0(z, x)| < C|x|−d−2. Inoltre per ogni d

|x| ≥ δ, Re z < −δ ⇒ |R0(z, x)| < Ce(−1+ε)
√
|Re z||x|. 10.31

Queste stime seguono da calcoli espliciti e dalla disuguaglianza quadratica

|x|2

4t
+ Et ≥ |x|

√
E,

che implica, per ogni ε > 0

|R0(z, x)| ≤ e−(1−ε)|x|
√
E

∫ ∞
0

(4πt)−
d
2 e−ε(

|x|2
4t +Et) dt = Ce−(1−ε)E|x|. 10.32

Si noti che R0(z, .) definisce per convoluzione un operatore limitato e quindi è
sufficiente dimostrare le identità per l’insieme denso C∞0 (Rd).
Per quanto riguarda l’operatore (−∆− z)2, Re z < 0, il suo nucleo integrale è
dato da

Q0(z, x) ≡ (2π)−
d
2

∫ ∞
0

t−
d−2
2 e−

|x|2
4t ezt dt

e si ha
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• d ≤ 3 |Q0(z, x)| < C

• d = 4 |Q0(z, x)| < C log (|x|−1 + 1)

• d ≥ 5 |Q0(z, x)| ≤ C |x|−d+4

e inoltre, per ogni valore di d

|x| ≥ δ, Re z < −δ ⇒ |Q0(z, x)| ≤ C e−(1−ε)|x|
√

Re z. 10.33

Notiamo che

V (−∆ + E)−2V = [V (−∆ + E)]−1[(−∆ + E)V ]−1

ha nucleo integrale

V (x)Q0(−E, x− y)V (y) ≡ KE
1 (x, y)KE

2 (x, y)

dove KE
1 e KE

2 sono rispettivamente i nuclei integrali di V (−∆ + E)−1 e di
(−∆ + E)−1 V .
Per stimare la quantità supx∈R3

∫
R3 |K1(x, y)|2 dy dividiamo il dominio di inte-

grazione in due parti: |x−y| > α e |x−y| ≤ α . Poiché V ∈ Sd, quindi V ∈ L2
loc

il contributo della prima regione d’integrazione è limitato da

C ′

α

∫
|x−y|>α

e−2
√
E |x−y| dy ≤ C ′

α
√
E
.

Per stimare il contributo della seconda regione d’integrazione è possibile utiliz-
zare le stime che abbiamo descritto per le risolventi; nel caso di potenziali di
classe Rollnik, in particolare, da (10.33), se α è sufficientemente piccolo, questo
contributo è limitato da un termine ε(α) uniformemente in x ed E > δ con
limα→0 ε(α) = 0. Pertanto, prendendo α(E) tale che limE→∞ α(E) = 0 e pure
limE→0 α(E)

√
E =∞,

lim
E→∞

sup
x

∫
|KE

1 (x, y)|2 dy = 0.

Con ragionamento analogo si ottiene

lim
E→∞

sup
y

∫
|KE

2 (x, y)|2 dx = 0. 10.34

D’altra parte per tutti i vettori φ ∈ L2 si ha

|V φ|2 ≤ |V (−∆ + E)−1||∆φ|2 + E|V (−∆ + E)−1||φ|2. 10.35

e questo conclude la dimostrazione del teorema 10.9.
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♥
In tutti gli esempi visti finora risultaD(H) = D(∆). Vi sono casi interessanti nei
quali D(H) 6= D(∆) ma tuttavia H è essenzialmente autoaggiunto su C∞0 (Rd).
Nella maggior parte di questi casi si sfruttano altre proprietà dei nuclei integrali,
come ad esempio il preservare la positività.
Faremo uso nel seguito della disuguaglianza seguente dovuta ancora a Kato.

Lemma 10.10 (Kato)
Sia u ∈ L1

loc(R
d), ∆u ∈ L1

loc. Definiamo come d’abitudine la funzione signu
nel modo seguente: se u(x0) 6= 0 allora (signu)(x0) = u(x0)

|u(x0)| . Se u(x0) = 0 allora
(signu)(x0) = 0. Definiamo anche ε(u) ≡ u signu nel senso delle distribuzioni.
Allora

∆|u| ≥ [(signu) ∆u] 10.36

nel senso delle distribuzioni.
♦

Dimostrazione
Supponiamo u ∈ C∞ e definiamo

uε(x) ≡
√
|u(x)|+ ε2. 10.37

Allora uε ∈ C∞ e si ha

2ūε · ∇uε = ∇|uε|2 = ∇|u|2 = 2Re (ū∇u)

e quindi
|∇uε| ≤ |∇u|. 10.38

Differenziando rispetto ad x l’identità (10.37) ed utilizzando la (10.38) si ottiene

∆uε ≥ Re (
ū

uε
∆u).

Poiché uε converge ad |u| in L1
loc quando ε → 0, si ha che ∆uε → ∆|u| nel

senso delle distribuzioni. Inoltre ū
uε

∆u→ (signu) ∆u in L1
loc. Quando ε→ 0 si

ottiene (10.36).
Nel caso generale, consideriamo una regolarizzata di u definita da

U δ = (u ∗ jδ)(x), jδ(x) = δ−dj(
x

δ
), δ > 0, jδ ∈ C∞0 ,

∫
jδ(x) dx = 1.

Poiché u ∗ jδ e regolare, per questa funzione vale (10.36).
Passando al limite ε → 0 e poi δ → 0 si ottiene (10.36) per ogni u ∈ L1

loc tale
che ∆u ∈ L1

loc.
♥
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Con questa preparazione possiamo ora dimostrare

Teorema 10.11
Sia

V (x) = V+(x)− V−(x), con V± > 0, V+ ∈ L2
loc(R

d), V− ≺ −∆.

Allora −∆ + V è essenzialmente autoaggiunto su C∞0 .
♦

Dimostrazione
Dobbiamo dimostrare che, per almeno un valore del parametro positivo µ,

si ha
u ∈ L2, (−∆ + V + µ)u = 0 ⇒ u = 0. 10.39

Se vale (10.39) nelle ipotesi del teorema si ha

∆u = (V + µ)u ∈ L1
loc.

Dal Lemma 10.10 sappiamo che

∆|u| ≥ Re sign(ū)(V + µ)u = (V + µ)|u|∞ ≥ (−V− + µ)|u|∞ ≥ 0

Ne segue
(−∆− V− + µ)|u| ≤ 0

e quindi anche, tenendo presente che il nucleo di (−∆+µ) preserva la positività,

(−∆ + µ)−1(−∆− V− + µ)|u| ≤ 0.

Da questo si deduce |u| ≤ (−∆ + µ)−1V−|u|. D’altra parte, scegliendo µ
sufficientemente grande

|(−∆ + µ)−1V−u|2 ≤ (a+
b

µ
)|u|2 < |u|2

e pertanto

|u|2 ≤ |(−∆ + µ)−1V−u||2 ≤ (a+
b

µ
)|u|2 < |u|2

e quindi |u|2 = 0, u = 0. In queste ultime formule abbiamo distinto la norma in
L2di u, indicata con |u|2 dall’estremo superiore del valore assoluto della funzione
u(x) indicato con |u|.

♥
Nota 10.4

Data la condizione di positività di V1, la condizione su V2 segue anche dalla
seguente considerazione. Se V è positivo, dal teorema segue che −∆V è au-
toaggiunto su C∞0 . D’altra parte, essendo V positivo, da W ≺≺ −∆ segue
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W ≺≺ −∆ + V e quindi si può concludere dal teorema di Kato-Rellich che
−∆ + V +W è essenzialmente autoaggiunto su C∞0 .

♣

Nota 10.5
Notiamo esplicitamente che nel teorema 10.11 ha giocato un ruolo essenziale

il fatto che la parte del potenziale che non è piccola nel senso di Kato rispetto al
laplaciano sia una funzione positiva, insieme al fatto che l’operatore (−∆+µ)−1

lascia invariante il cono delle funzioni positive.
Dal punto di vista astratto, per la validità del teorema 10.11 è sufficiente che
esista in H un cono convesso (nel caso particolare che abbiamo trattato, il
cono delle funzioni positive) che è lasciato invariante da e−tH0 e da V1 con
V − V1 ≺ H0.
I criteri di positività che discuteremo nel seguito (cap. 19) possono essere messi
in questa forma astratta. Noi non lo faremo qui perché vogliamo utilizzare anche
altre proprietà della struttura concreta del cono delle funzioni positive.
È tuttavia importante tenere presente questo ruolo centrale dei coni convessi
invarianti per l’azione di H0 e V1; estensioni al caso non commutativo (algebre
C∗) di operatori ellittici in particolare delle forme di Dirichlet potranno essere
fatte tenendo presente che anche in un’algebra C∗ esiste sempre un cono positivo
convesso, quello degli elementi positivi.
Anche in quel contesto più generale sarà quindi rilevante lo studio di quelle
applicazioni che lasciano invariante il cono degli elementi positivi.
Nel capitolo dedicato ai semigruppi abbiamo già visto proprietà dei semigruppi
positivi o completamente positivi. Ma in quel contesto non ci siamo posti il pro-
blema di un’applicazione alla teoria dell’operatore di Schrödinger che vedremo
invece nel cap. 19.

♣

Esempi

Esempi di potenziali che sodddisfano le ipotesi del Teorema 10.11 sono dati
da V = P (x), dove P (x) è un polinomio limitato dal basso, ed ancora V (x) =
C
|x|2 x ∈ R5, C > 0.
Notiamo esplicitamente che nel teorema si può sostituire la decomposizione in
parte positiva e parte negativa del potenziale con una decomposizione V =
V>+V< dove V> è limitato dal basso e soddisfa le ipotesi precedentemente fatte
su V+ mentre V− è limitato dall’alto e soddisfa le ipotesi precedentemente fatte
su V−.
In effetti si può sostituire nel teorema al posto di ∆+V l’operatore −∆+V −M
con M un numero reale arbitrario; questo si vede facilmente se si considera
che tutte le stime vengono fatte su (−∆ + V + λ)−1 con λ reale positivo e
arbitrariamente grande.
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Come abbiamo notato la positività di V viene utilizzata unitamente al fatto che
et∆ ha un nucleo che preserva la positività. Per questo è interessante notare il
seguente teorema, che si riferisce ad un generico operatore H0.

Teorema 10.12 (Davies, Faris)
Sia H0 un operatore positivo su L2(X, dµ) e tale che e−tH0 preservi la posi-

tività per ogni t ≥ 0. Sia V ≥ 0, e supponiamo che H = H0 + V sia essenzial-
mente autoaggiunto su D(H0) ∩D(V ). Sia W un operatore piccolo rispetto a
H0. Allora W è piccolo anche rispetto a H.

♦
Dimostrazione

Sia ‖W (H0 + b)−1‖ ≤ a. Dobbiamo dimostrare che ‖W (H + b)−1‖ ≤ a.
Notiamo innanzitutto che seA è limitato e preserva la positività, allora |Aφ|(x) ≤
A|φ(x)|. Infatti

A|φ| = Aφ+ +Aφ−, Aφ = Aφ+ −Aφ−
da cui localmente

|Aφ| = sup{Aφ+, Aφ−} ≤ A|φ|.
Poiché per t ≥ 0 l’operatore e−tH0 preserva per ipotesi la positività, anche
(H0 + b)−1 la preserva (poiché (H0 + b)−1 =

∫
e−tH0−tb dt). Dunque basta

dimostrare
|W (H0 + b)−1φ|2 ≤ a|φ|2 :

e questo segue se dimostriamo che localmente, per φ(x) ≥ 0,

0 ≤ ((H + b)−1φ)(x) ≤ ((H0 + b)−1φ)(x). 10.40

Per dimostrare (10.40) notiamo che

φ(x) ≥ 0 ⇒ (e−sH0(1− e−sV )φ)(x) ≥ 0. 10.41

Dunque
0 ≤ (e−sH0e−sV φ)(x) ≤ (esH0φ)(x),

e quindi
0 ≤ ((e−tH0/ne−s V/n)nφ)(x) ≤ (e−tH0φ)(x),

da cui passando al limite per n→∞

0 ≤ (e−tHφ)(x) ≤ (e−tH0φ)(x). 10.42

La (10.40) si ottiene ora dalla (10.42) mediante la trasformata di Laplace.
♥

Corollario (Davies, Faris, Kato-Rellich)
Sia V+ ∈ L2

loc e V− ∈ Lp +L∞, con rispettivamente p = 2 se d ≤ 3, p > 2 se
d = 4 , p = d/2 se d ≥ 5.
Allora −∆ + V è essenzialmente autoaggiunto su C∞0 .

♦



342 Spettro essenziale

10.1 Spettro essenziale

Definizione 10.4
Lo spettro essenziale di un operatore autoaggiunto A, indicato con σess(A),

è la chiusura dell’insieme σ(A)− I(A) dove I(A) è la collezione degli autovalori
di A che hanno molteplicità finita.

♦
Il ruolo dello spetto essenziale è particolarmente importante nella teoria dello
scattering: come vedremo nel cap. 17 si ha completezza asintotica se e solo se
lo spettro essenziale è assolutamente continuo.
Nel seguito indicheremo con H0 un operatore di riferimento (nella maggior parte
delle applicazioni sarà l’operatore −∆) e con V un operatore di perturbazione
(ad esempio l’operatore di moltiplicazione per una funzione misurabile).
Abbiamo visto che se V è piccolo nel senso di Kato rispetto a H0, allora H ≡
H0 + V è essenzialmente autoaggiunto su D(H0). Vogliamo ora dimostrare
un importante teorema di confronto dello spettro di H con quello di H0: esso
risulterà utile nel caso in cui si confronti lo spettro dell’operatore di Schrödinger
−∆ + V con quello di ∆. Noi siamo interessati in particolare a criteri che ci
assicurino che gli spettri essenziali coincidano.
Iniziamo il confronto tra gli spettri di due operatori A e B dimostrando

Proposizione 10.13
Se due operatori limitati A e B non hanno spettro puntuale, e A − B è un

operatore compatto, allora σess(A) = σess(B).
♦

Dimostrazione
Sia K ≡ A−B un operatore compatto. Definiamo

F (z) ≡ K(A− z)−1, z ∈ C\σ(A). 10.43

La funzione F (z) è analitica a valori operatori compatti e lim|z|→∞ |F (z)| = 0.
In particolare (I−F (z))−1 esiste per |z| sufficientemente grande. Per il teorema
analitico di Fredholm, (I − F (z))−1 esiste per z ∈ C\(σ(A) ∪D) dove D è un
insieme discreto. Inoltre (1 − F (z))−1 è meromorfa in C\σ(A) con residui di
rango finito in D. Se 1− F (z) è invertibile, si ha

(B − z)−1 = (A− z)−1(1− F (z))−1.

Ne segue
σ(B) ⊂ σ(A) ∪D. 10.44

Osserviamo ora che (B − z)−1 ha residui di rango finito nei punti di D: perciò
D ∈ σdisc. Per l’ipotesi fatta, D = ∅ e quindi σess(A) ⊂ σess(B). Scambiando i
ruoli di A e di B, la proposizione è dimostrata.
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♥
Nota 10.6

Nello studio dell’equazione di Schrödinger si vorrebbe utilizzare questa Pro-
posizione ponendo A = (H−z)−1, B = (H0−z)−1; nel caso di operatori limitati
dal basso, si può scegliere z in un intervallo dell’asse reale. È quindi necessario
estendere la Proposizione al caso in cui lo spettro discreto di A e B sia non
vuoto.

♣

Teorema 10.14 (prima forma del teorema di confronto di Weyl)
Siano A, B due operatori autoaggiunti e limitati dal basso.

Se esiste un z ∈ ρ(A)∩ρ(B) tale che l’operatore 1
A−z −

1
B−z sia compatto, allora

σess(A) = σess(B).
♦

Dimostrazione
Notiamo che dall’identità di risolvente segue che, se l’ipotesi è verificata per

un valore di z ∈ ρ(A) ∩ ρ(B), allora essa è verificata per ogni z ∈ ρ(A) ∩ ρ(B).
Sia z0 reale, z0 ∈ ρ(A)∩ ρ(B). Tale z0 esiste per l’ipotesi di semilimitatezza dal
basso fatta su A e B. Inoltre, dalla rappresentazione spettrale, risulta che

σess(A) = σess(B) ⇔ σess((A− z0)−1) = σess((B − z0)−1). 10.45

Poniamo
E ≡ (A− z0)−1, F ≡ (B − z0)−1. 10.46

Per ipotesi E = F + K con K compatto. Quindi la funzione K(E − z)−1 è
analitica e a valori operatori compatti e meromorfa in C\σess(A) con residui
che sono operatori di rango finito.
Per z /∈ σ(E) la funzione (F − z)−1 è definita se e solo se [1 −K(E − z)−1]−1

esiste. D’altra parte (F−z)−1 è analitica per Imz 6= 0 e anche per z = z0. Dalla
teoria di Fredholm meromorfa segue allora che [1 − K(E − z)−1]−1 è definito
su C\σess(E) ad eccezione al più di per un insieme finito di punti, nei quali ha
come residuo operatori di rango finito. Dunque (F − z)−1 esiste su C\σess(E)
ad eccezione al più di un numero finito di punti, nei quali ha residuo operatori
di rango finito. Ne segue che σess(F ) ⊂ σess(E).
Scambiando il ruolo di E ed F si conclude la dimostrazione del teorema.

♥
Seguendo la traccia della dimostrazione del Teorema 10.14 si può dimostrare il
seguente Teorema

Teorema 10.15 (seconda forma del teorema di confronto di Weyl )
Sia A autoaggiunto e B chiuso e simmetrico, e supponiamo che per un valore

z0 ∈ ρ(B) ∩ ρ(A) (e quindi per ogni z ∈ ρ(B) ∩ ρ(A)) l’operatore (A− z0)−1 −
(B − z0)−1 sia compatto. Assumiamo inoltre
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a) σ(A) 6= R, ρ(B) 6= ∅

b) ρ(B) interseca sia il semipiano Im z < 0 che il semipiano Im z > 0.

Allora σess(B) = σess(A).
♦

Non daremo la dimostrazione di questo teorema (vedere ad esempio il volume
IV di [23]). Notiamo che nei Teoremi 10.14 e 10.15 la condizione che A sia
autoaggiunto è necessaria, come si vede dall’esempio seguente.

Esempio
SiaH ≡ l2(−∞, ∞), con φn una base ortonormale, e definiamo Aφn = φn+1.

Sia C definito da
Cφn = δn,0φ1.

Dunque C è una perturbazione di rango uno. Poniamo B ≡ A−C. Dimostriamo
che

i) σ(A) = σess = {z | |z| = 1}

ii) σ(B) = σess(B) = {z | |z| ≤ 1}

Per dimostrare i) consideriamo l’applicazione U (inversa della trasformazione di
Fourier discreta) definita da

{φn} → (
√

2π)−1
∑
n

φne
inx, l2(−∞, ∞)→ L2(0, 2π). 10.47

Allora UAU∗ = e−ix, e dunque

σ(A) = {e−ix | x ∈ R} = {z, |z| = 1}; 10.48

inoltre σ(A) è assolutamente continuo.
Per determinare σ(B) (cioè provare ii)) notiamo che (B−z)−1 esiste se e solo se
(1−C(A−z)−1)−1 esiste. Questo richiede che C(A−z)−1 non abbia l’autovalore
1. Dunque z non deve essere autovalore di B.
Sia (B − z)φ = 0, o equivalentemente

φn+1 − δn,0φ− zφn = 0. 10.49

Sia z 6= 0. Per n = 0 si ha φ0 = 0, e da (10.30) segue che φn = 0, n < 0.
Inoltre φn = zn−1,per n ≥ 1. Dunque, se |z| > 1 l’equazione (B − z)φ = 0 non
ha soluzione in l2 mentre ha soluzione se |z| < 1. Ne segue che

ρ(B) ≡ {z, | |z| ≥ 1}, σ(B) = σess(B) = {z , |z| < 1}. 10.50

♥
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Dalla prima forma del teorema di confronto di Weyl si deduce infine il seguente
importante risultato.

Corollario al Teorema 10.14
Sia A un operatore simmetrico con indici di difetto (m, m) con m < ∞.

Siano A1 e A2 estensioni autoaggiunte di A. Allora σess(A1) = σess(A2).
♦

Dimostrazione
Se ψ ∈ Ran (A∗ − i) si ha ψ = (A∗ + i)φ, φ ∈ D(A) e quindi

((A1 + i)−1 − (A2 + i)−1)φ = 0.

Dunque (A1 + i)−1 − (A+ i)−1 ha rango finito.
♥

Definizione 10.5
Diciamo che l’operatore K è relativamente compatto rispetto all’operatore

A se (A − z0)−1K è compatto per un valore di z0 ∈ ρ(A) (e quindi per ogni
z ∈ ρ(A)).

♦
Nota 10.7

Sia K relativamente compatto rispetto ad A, e poniamo B ≡ A + K. Non
è difficile dimostrare che B è chiuso su D(A) e, se K è simmetrico, che B è
autoaggiunto su D(A). Dal teorema 10.15 segue allora che σess(B) = σess(A).

♣

Nota 10.8
Il teorema non afferma che lo spettro puntuale di A coincida con lo spet-

tro puntuale di B. È possibile dimostrare che, per ogni scelta della costante
ε, è possibile trovare operatori A, B con ‖A‖ = ‖B‖ = 1 tali che A abbia
spettro continuo (e anche assolutamente continuo), B abbia spettro puramente
puntuale, C ≡ A−B sia di classe traccia, con traccia minore di ε.
Conviene anche notare che in dimensioni 1 e 2 l’operatore −∆ + εVω(x) ha
spettro totalmente discreto per qualunque valore diverso da zero del parametro
ε, e per quasi tutte le realizzazioni ω di un campo gaussiano casuale (ad esempio∑
i ξiV (x − xi), dove xi sono i punti di un reticolo regolare e ξi sono variabili

gaussiane indipendenti ed egualmente distribuite).
♣

Teorema 10.16
Sia H0 autoaggiunto, V simmetrico, V ≺ H0. Supponiamo che V (H0− z)−1

sia compatto per almeno un valore di z ∈ ρ(H0). Allora lo spettro essenziale di
H = H0 + V coincide con lo spettro essenziale di H0.

♦
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Dimostrazione
Per la dimostrazione faremo uso del seguente Lemma di Weierstrass (si veda

ad esempio in [34]); la sua dimostrazione utilizza sia il fatto che un operatore
compatto è limite in norma di una successione di operatori di rango finito,
quanto la versione per matrici finite del lemma stesso.
A sua volta il lemma di Weierstrass per le matrici si dimostra notando che
la funzione a valori matrici (I − F (z)) è invertibile se det (I − F (z)) 6= 0, ed
utilizzando il Lemma di Weierstrass sugli zeri di una funzione analitica.

Lemma 10.17 (Weierstrass)
Sia Ω un aperto del piano complesso, e per ogni z appartenente ad Ω sia

F (z) un operatore compatto. Supponiamo che la funzione F (z) sia analitica in
Ω nella topologia uniforme.
Allora si ha la seguente alternativa: o la funzione I −F (z) non è invertibile per
alcun valore di z ∈ Ω, oppure essa è invertibile nell’insieme Ω − J dove J è un
insieme discreto numerabile senza punti di accumulazione in Ω.

♦
Utilizzando questo lemma, dimostriamo il Teorema 10.16 Dimostriamo innan-
zitutto che

σess(H0 + V ) ⊂ σess(H0). 10.51

Se σ(H0) = R, l’inclusione è ovvia. Quindi possiamo assumere che C\σess(H0)
sia aperto. Sia I un intervallo finito tale che I ∩ σess(H0) = ∅. Dobbiamo
dimostrare che I ∩σess(H0 +V ) = ∅. Applicheremo il lemma di Weierstrass alla
funzione V (H0 − z)−1 su Ω ≡ C\σ(H0). Dobbiamo verificare che

a) V (H0 − z)−1 è compatto per ogni z ∈ Ω

b) I + V (H0 − z)−1 è invertibile per ogni z ∈ Ω.

Per dimostrare a), notiamo che sussiste l’identità

V (H0 − z)−1 = V (H0 − ζ)−1 (H0 − ζ) (H0 − z)−1 ∀ z, ζ ∈ Ω. 10.52

Per ipotesi, esiste un valore di z per il quale V (H0 − z)−1 è compatto. Ma
per ogni scelta di z, ζ ∈ Ω l’operatore (H0 − ζ)(H0 − z)−1 è limitato. Questo
dimostra il punto a).
Per quanto riguarda il punto b), basta dimostrare che, posto ζ = iξ, con ξ ∈ R+,
si ha

|V (H0 − iξ)−1| < 1 10.53

per ξ sufficientemente grande. Da |V φ| ≤ a |H0φ| + b|φ|, con a < 1, ponendo
φ = (H0 − iξ)−1ψ si ottiene

|V (H0 − iξ)−1ψ| ≤ a |H0(H0 − iξ)−1ψ|+ b|(H0 − iξ)−1ψ|.
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La (10.53) segue allora, per ξ sufficientemente grande, perché H0(H0 − iξ)−1 e
ξ(H0 − iξ)−1 sono contrazioni.
Dalla condizione D(V ) ⊂ D(H0) segue allora che su D(H0)

(H0 + V − z)−1 = (I + V (H0 − z)−1)(H0 − z). 10.54

Applicando il lemma di Weierstrass alla funzione V (H0 − z)−1 si deduce che
H + V − z è invertibile per z ∈ C\(σ(H0) ∪ J ′), dove J ′ è numerabile e non ha
punti di accumulazione in C\σ(H0).
Sia ora I un intervallo dell’asse reale, con I∩σess(H0) = ∅. Allora I2 ≡ I∩σ(H0)
è un insieme finito e così è anche J1 ≡ I ∩ J ′. Dunque H0 + V − λ è invertibile
per λ /∈ J1 ∪ J2, un insieme costituto da un numero finito di punti.
Sia λ ∈ J1 ∪ J2. Dobbiamo verificare che, se λ è un autovalore di H0 + V , la
sua molteplicità è finita. Infatti questo implica che λ /∈ σess(H0 + V ) e quindi
σess(H0 + V ) ∩ I = ∅.
Sia dunque λ un autovalore isolato di H0 + V . Il proiettore sul sottospazio
associato è dato da

Πλ ≡ (2π)−1

∫
γ

(H0 + V − z)−1 dγ 10.55

dove γ è un circuito chiuso che contiene al suo interno il solo punto λ dello
spettro di H0 + V . Pertanto, pur di prendere γ sufficientemente piccolo,

Πλ = (2π)−1

∫
γ

(H0− z)−1(1−F (z))−1 dγ, F (z) ≡ −V (H0− z)−1. 10.56

Per ipotesi, (F (z)− 1)−1 ha uno sviluppo in serie di Mac Laurin nella variabile
z−λ, e siccome anche (H0−z)−1 ha un tale sviluppo ne concludiamo che anche
(H0 − z)−1(1− F (z))−1 ha uno sviluppo in serie di Mac Laurin con coefficienti
dati da operatori di rango finito.
Dunque Πλ è un proiettore su un sottospazio di dimensione finita, e questo
conclude la dimostrazione della prima parte del teorema.

Per dimostrare il reciproco, si potrebbe pensare di invertire i ruoli di H0 + V e
di H0. Ma questo non è possibile, poiché V ≺ H0 non implica V ≺ H0 + V (si
usi come esempio V = − 2

3H0).
Dimostriamo invece che, se V ≺ H0, e V (H0−λ)−1 è compatto per λ /∈ σ(H0),
allora

a) Per ogni λ /∈ σ(H0 + V ), l’operatore V (H0 + V − λ)−1 è compatto.

b) Per almeno un valore di λ in ogni componente connessa di C\σ(H0 + V )
l’operatore 1− V (H0 + V − λ)−1 è invertibile.
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Per dimostrare il punto a), notare che è sufficiente dimostrare l’asserto per un
solo valore di λ /∈ σ(H0 + V ). Si ha

V (H0 + V − λ)−1 = V (H0 − λ)−1[1 + V (H0 − λ)−1] 10.57

e l’asserto segue poiché V (H0 − λ)−1 è compatto e il fattore I + V (H0 − λ)−1

è limitato.
Per dimostrare il punto b), basta notare che se λ /∈ σ(H0) ∪ σ(H0 + V ) si ha

1 + V (H0 − λ)−1 = (H0 + V − λ) (H0 − λ)−1. 10.58

Da (10.57) e (10.58) si deduce che I−V (H0 +V −λ)−1 è invertibile se H0 +V −
λ(H0− λ)−1 è limitato. Se V ≺ H0 questo è certamente vero pur di prendere λ
sufficientemente grande.
Questo conclude la dimostrazione del Teorema 10.16.

♥
Come applicazione di questo teorema di confronto, dimostriamo la seguente
Proposizione.

Notazione
Scriviamo f ∈ L∞ε se esiste una costante positiva C tale che |f(x)| < ε se

|x| > C
ε .

Proposizione 10.18
Sia V (x) ∈ L2(R3) + L∞ε (R3). Allora

σess(−∆ + V ) = σess(−∆) (≡ R+). 10.59

Inoltre σ(−∆+V )\σess(−∆) è un insieme finito o al più numerabile, e in questo
secondo caso ha l’origine come unico punto di accumulazione.
In particolare tutti gli autovalori negativi hanno molteplicità finita.

♦
Dimostrazione

Dimostriamo innanzitutto che V (−∆ + λ)−1 è compatto se λ /∈ R+.
Sia {Cn} una successione decrescente di numeri positivi che tende a 0. Per
ipotesi, esistono due successioni V n1 , V n2 tali che

V n1 ∈ L2, |V n| ∈ L∞, | lim
n→∞

V n|∞ = 0, V n1 + V n2 = V.

Essendo (−∆ + λ)−1 limitato per λ > 0, ne segue per n→∞

lim
n→∞

(V n1 − V1)(−∆ + λ)−1| = 0 ∀λ > 0. 10.60

Basterà quindi dimostrare che se W ∈ L2(R3), allora W (−∆+λ)−1 è compatto
per λ > 0. Utilizzando la forma esplicita del nucleo di (−∆ + λ)−1 si vede
facilmente che quest’operatore è di Hilbert-Schmidt.
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Posto H0 ≡ −∆, dimostriamo ora che I +V (−∆−λ)−1 è invertibile per un’op-
portuna scelta di λ. Se Imλ 6= 0 questo è certamente vero, e l’operatore inverso
è I − V (H − λ)−1. Questo operatore è limitato se ρ V (H − λ)−1 è limitato per
ogni ρ ∈ R. Dunque l’operatore 1 +V (H0 +λ)−1 è invertibile se lo è l’operatore
1 + ρV (−∆ + λ)−1 per qualche valore di ρ.
Consideriamo l’operatore zV (H0−λ)−1, λ /∈ σ(H0). Per ogni λ, questo opera-
tore è compatto, e se V ≺ H0 la funzione F (z) ≡ zV (H0− λ)−1 è analitica in z
per |z| < 1. Inoltre 1+F (0) è un operatore invertibile. Per il teorema di alterna-
tiva di Fredholm, la funzione F (z) è invertibile per tutti i valori di z, con |z| < 1
fatta eccezione al più per un insieme numerabile di valori. Dunque esiste almeno
un valore ρ0 tale che I + V (H0λ)−1 è invertibile.
Poiché W ∈ L2 ⇒ W ≺≺ H0, per ogni a < 1 se Reλ = 0,

|ρ0V (H − λ)−1φ| ≤ ρ0a |H(H − λ)−1)φ|+ |V (H − λ)−1φ+ ρλ−1φ| 10.61

e ne consegue

ρ0(1− a)|V (H0 − λ)−1φ| ≤ ρ0(a+ bλ−1)|φ|. 10.62

Dunque per ogni intervallo finito J vale

J ∩ σess(H0 + V ) = J ∩ σessH0.

D’altra parte −∞ non è un punto d’accumulazione di σ(H0 +V ) perché V ≺ H0

implica che H0 + V è limitato dal basso.
Questo conclude la dimostrazione della Proposizione 10.18.

♥
Nota 10.9

Notiamo che V (x) = c/|x| ∈ L2(R3) + L∞ε (R3). Quindi tutti gli autovalori
negativi dell’atomo di idrogeno hanno molteplicità finita e zero come punto di
accumulazione.

♣

Una generalizzazione del Teorema 10.16 è la seguente:

Teorema 10.19
Sia V = R+W, W ∈ L∞ε con R di classe Rollnik.

Allora σess(−∆ + V ) = [0,∞).
♦

Dimostrazione
In generale, sotto le ipotesi del teorema, l’operatore V (−∆ + 1)−1 non è

compatto. Tuttavia è compatto se W = 0. Sia Wn un troncamento di W a
valori |x| ≤ n. Poniamo Vn = R+Wn. Allora Vn è di classe Rollnik per ogni n.
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D’altra parte, posto Hn ≡ −∆ + Vn

(Hn + λ)−1 = (H0 + λ)−1

+
∞∑
k=1

(H0 + λ)−1|Vn|1/2[−V 1/2
n (H0 + λ)−1|Vn|1/2]kV 1/2

n (H0 + λ)−1,

10.63

con V 1/2
n ≡ Vn/|Vn|1/2.

Per λ sufficientemente grande, per ciascun valore di n la serie di operatori con-
verge in norma, le somme parziali convergono quando n → ∞ e i termini della
somma sono equilimitati.
Posto An ≡ (−∆ + Vn)|Vn|1/2, è facile vedere che i nuclei degli operatori A∗nAn
sono positivi ed equilimitati in L2(R3×R3). Per il teorema di convergenza domi-
nata segue che la successione (Hn+ 1)−1 converge in norma, ed essendo ciascun
termine un operatore compatto, deduciamo che (−∆ + V + 1)−1 è compatto.

♥
Terminiamo questo capitolo con un’interessante e utile caratterizzazione dello
spettro degli operatori di SchrödingerH = −∆+V , data dal Teorema di Sch’nol.
Definiamo autovalore generalizzato E un elemento di R tale che l’equazione
(−∆ + V )uE = EuE abbia una soluzione a crescita subesponenziale all’infinito
(con questo intendiamo limx→∞ |uE(x)|e−γ|x| = 0 ∀γ > 0).
Il Teorema di Sch’nol, conseguenza del primo criterio di Weyl, prova essenzial-
mente che lo spettro σ(H) è (sotto ipotesi molto generali su V (x)) la chiusura
dell’insieme degli autovalori generalizzati,
Daremo la dimostrazione del Teorema di Sch’nol nel caso in cui V sia di clas-
se Rollnik. La dimostrazione può essere estesa a casi più generali utilizzando
opportune disuguaglianze.
Per la dimostrazione utilizziamo varie disuguaglianze che rappresentano stime
locali del gradiente della soluzione e che sono valide per una classe abbastanza
vasta di potenziali, ad esempio quelli di classe Rollnik.
Il lettore troverà utile verificare queste disuguaglianze nel caso V = 0 utilizzando
la forma esplicita delle soluzioni di −∆ u = E u: e quindi verificare in questo
modo che lo spettro di −∆ è il semiasse reale positivo. La dimostrazione nel caso
generale utilizza proprietà di regolarità delle soluzioni di (−∆ + V ) u = E u
che dipendono dalle proprietà di regolarità locale di V (x).
Le disuguaglianze seguenti confrontano varie norme della funzione e/o del suo
gradiente in regioni incluse una nell’altra. Queste disuguaglianze servono quindi
a stimare il grado di regolarità locale della funzione o il suo comportamento
all’infinito.
Iniziamo con un semplice Lemma, la cui dimostrazione (che non esplicitiamo) è
ottenuta attraverso integrazione per parti, inizialmente per funzioni liscie e poi
per continuità per funzioni più singolari.
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Lemma 10.20
Se u ∈ L2

loc(R
d) e ∆u ∈ L1

loc(R
d), allora ∇u ∈ L2

loc(R
d), e per ogni φ ∈

C∞0 (Rd) vale ∫
φ|∇u|2 dx =

1
2

∫
∆φ |u|2 dx−

∫
φ |ū ∆u| dx. 10.64

Inoltre, se H u = 0 e φ ∈ C∞0 (Rd), φ ≥ 0∫
φ |∇u|2 dx ≤ 1

2

∫
∆φ |u|2 dx+

∫
V− φ |u|2 dx. 10.65

♦
Da questo si deduce

Lemma 10.21 (Poincarè)
Se V è di classe Rollnik, per ogni aperto Ω ⊂ Rd e ogni compatto K ⊂ Ω

esiste una costante C (che dipende da K, Ω, e dal comportamento locale di V )
tale che ∫

K

|∇u|2 dx ≤ C [
∫

Ω

|u(x)| dx]2. 10.66

♦
Dimostrazione

Se V è di classe Rollnik, da (∆ + E)u = V u segue che u ∈ L∞loc. Questo
implica ∆u ∈ L1

loc poiché per ipotesi V ∈ L1
loc. Scegliendo φ ∈ C∞0 tale che

φ(x) ≡ 1 in K e con supporto S strettamente contenuto in Ω, da (10.65) si
deduce che esiste una costante c1 tale che∫

K

|∇u|2 dx ≤ c1 sup
x∈S
|u(x)|2. 10.67

D’altra parte, essendo u una soluzione di

(−∆φ, u) + ((V − E)φ, u) = 0, ∆u ∈ L1
loc, V u ∈ L1

loc

si può dimostrare (questo generalizza al caso di un V nella classe Rollnik un’a-
naloga stima per funzioni subarmoniche, che corrisponde al caso V = 0) che
vale

|u(x)| < c3

∫
|x−y|<r

|u(y)| dy 10.68

per un’opportuna costante c3 ed r scelto in modo che che la palla di raggio
r centrata in x sia tutta contenuta in Ω. Questo, insieme a (10.67), implica
(10.66).

♥
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Utilizzeremo anche la seguente stima, che dà un controllo della norma L2 del
gradiente di u a partire dalla norma L2 della soluzione u in una regione più
grande.

Lemma 10.22
Sia V di classe Rollnik e sia Cr l’ipercubo definito da

Cr = {x ∈ Rd , max
i
|xi| ≤ r}. 10.69

Allora si ha, per ogni soluzione di (∆ + V ) u = 0 e per ogni scelta di r∫
Cr+1/Cr

|∇ u|2 dx <

∫
Cr+2/Cr−1

|u|2 dx 10.70

dove c è indipendente da n (dipende solamente da V ).
♦

Dimostrazione
Sia K un cubo di spigolo di lunghezza unitaria, K ′ un cubo di spigolo di

lunghezza tre, centrato su K. Da (10.70) e dalla disuguaglianza di Schwarz si
deduce che esistono costanti b e c tali che∫

K

|∇u|2 dx ≤ b[
∫
K

|u| dx]2 ≤ c
∫
K′
|u|2 dx. 10.71

Sommando queste stime su una partizione di Cr+1/Cr in cubi unitari si completa
la dimostrazione.

♥
Dopo questi preparativi, enunciamo e dimostriamo il teorema di Sch’nol.
Teorema 10.23 (Sch’nol)

Sia V di classe Rollnik, E un numero reale, uE(x) una soluzione di HuE =
EuE con H = −∆ + V , dove uE è una funzione a crescita subesponenziale
all’infinito.
Allora E ∈ σ(H).

♦
Senza perdita di generalità consideriamo il caso E = 0.
Se H u = 0 con u ∈ L2 si ha 0 ∈ σ(H) poiché u(x) è un’autofunzione. Quindi
possiamo assumere u /∈ L2. Definiamo come nel Lemma 10.22 gli ipercubi Cr e
scegliamo ηr ∈ C∞0 (R) con supporto in Cr+1, identicamente eguale ad uno in
Cr e tale che per un’opportuna costante si abbia |∆ ηr|∞ ≤M, |∇ηr|∞ ≤M .
Sia wr ≡ ηr u

|ηr u|2 , in modo da avere |wr|2 = 1 ∀r.
Dimostriamo che per un’opportuna successione di numeri naturali {rn} ∈ N, con rn →
∞, si ha

|H wrn | → 0. 10.72
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Quindi si ha una successione che soddisfa il primo criterio di Weyl, e 0 ∈ σ(H).
Per dimostrare (10.72) notiamo che

∆ (ηr u) = (∆ ηr) u+ 2(∇ ηr,∇u) + ηr ∆u. 10.73

Da H u = 0 segue allora

H(ηru) = −(∆ηr)u− 2(∇ ηt,∇u);

poiché |∆ηr|∞ e |∇ηr|∞ sono limitati uniformemente, utilizzando il Lemma
10.22 si ottiene, per opportune costanti c1 e c2,

|H (ηru)|2 ≤ c1
∫
Cr+1/Cr

(|u|2 + |∇u|2) dx ≤ c2
∫
Cr+2/Cr+1

|u|2 dx. 10.74

Definiamo N(r) ≡
∫
cr
|u|2 dx. Allora da (10.74) segue

|H wr|2 ≤ c
N(r + 2)−N(r − 1)

|ηr u|2
≤ N(r + 2)−N(r − 1)

N(r − 1)
. 10.75

Per concludere la dimostrazione del teorema, dobbiamo dimostrare che esiste
una successione {rk} tale che

lim
k→∞

N(rk + 2)−N(rk − 1)
N(rk − 1)

→ 0.

Procediamo per assurdo. Assumiamo che tale successione non esista.
Allora esistono R ∈ N e una costante α > 0 tali che

r > R ⇒ N(r + 2)−N(r − 1)
N(r − 1)

≥ α > 0 : 10.76

questo implica N(r + 3) ≥ (1 + α)N(r) per r > R + 1 e per induzione N(R +
3s) ≥ (1 + α)sN(r) per ogni s. Ma questo implica ancora che N(r) ha crescita
esponenziale, e questo contraddice l’ipotesi che u(x) abbia per |x| → ∞ crescita
subesponenziale.

♥
Nota 10.10

Dal teorema di Sch’nol segue che se H φ = E φ con φ 3 L2, allora E ∈ σess.
♣

Nota 10.11
Per potenziali periodici in Rd l’analogo del Teorema di Sch’nol (con la stessa

dimostrazione) è conosciuto come teorema di Bloch: E appartiene allo spettro
di H = −∆ + V con V periodico e di classe opportuna se e solo se esiste una
soluzione limitata di Hu = Eu.

♦
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