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ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ДВУХЗОННЫЕ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ SINE-GORDO]S[ 

Б. А. Д у б р о в и н , С. М. Н а т а н з о н 

Введение 
Цель настоящей работы — перечислить все гладкие вещественные 

решения уравнения sine-Gordon и^у = sin и, выражающиеся через тэта-
функции двух переменных. Своим появлением эта работа обязана 
С. П. Новикову, который обратил внимание авторов на серьезную неза­
вершенность исследований [1], [2] по «конечнозонному интегрированию» 
этого важного в геометрических и физических приложениях (см. [3]) 
нелинейного уравнения. (Как сообщил авторам С. П. Новиков, близкие 
к работе [1] результаты были также получены Маккином в работе [14].) 
Главной проблемой оставалось нахождение эффективных условий веще­
ственности строящихся «конечнозонных решений». Эта задача полностью 
решена в настоящей работе .̂ 

Построенные гладкие вещественные решения уравнений sine-Gordon 
выражаются через тэта-функции вещественных гиперэллиптических 
кривых (см. ниже §§ 1—3). Особо важен случай кривых рода 2 (и соответ­
ствующих тэта-функций двух переменных), так как здесь любая тэта-
функция (общего положения) отвечает некоторой римановой поверхности. 
Применяя метод, развитый одним из авторов (см. [4], [5]), можно исклю­
чить римановы поверхности из вычислений и выразить все величины, 
входящие в формулы двухзонных решений, только через тэта-функции. 
Благодаря этому указанные формулы приобретают особую простоту и ана­
литическую эффективность (см. ниже § 4). 

§ 1. Описание общ,их комплексных алгебро-геометрических 
( «конечнозонных» ) решений уравнения sine-Gordon ̂  

Пусть Г — гинерэллиптическая риманова поверхность рода g, аффин­
ная часть которой задается в С̂  уравнением 

2^+1 

гг;2 = Р ,^ , , ( , )= П (^-^г); (1.1) 
г = 1 

величины ;Ji, . . ., z^g+i попарно различны. Голоморфные дифференциалы 

1 Впервые дискуссия по этому вопросу с участием С. П. Новикова, Ю. Трубо-
вица и И. В. Чередника возникла на Советско-американском симпозиуме по теории 
солитонов (Киев, 1979). Проведенный позднее анализ результатов работ [1], [2] окон­
чательно выявил постановку задач, решаемых в нашей работе. 

2 Цель этого параграфа — вывести кратчайшим путем формулы (комплексных) 
решений через тэта-функции. Поэтому мы оставляем в стороне ряд глубоких идей 
{L — Л-пары, функции Бейкера — Ахиезера и т. д., см. [3], [5], [8]), составляющих 
основу метода алгебро-геометрического интегрирования (или «конечнозонного инте­
грирования») нелинейных уравнений. 
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на этой поверхности имеют вид 

Г1,=^ .f^ . / ^ = 1 , . . . , ^ . (1.2) 

Выберем базис циклов а̂ , . . ., а ,̂ &i, . . ., &̂  на Г с матрицей индексов^ 
пересечений ( ^ п ) ' -^^^ соответствует нормированный базис голо­
морфных дифференциалов^ coi, . . ., со̂ , где 

g 
« j = S С^^Щ, У = 1 , . . . , g; (1.3). 

условие нормировки имеет вид 
^(o,. = 6,-fc. (1.4) 

Матрица (Cjjj) вычисляется так: 

(с,-,)=(^т1,)~\ (1.5) 
а. 

J 

Определим матрицу периодов {В^-^z) римановой поверхности Г: 

В^и = § coj, у, & = 1 , . . . , g . (1.6) 

Хорошо известно (см. [9]), что {В^^ — симметрическая матрица с положи­
тельно определенной мнимой частью, т. е. {В^^^ — матрица Римана. Опре­
делим в пространстве С̂  = R^̂  целочисленную решетку периодов, со­
ставленную из векторов вида 

М + BN, М, i V e Z ^ . (1.7)-
Фактор пространства С̂  по этой решетке является 2^-мерным тором и на­
зывается многообразием Якоби (или якобианом) поверхности Г; обозна­
чим его через / (Г). 

По матрице периодов В = (Bjj^) построим тэта-функцию с характеристи­
ками [а] = [а'; а"] е R^ :̂ 
е [а'; а'] (z) = 6 [а'; а"] {z\B) = 

= 2J ехр{ш<5(^ + а'). Л: + а ' > + 2яК/с + сб', z + a">}. (1.8) 

Здесь Z = (zi, . . ., Zg) ^ С ;̂ суммирование ведется по целочисленной ре­
шетке Z^; угловые скобки обозначают евклидово скалярное произведение. 
Особо важна функция Э (z) = 9 [0; 0] (z). Характеристики, для которых 
все координаты вектора [а] равны О или V2, называются полупериодами. 
Полупериод [а'; а"] четный, если 4 <а', а"> = О (mod 2), и нечетный 
в противном случае. Четным полупериодам отвечают четные тэта-функции^ 
нечетным — нечетные. При сдвиге на векторы решетки периодов (1.7) 
тэта-функции преобразуются по закону 
6 [а'; а"] {z -\- М + BN) =^ 
=exp{-m<57V, Ny-2ni{N, z}+2ni « а ' , М>-<а", iV»} 6 [а'; a"]{z). (1.9> 

Для построения решений уравнения sine-Gordon используем следую-
щее тождество (см. [10, формула (39)]; это тождество может быть также^ 
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выведено в рамках теории нелинейных уравнений, см. [5]), справедливое 
для любой римановой поверхности Г и любой пары ее точек Р, Q: 

l ( i J_Aie^=A)= .cc + y C / , F , i ^ ^ . (1.10) 
г, i '' 

Здесь 2 ^ С̂  — произвольный вектор, 
IP р 

A=(Jcoi, . . . ,S(oJ, (1.11), 
Q Q 

векторы и = (C7i, . . ., Ug), V == (Fi, . . ., Vg) имеют вид 
CO. (P) (0. (O) 

где p, q — локальные параметры в окрестностях точек Р, Q соответственно; 

^ЧР^ g) = y ^̂  да[у](0)у ^̂  а9[у](0) ' (̂ -̂ ^̂  

где [v] — любой нечетный невырожденный (т. е. grad 6 [v] (0) Ф 0) полу­
период; явный вид величины а = а ( Р , Q) для нас несуществен. Тождество 
(1.10) — обобщение «теоремы сложения» для а-функций Вейерштрасса 

(см. [И]). 
Л е м м а 1. Пусть Р и Q — точки ветвления римановой поверхности 

(1.1). Тогда вектор А вида (1.11) есть полупериод, 

A = ^M + -^BN, M.N^Z^. (1.15) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть I — путь, соединяющий точки Q и Р. 
Рассмотрим второй экземпляр Г этого пути, идущий из Р в (2 на другом 
листе римановой поверхности. Имеем 

А,- = 5(о,- = 5со,-, 7 = 1, . . . , ^ . (1.16) 

Но интегралы от coi, . . ., со̂  по замкнутому циклу 7 = ^ U ^ дают некото­
рый вектор решетки периодов вида М + îV". В силу (1.16) это доказывает 
утверждение леммы. 

Будем в дальнейшем считать, что локальные параметры р = Ci]/z —z^, 
q = CgV̂ z — Zj (ci, Сз — константы) в окрестностях этих точек ветвления 
р = [z == Zi), Q == {z ^ Zj} согласованы так, что в̂  (Р, 0 =̂  1. 

Т е о р е м а 1. Функция 

Является при перечисленных выше условиях решением уравнения 
Uy-y = —4к sin U, (1.18) 

где 
X ^ ехр {-ni <iV, Д». (1.18') 

Д о к а з а т е л ь с т в о заключается в прямой подстановке с ис­
пользованием соотношения (1.10) и закона преобразования (1.9). 
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О п р е д е л е н и е . Решения вида (1.17) уравнения (1.18), построен­
ные по гиперэллиптической римановой поверхности Г рода g я ее паре 
точек ветвления Р, Q, будем называть ^-зонными решениями уравнения 
sine-Gorclon. 

§ 2. Вещественные алгебраические кривые рода 2 
и их тэта-функции 

Пусть уравнение (1.1) римановой поверхности Г имеет вещественные 
коэффициенты. Тогда на Г действует антиинволюция (антиголоморфный 
автоморфизм) 

т (z, w) = (z, w), 
Топологические свойства такой «пары» 

д. 

= 1. (2.1) 

Рис. 1. Базис циклов на римановой поверх­
ности типа I. Штриховыми линиями изоб­
ражены части циклов, лежащие на «ниж­

нем» листе римановой поверхности. 

риманова поверхность (1.1) 
вместе с заданной на ней антиин­
волюцией (2.1) — определяются в 
гиперэллиптическом случае коли­
чеством вещественных корней 
полинома ^2 ,̂+! (2̂ ) (см. уравнение 
(1.1)). Разберем сначала основной 
для нас пример поверхностей ро­
да 2 

5 

г,.2 = р , ( ^ ) = П ( 2 - 2 | ) . (2.2) 

Т и п I. Все корни^! <; . . . <Z Zr, 
полинома Pg (̂ ) вещественны. В 

этом случае антиинволюция т имеет на поверхности (2.2) три неподвижных 
овала (три вещественные компоненты кривой (2.2)): 

Ах- {̂ i < z<^z.,w = ± уРъ (z)},] 
А,: {̂3 <^<Ч. ^ = ± УРТШ. (2.3) 
Аз- {̂ 5 < 2 < ос«, W = ± у Р^ (z)}. 

Отметим, что объединение вещественных овалов разделяет риманову 
поверхность Г на две непересекающиеся компоненты. Базис циклов на 
такой римановой поверхности изображен на рис. 1. Антиинволюция дей­
ствует на эти циклы так: 

xbi = —6i, тЬз = — 2̂ (2.4) Т^х =^ ^1? Тип = й 2» 

(равенство в группе гомологии Hi (Г; Z)). Нормированные голоморфные 
дифференциалы 

УРЬ (г) 
©2 = 

C2t + CaaZ 

У'РЖ 
dz (2.5) 

на Г имеют поэтому вещественные коэффициенты. Другими словами, при 
действии антиинволюции т эти дифференциалы преобразуются по закону 
{здесь т*[/ {z)dz] = / (т (z))dx (z)) 

Х^Щ = 0)^, 

Матрица периодов чисто мнима: 

/с - 1, 2. 

^Tij — со,- Т'^СОА •-

Ьт, 
G)j = — B^j. 

(2.6) 

(2.7) 
ТЬт, 
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Следовательно, решетка периодов (1.7) в С̂  = R^ инвариантна относитель­
но комплексного сопряжения 

(zi, 22) ^ (^1, zg). (2.8) 
Тем самым определена антиинволюция на якобиане / (Г). Найдем ее ве­
щественные 

z^z (2.9) 
и мнимые 

ZS —Z (2.10) 
компоненты на якобиане / (Г). (Знак ^ здесь и далее будет использо­
ваться для обозначения равенства векторов из С̂  по модулю решетки 
периодов.) Для нахождения этих 
компонент разложим любой век­
тор Z = (zi, Z2) по базису решет­
ки периодов: 

Z - (zt, z^) = 5 а + р, (2.11) 
где у вещественных векторов 
а = (ai, аа), р = (pi, Р2) все 
координаты лежат между нулем 
и единицей. Тогда условие ве­
щественности имеет вид 
Ба -f- р == — Sa + р -!- 771 Ч- 5AZ, 

(2.12) 
где т^ п^ Z^. Получаем четыре вещественные компоненты (вещественных 
двумерных тора) 

2 = р 4- (1/2) Вп, (2.13) 
где Р ^ R^, п = (О, 0), (1, 0), (О, 1), (1, 1). Аналогично, мнимые компо­
ненты имеют вид 

z = ia +{1/2)12, (2.14) 
где снова а ^ R'̂ , вектор п принимает те же четыре значения. Это снова 
четыре двумерных вещественных тора. 

Тип II. Корни Zi < 2̂ < Z3 вещественны, а 4̂ = 25 комплексны. 
Антиинволюция т имеет только два неподвижных овала 

Ог^^А^ 

Рис. 2. Циклы на римановой поверхности 
типа II. 

^ i : { z x < z < Z 2 , w; =- ± l / > 5 (^)}. ^2 : {Z3<z < (X), w = ±]fP^{z)), 
(2.15) 

причем их объединение уже не разделяет риманову поверхность Г на 
две компоненты. Базис циклов изображен на рис. 2. Действие антиин­
волюции т на эти циклы таково: 

T^i =^ ^ 1 , Та2 — <̂ 2? '^^1 = 6̂ 1 + ^2 — ^11 '^^2 — ^1 + ^2 — ^2- ( 2 . 1 6 ) 

Закон преобразования голоморфных дифференциалов снова имеет вид 
(2.6). Но для матрицы периодов В справедливо следующее соотношение, 
вытекающее из (2.6) и (2.16): 

B = (J ; ) - Л . (2Д7) 

По-прежнему решетка периодов в С̂  инвариантна относительно комп­
лексного сопряжения (zi, z^ ь-> (zi, Zg), что определяет антиинволюцию 
на якобиане / (Г). Но эта антиинволюция имеет только две вещественные 
и две мнимые компоненты на / (Г), каждая из которых есть двумерный 
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тор. Вещественные компоненты имеют вид 

z^^ + ±Bn; p e R ^ ^ = (0, 0), (1, 1). 

Мнимые компоненты имеют вид 

2 = с̂с + 4-^' ^ ^ ^ ' ' ^ = (0,0), (1.0). 

(2.18) 

(2.19) 

комплексные: Тип III. Корень 5̂ вещественный, а остальные 
z^ == ^2, Z3 = 24. Вещественный овал только один: 

^1 : {̂ 5 < 2 < оо, w = ±УРГ(^}; (2.20) 
он не разделяет риманову поверхность Г. Базис циклов изображен на 

рис. 3. Действие антиинволю­
ции на эти циклы таково: 

тЬх = Ui + а2 — bi, (2.21) 
тЬз = «1 + 2а2 — Ьа-

Голоморфные дифференциалы 
удовлетворяют (2.6); для мат­
рицы периодов В справедливо 
соотношение 

Рис. 3. Циклы на римановой поверхности 
типа III . В = 1 1 

1 2 В. 

.Антиинволюция на якобиане / (Г) имеет одну вещественную 

и одну мнимую 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

компоненту (каждая из них —двумерный тор). 
Вещественные алгебраические кривые рода 2, не относящиеся к ти­

пам I—III, имеют вид м;̂  = Рв (z), где PQ (Z) — многочлен с невеществен­
ными нулями. Такие кривые или не имеют вещественных точек (тип IV), 
или имеют ровно один разделяющий овал (тип V). Эти кривые не годятся 
для интегрирования уравнения sine-Gordon, и мы их рассматривать не 
будем. Отметим лишь, что подходящий базис циклов а ,̂ ^2, &i, b^ на та­
ких римановых поверхностях преобразуется под действием антиинволю­
ции по закону 

T^i тао •• аъ Т&1 тЬо bi . (2.25) 

Якобиан / (Г) с антиинволюцией (zi, Z2) ^-^ (^2, zi) имеет одну веществен­
ную и одну мнимую компоненту. 

Выясним теперь вопрос о симметрии тэта-функций римановых по­
верхностей типов I—III. 

Л е м м а 2. Тэта-функции римановых поверхностей типов I—III 
с указанным выше базисом циклов обладают следующей симметрией: 

Q~(£) =.Q {z + Я), (2.26) 
где X —вещественный полупериод вида А; = О для типа I, А. — (1/2, 1/2) 
для типа II, К = (1/2, 0) для типа III . 

Д о к а з а т е л ь с т в о немедленно следует из определения функции 
Q{z) и симметрии (2.7), (2.17) и (2.22) для матриц периодов перечисленных 
римановых поверхностей. 
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В заключение этого параграфа приведем некоторые общие сведения 
о римановых поверхностях рода ^ > 2 с антиинволюцией т. Пусть антиин­
волюция т имеет на Г ^ неподвижных овалов (О ^ п ^ g + 1). Возмож­
ны два случая: а) объединение вещественных овалов разделяет Г на две 
компоненты; б) объединение овалов не разделяет Г. Свойства «разделяю­
щих» римановых поверхностей (случай а)) и их тэта-функций хорошо изу­
чены; см., например, [10, гл. 6]. Тэта-функции неразделяющих поверх­
ностей не возникали в приложениях (насколько известно авторам). 
Мы приведем здесь поэтому информацию о тэта-функциях неразделяю­
щих римановых поверхностей. На такой поверхности всегда можно вы­
брать базис циклов ^i, ..., ag, &i, ..., bg с матрицей пересечений ( ^ QJ , 
преобразующийся под действием антиинволюции по закону 

[ а —й|, 1 < j < ^ , 

где а = S г̂ (см. [6]). Для ^ = 2 такой базис был предъявлен для ти-
г=:1 

пов II (тг = 2) И III (п — 1). Матрица периодов голоморфных дифферен­
циалов, вычисленная в этом базисе, обладает следующей симметрией: 

В = 

/ * 
1 

1 

\ i 

1 . . . 1 

. . 1 

. . 1 

. . 1 

1 

1 
2 1 . 
1 2 . 

1 

. 1 

. . 1 

. 1 
. . 1 

. . 2 

- 5 , (2.28) 

где в правой части квадратные блоки имеют размеры п Y. п ж {g — д) X 
X (^ — w). Тэта-функция 9 (z) = 9 (2 | В) обладает симметрией 

9(z) = 9(z +Х) , (2.29) 
где полупериод Я имеет вид 

Я = (1/2)(1, . . . , 1 , 0 , ... ,0) (2.30) 
(единицы на первых п местах). Легко проверить, что антиинволюция 
Z ь^ 1 на якобиане / (Г) имеет 2^"^ попарно непересекающихся веществен­
ных компонент и 2*̂ "̂  мнимых компонент при ^ ^ О, каждая из которых 
представляет собой вещественный g-мерный тор. При ^ = О компонен­
та одна, если g четно, и две, если g нечетно. Функция О (z) вещественна 
на вещественных торах вида 

Z —ia + 4- (eb . . . ,вп.1 ,0 , . . . ,0) + - |- X, а е К ^ , ^ > 0 ; 
z^ia при гг = 0, g = 2р 4-1 ; v • / 
z — ia-}- —(&1» О, . • . , 0) при ^ = 0, g = 2p, 

где 8i, ..., 8̂ _1 принимают значения О, 1. (Легко видеть, что условие ве­
щественности функции 9 (z) зависит только от класса вектора z по модулю 
решетки периодов.) Отметим, что на всех этих вещественных торах функ­
ция 9 (z) имеет нули (см. добавление ниже), поэтому неразделяющие ри-
мановы поверхности, как правило, не могут быть использованы для 
построения гладких «конечнозонных» решений нелинейных уравнений, 

2 Функц. анализ, т. 16, вып. 1 
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интегрируемых методом обратной задачи .̂ Однако уравнение sine-Gordon 
является исключением из этого правила: в следующем параграфе мы 
покажем, что любая вещественная гиперэллиптическая кривая хотя бы 
с одной вещественной точкой ветвления дает гладкое вещественное реше­
ние уравнения sine-Gordon. За исключением простейшего случая, где все 
точки ветвления вещественные, такие римановы поверхности всегда не-
разделяющие. 

§ 3. Отбор вещественных решений уравнения sine-Gordon 

В этом параграфе мы докажем, что для вещественности и гладкости 
построенных в § 1 конечнозонных решений уравнения sine-Gordon не­
обходимо и достаточно выполнения следующих условий на риманову 
поверхность Г вида (1.1) и ее точки ветвления Р, Q: 

1) гиперэллиптическая кривая (1.1) должна быть вещественной (т. е.. 
римановой поверхностью с антиинволюцией); 

2) точки ветвления Р, Q должны лежать на одном вещественном ова­
ле кривой (1.1). 

Для случая рода 2 поверхность Г должна быть одного из типов I — 
III, перечисленных в предыдущем параграфе. Кроме того, нужно еще 
наложить ограничение на параметр ^, определяющий решение (см. (1.17)); 
мы это сделаем чуть ниже. Условие на точки ветвления Р, Q означает, 
что А — вещественный вектор в С ,̂ 

А = - ^ М , М^Ъ^. (3.1) 

Для определенности можно считать, что точки Р, Q лежат на цикле а .̂ 
Тогда М = (1, О, ..., 0). Поэтому формулы (1.17), (1.18) упростятся и 
мы получим: функция 

и(х, г/) = -г-]п 
хи-\-уУ ~\м-^1 

(3.2) 
е(хС/ + уг + о 

является решением уравнения 
Ujcy = —4 sin u. (3.3) 

Делая замену х^у \^ 1x12, iyl2, можно привести это уравнение к стандарт­
ному виду и^у = sin и. Рассмотрим функцию 

В силу закона преобразования (1.9) это — однозначная (мероморфная 
функция на торе / (Г). Наложим теперь ограничение на вектор ^: 

1^ ^ М + Я - ^ , (3.5) 

где X = О для типа I, А, = (1/2, 1/2) для типа II, и ?t == (1/2, 0) для ти­
па III. Ясно, что такие векторы t, находятся во взаимно однозначном соот­
ветствии с мнимыми точками якобиана: 

£ = — - ^ ^ + 4-^ + '̂ Д̂̂  z~ — z. (3.6), 
3 Используя развитую здесь технику, один из авторов (Дубровин) показал, что 

нелинейное уравнение Шредингера iy^t = "Фхх — I ^ Р ^ (случай отталкивлния) не име­
ет гладких конечнозонных решений. 
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Л е м м а 3. Равенство | Ф (Q Р = 1 справедливо, если и только если 
выполняется соотношение (3.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для вектора Z, выполняется (3.5). 
Тогда 

ф ( е ) = 
QHI- — M e M g - — i i / + ? . 

Q41 + -K) 
Обратно, если ф (Q ф (Q = 1, то в силу (3.7) 

ф(г) 
(3.7) 

(3.8) 

Знак плюс в этом равенстве невозможен, поскольку вектор ^ — ^ чисто 
мнимый, а вектор X-{-{il2)M вещественный. Лемма доказана. 

Выберем локальные параметры р, q в окрестностях точек ветвления 
Р^ Q так_̂ ^ чтобы т (р) == р , т {q) — q. Тогда векторы С/, V вещественны: 
и = и^ V = F . Это очевидно из их определения (1.12) и вида голоморф­
ных дифференциалов (2.6). Поэтому выполнение условия (3.5) для векто­
ра ^ влечет за собой выполнение соотношения 

1= _ | м ч - я — I 
для ректора 

l = -^ixU+-^iyV-^M + ^ (3.9) 

при вещественных х, у. 
Т е о р е м а 2. Функция 

и {х, у)=-г-1п е -U- 2 V — М- - -"2" X -{- Z 

, IX • V + - 7 - M + ^ - X + z 
(3.10) 

является гладким вещественным решением уравнения sine-Gordon Щу = 
= sinu при перечисленных выше условиях на риманову поверхность Г, 
ее точки ветвления Р, Q и локальные параметры р, q, причем вектор z 
должен лежать на какой-нибудь мнимой компоненте якобиана J (Г). 
£сли риманова поверхность Г имеет только одну пару вещественных то­
чек ветвления, то имеется еще одна компонента гладких вещественных 
решений уравнения и^у = sin и вида 

и {х, у) •- 1 In е 
X 11 

о + Z 

u-^v. 
(З.И) 

где вектор z чисто вещественный. Перечисленные формулы исчерпывают 
все гладкие вещественные конечнозонные решения уравнения и^ = sinw. 

Д о к а з а т е л ь с т в о д л я р о д а g = 2, Гладкость и веще­
ственность решений (3.10) сразу вытекает из леммы 3. Гладкость и вещест­
венность решений вида (3.11) проверяется так же, как и в лемме 3. Дадим 
доказательство необходимости условий вещественности, перечисленных 
в теореме. Необходимость вещественности кривой Г и ее точек ветвления 
Р, Q вытекает^ из теории L—Л-пар и фактически доказана в [1]. Необхо­
димость условия ^ + ^ ^ А + я вытекает из леммы 3. Это равенство 
имеет на / (Г) нетривиальные решения, если и только если вектор А ве-
лцественный. Это означает, что точки Р я Q лежат на одном овале антиин-
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волюции т. Это однозначно фиксирует антиинволюцию на римановой по­
верхности для типов I и П; для типа III годится также и другая анти­
инволюция т', где т' {z, w) = (I, ~w). Это в точности приводит к перечис­
ленным выше формулам и только к ним. Теорема доказана. 

Доказательство этой теоремы для случая большего рода проводится 
практически без изменений. 

Эта теорема позволяет легко подсчитать количество компонент глад­
ких веп];ественных решений уравнения sine-Gordon, строяш;ихся по ве-
п];ественной гиперэллиптической поверхности Г рода g с фиксированной 
парой вещественных точек ветвления, лежап1;их на одном овале, причем 
у Г имеется п вещественных овалов (1 ^ ^ ^ ^ + 1). Нужно лишь ис­
ключить «тривиальные» компоненты, для которых решения отличаются 
лишь знаком. Получаем 2^"^ компонент вещественных решений при п ^ 2 
и две компоненты при п = i. Полный список гладких вещественных ре­
шений для рода g = 2 приведен в следующем параграфе. Причина появ­
ления двух компонент для кривых с одним овалом ясна из доказательства 
теоремы 2: фактически эти две компоненты отвечают двум разным веще­
ственным кривым w'^ = P^{z) TL w^ = —Ръ {z)i изоморфным как комплек­
сные римаповы поверхности. 

Прежде чем переходить к эффективизации формул в роде 2, упомянем 
о проблеме плотности построенных конечнозонных решений уравнения 
sine-Gordon в пространстве всех периодических (по модулю 2я) решений 
этого уравнения. Как указал авторам С. П. Новиков, пока подходы к этой 
проблеме отсутствуют. Это связано, в частности, с несамосопряженностью 
соответствующей L—Л-пары (см. [3]). 

§ 4. Эффективизация полученных формул двухзонных решений 
уравнения sine-Gordon 

В этом параграфе мы покажем, что из конструкции двухзонных 
решений можно вовсе выкинуть риманову поверхность, и получим в 
замкнутом виде формулы вещественных гладких решений через тэта-
функции двух переменных. Принципиальная возможность реализации 
такой программы ясна заранее, поскольку любая 2 х 2-матрица Римана 

7?̂^ Di (т. е. симметрическая с положительно определенной мни-
мой частью) общего положения является матрицей периодов некоторой 
римановой поверхности (см., например, [5, гл. 4]). 

Введем необходимые обозначения. Рассмотрим четыре линейно не­
зависимые функции 

e[n]{z)=^Q\^: 0]{z\2B), (4.1) 
п L ^ J 

где п ЕЕ (Zg) ,̂ т. е. координаты вектора п = {щ, щ) равны О или 1. Спра­
ведливо следующее тождество («теорема сложения» для тэта-функций, 
см. [5]): 

Q{z + u)Q{z — u)= S b[n]{2z)Q[n]{2u). (4.2) 
nG(Z2)2 

Значения функций 6 [п] {z) и их производных в нуле называются тэта-
константами. Тэта-константы являются функциями от матрицы Римана В. 
Условимся опускать нулевой аргумент у тэта-констант: 8 [п] ^ 
^ 6 [п] (0), Qij [п] = Bfj- [п] (0). Наложим на 2 X 2-матрицу Римана 
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D = det ФО (4.3) 

В следующее условие невырожденности: 
I §11 [0,0] §12 [0,0] §22 [0,0] §[0 , 0]1 
§11 [1,0] 012 [1,0] §22 [1,0] § [ 1 , 0 ] 
§11[0,1] §12 [0,1] §22[0,1] § [ 0 , 1 ] 

I §11 [1.1] §12 [1,1] §22 [1,1] § [1 , 1 ] | 

(это условие отбрасывает матрицы Римана, приводящиеся целочислен­
ным симплектическим преобразованием к диагональной форме). 

( 7? 7? \ 
j}^ ^^] — произвольная матрица Рима­

на с условием невырожденности (4.3), удовлетворяющая одному из трех 
условий вещественности: 

Тип I: В = — В, 
Тип 

Тип III: В = (\ I)- В. 
Тогда функция 

^ (̂ ^ ^) = — In 
Q[0,0;p,.P,]{^K^U. i {у — Уо) 

" ) 
Q[0,0;g„q,]i^Kr^U- i (у — Уо) 

(4.4) 
(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 
является гладким вещественным решением уравнения Щу = sin и, где 
характеристики pi, pg, Qi, q^ для типов I—III имеют вид 

Pi 

Р2 

Qi 

Я2 

Тип I 

^ / 4 

0 

1/4 

0 

Vi 

Va 

V4 

V2 

Tun II 

0 

1/4 

1/2 

4i 

Tun I II 

0 

0 

Va 

0 

(4.8) 

векторы и = 

£̂ 1 = 1, U^--

{иг, U„), V 

9i2 + у 9?2 — ^9ii922 
2911 

(̂ 1» ^2) имеют вид 

•qii, V.= 
9l2 . ] / . . 9l2 " " '^911322 

(4.9) 
a величины q^ = д^ (В) вычисляются no следующим формулам {детерми­
нант D определен равенством (4.3)): 

qii = Z)-i de l 

912 = D~^ det 

e [0, 0] 012[0, 0] 022 [0, 0] 0 
0 §12 [1,0] §22 [1.0] e [ i , 0] 

9 [0,1] §12 [0,1] §23 [0,1] 0 
0 §12[1.1] §22[1,1] § [ 1 , 1 ] 

§11 [0,0] § [0 ,0] §22 [0,0] 0 
§11 [1,0] 0 §22 [1,0] § [ 1 , 0 ] 
§ „ [ 0 , 1 ] § [0 ,1 ] §22 [0,1] 0 
§11 [1,1] 0 §22 [1,1] § [ 1 , 1 ] 

(4.10) 

(4.11) 



38 Б. А. Дубровин, С. М. Натанзон 

^22 = ^ i d e t 

би [О, 0] 612 [О, 0] 0 [О, 0] О 
ёц[1,0] e i j i , 0] о е[1,0] 
§11 [0,1] §12 [0,1] е[о, 1] о 
§11 [1,1] S i j i , 1] о § [ 1 , 1 ] 

(4.12) 

Для матриц Римана типа I I I есть еще одно семейство вещественных ре­
шений вида 

и (х, г/) = -т- In 
0 О ), 0;-4-'0] • XQ 

и-
У — Уо 

') 
X —~ XQ 

и. 
' — у о 

(4.13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем сначала произвольную матрицу 
Римана (без условий вещественности), построим по ней соответствующую 
функцию Q (z) = Q {z \ В) и будем искать решения уравнения (1.18) 
в виде (1.17), где ^ — произвольный вектор, А имеет вид 

A = - L M + -^^/V, л/, ivez^ (4.14) 

а векторы С/, V пока неизвестны. Для отыскания этих векторов восполь­
зуемся соотношением (1.10). При условии е̂  = 1 имеем 

е (z + А)е (z - А) - аО^ (z) + dudvQ {z)'^ (z) - ^ 9 {z)dvQ (z), (4.15) 

Преобразуем это равенство, используя теорему сложения (4.2) (ср. [5]). 
Получаем систему из 2^ соотношений 

2 S U.V^d,^ [п] + а ё [п] = ё [п] (2А), п е (Z^)^. (4.16) 

При ^ ^ 2 условия совместности этой системы дают набор нетривиаль­
ных соотношений на матрицу Римана В, необходимых (и, по-видимому, 
достаточных; см. [5]) для того, чтобы матрица В была матрицей периодов 
гиперэллиптической римановой поверхности. А для g = 2 эти уравнения 
легко решаются. Возьмем в качестве А вектор А = (^/2, 0). Тогда система 
(4.16) перепишется в виде 

2U,vAi [п] + 2 {U,V^ + и^Уг%, [п] + 2U^VA2 Ш + аЪ [п] = 
= ( - 1 ) < е In], (4.17) 

где п = (^1, щ) принимает значения (О, 0), (1, 0), (О, 1), (1, 1). Решая 
ее по правилу Крамера, получим 

U,V, U,V, + и,Уг = gi2, U,V, ^ ^22, (4.18) 

где величины qij имеют вид (4.10)—(4.12). Отсюда, очевидно, следуют 
формулы (4.9). Тем самым мы проверили, что перечисленные в теореме 
формулы дают решения уравнения sine-Gordon. Проверим, что эти реше­
ния гладкие и вещественные при условиях (4.4)—(4.6) на матрицу В. 
Для этого достаточно доказать вещественность векторов С/ и F , опреде­
ленных формулами (4.9). Разобьем доказательство вещественности на 
ряд лемм. 

Л е м м а 4. Для матриц Римана В, удовлетворяющих одному из ус­
ловий вещественности (4.4)—(4.6), величины д^ = qtj (В), определенные 
формулами (4.10)—(4.12), вещественны. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для тэта-констант из условий (4.4)—(4.6) 
получаем такие соотношения: 

din] = ехр {~2ni in, Х>2)е [п], %j [п] = ехр (—2яК^Д>^)9/с7 Ь] , (4.19) 
где А, = О, (1/2, 1/2) или (1/2, 0) для типов I, II, III соответственно. Для 
типа I получаем поэтому, что все тэта-константы вещественны. Для типов 
И, III тэта-константы Э [0,0], G [1, 0], 6 [О, 1], 6 [1,1] при комплексном 
сопряжении умножаются соответственно на 1, —г, —г, 1 или на 1, —î  
1, —i (то же самое справедливо для констант 6̂ |е [п]). Во всех трех слу­
чаях отсюда вытекает вещественность величин g ĵ- Лемма доказана. 

В силу доказанной леммы достаточно проверить положительность 
дискриминанта 

б = ^12 — 4^11^22- (4.20) 

Л е м м а 5. Дискриминант б = б {В) не обращается в нуль для 
любой матрицы Римана В, удовлетворяющей условию невырожденности 
(4.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим прежде всего, что векторы С/, 
V определяются из системы (4.17) однозначно с точностью до перестанов­
ки и до преобразований U »-> kU, V ь-̂  k^^V, Далее, любая 2 х 2-матрица 
Римана с условием (4.3) определяет риманову поверхность Г рода 2. 
Для этой римановой поверхности Г и подходящей пары ее точек ветвления 
векторы и я V обязаны поэтому иметь вид (1.12). Хорошо известно, что 
эти векторы различны (см., например, [5]). Лемма доказана. 

Рассмотрим теперь детерминанты ^ц, qi2, ?22> стоящие в числителях 
формул (4.10)—(4.12) (т. е. д^; ^ D~'^qij). Они определены уже для всех 
матриц Римана В (без ограничения (4.3)). Покажем, что даже при обра­
щении в нуль детерминанта D величина 8 = ql^ — ^Ч\^Яч2 может зану-
ляться лишь на некоторых кривых в трехмерном пространстве матриц 
Римана. Действительно, зануление детерминанта D означает, что матрица 
Римана В имеет в некотором базисе решетки диагональный вид В = 
= [^ ) .Соответствующие тэта-функции двух переменных распадаются 
тогда в произведение двух одномерных тэта-функций. Поэтому ^ц — ̂ 22 ^ 
^ О, gi2 =7̂  О для почти всех TI, Х^- Легко проверить, что при замене базиса 
решетки периодов, даваемой целочисленным симплектическим преобра­
зованием, величина б может лишь умножаться на ненулевой множитель. 
Значит, для почти всех матриц Римана, лежащих на уровне Z) = О, ве­
личина б =7̂  0. 

Далее, если В — матрица периодов вещественной римановой поверх­
ности типов I—III, то В удовлетворяет условиям вещественности (4.4)— 
(4.6) соответственно. Для такой матрицы Римана дискриминант б по­
ложителен. Из предыдущих рассуждений вытекает, что б не может ме­
нять знак. Это завершает доказательство теоремы. 

§ 5. Заключительные замечания 

1. Построенные выше по матрице Римана В двухзонные решения 
уравнения sine-Gordon таковы, что функция ехр iu (а:, у) почти периодична 

по а: и 1 г/ с парой периодов J i , Т% и Т\, Т\ соответственно. Эти периоды 
определены с точностью до преобразований Лоренца 

r f ^ rf, r f ^ кТ1 ТУ ^ к'^ТУ (5.1) 
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Ж ДО преобразований вида 

( r i ' V - S ^ i j C n ' T ' . (5.2) 

где {niij) — целочисленная унимодулярная матрица, порожденных за­
меной базиса решетки периодов. Явный вид этих периодов таков: 

1Б-Ю, \ \ = iS-W, (5.3) 

где матрица Б имеет для типов I—III следующий вид: 
Тип I: Б =В; (5.4) 
Тип II: Л = (^"~^^^ " ~ ! t f ^ ^ t f " ) ; (5.5) 

2/ В22 — 1 + ^12 + Д 22/ 

Тип III: S = {z\Xf,l ZlXfC). (5.6) 
Периодические по х (или по у) решения выделяются условием соизмери­
мости 

n^Tf+ щТ^ = О или ПгП + njl = О, (5.7) 

где «1, щ— целые числа. Если все периоды по д; и по ^ равны бесконеч­
ности, то построенные двухзонные решения переходят в двухсолитонные 
решения уравнения sine-Gordon (см. [3]). 

2. Укажем в заключение семейство двухзонных решений, выражающих­
ся через эллиптические функции. Возьмем такую матрицу Римана: 

^ = 4-(т1т~ 1 + 1)' 1 т т > 0 , l m f > 0 , (5.8) 

где тип I: Rex = Кет = О, тип П: Кет = 2, Кет = О, тип III: 
Re т = Кет = 1 (такой вид имеют матрицы периодов римановых поверх­
ностей вида w^ = Рз{^^) *)• Производя замену t = х -{- у, I = ̂  •— У, 
перепишем уравнение sine-Gordon в виде 

Щ1 — Щ1 = sin и. (5.9) 
Положим 

62 (2) = е [-1-; о] (ZI т), 03(Z) = е (ZI т) (5.10) 

(стандартные обозначения тэта-функций Якоби, см. [11]); аналогичный 
смысл имеют обозначения 02 {z) и 0з (z) (где т »-*- т). Тогда решения урав­
нения (5.9), эллиптические по if и по ^ (разумеется, эллиптической функцией 
будет ехр ш), имеют вид 

и (t, g) = 4 - I n f A i f l M f l z L M I M f l f , (5.11) 

где 
z = m{t-t,)-\.I!l±I^, г̂  = гх(|-Ы + ^ ^ ^ ^ ^ , (5.12) 

* Было бы интересно исследовать свойства решений других нелинейных уравне­
ний, интегрируемых методом обратной задачи рассеяния, отвечающих римановым по­
верхностям с богатой симметрией. По поводу классификации таких поверхностей см. [7]. 
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вектор {ui, П2) принимает значения (О, 0), (1, 0) для типа I и (1, 1) для 
типов II и III. «Дисперсионные соотношения» для волнового вектора 
(со, х) имеют вид 

ОУ' [/о/о + /^/2] - Х^ [/о/о' + /2/; '] = ^ Ц ^ (/о/о + /2/2) , 

co /̂i/i - yi'hfi = - Ц^ /i/b 

со̂  [/i/o + Ш - К̂  [/i/o + /о/;'] - ^ (/i/o + /0/1) 

(величина а исключается из системы). Здесь введены функции f^^ (z) = 
= 6 [А:/4; 0]{z\ 2т), & = О, 1, 2; аналогичный смысл имеют функции f̂  (z) 
(где т ь> т). Как обычно, отсутствие аргумента у этих функций (или у их 
производных) означает, что этот аргумент равен нулю. Следует отметить, 
что в частном случае, где периоды по ^ бесконечные, решения типа (5.11) 
были найдены И. В. Грибковым [13] при помощи преобразования Бэ-
клунда. 

Добавление. О нулях тэта-функций 
вещественных неразделяющих кривых 

Пусть Г — риманова поверхность рода g с антиинволюцией т, имеющей 
п неподвижных овалов {О ^ п ^ g), которые в совокупности не разде­
ляют Г. Пусть, далее, б {z) — тэта-функция этой римановой поверхности, 
построенная по базису циклов вида (2.27). Она принимает вещественные 
значения на ^-мерных торах вида (2.31). 

Т е о р е м а . На всех торах вида (2.31) функция 6 {z) имеет нули. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Параметризуем точки якобиана / (Г) 

дивизорами D степени g: 
D 

z = 5 ( o + ^^. (Д.1) 
gQ 

Здесь со = (coi,. . ., cog) — нормированные голоморфные дифференциалы, 
Q — фиксированная точка Г, К^ — соответствующий вектор римановых 
констант (см. [10]). 

Л е м м а . Вектор z вида (ДЛ) удовлетворяет (2.31), если и только 
если найдется мероморфный дифференциал с нулями в D -\- х {D) и полю­
сами в Q и % ((?), т. е. D + т Ф) -^ Ку + Q + ^ {Q) {Кт — канониче­
ский класс). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (2.31) выполнено. Тогда искомый 
дифференциал] Q {Р) имеет вид 

р р 
e(J(o-2)e( J со+ 2) 

(р — локальный параметр в точке Р, величина е {Р, Q) имеет вид (1.13); 
ср. [10, гл. 2]). Нули числителя расположены в точках дивизоров D (пер­
вый сомножитель) и т (D) (второй сомножитель в силу (2.29)). Далее, 
(Д.2) есть общий вид дифференциалов с полюсами в (? и т ((?); отсюда 
и из (2.29) вытекает, что 2 + z ^ Я. Лемма доказана. 

Отметим, что 6 {z) = О, если и только если дифференциал Q {Р) 
вида (Д.2) голоморфный. Дивизор D в этом случае содержит точку Q, 
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Проверим теперь утверждение теоремы для гиперэллиптических 
кривых w^ + 2̂̂ +2 (2) = О, где Р2Я+2 (2) — многочлен степени 2^ + 2 
с вещественными коэффициентами. На такой кривой есть пара антиин­
волюций т, т', где т (2, W) = {z, w), т' {z, w) = {z, -~w), a также инволю­
ция 7 (z, w;) = {z, —w). Пусть антиинволюция т неразделяющая. Возь­
мем Q = {Z == ос); тогда т'(? = (?. Дифференциалы Q (Р), фигурирующие 
в лемме, имеют вид 

R, (z) dz 

где многочлен Rg (z) степени g имеет вещественные коэффициенты. Его 
нули симметричны относительно у. Итак, интересующие нас точки яко­
биана (вида (2.31)) параметризуются дивизорами D такими, что D + т {D) 
инвариантен относительно у. Дивизоры D, удовлетворяющие этому усло­
вию, имеют вид 

где x'Pi = Pi, Обозначим через А[,, . ., Am все овалы инволюции т', 
не содержащие Q. Здесь т = п — 1 при ^ ^ О, т — О при п — О 
и g ~ 2р, т = i при п — О и ^ = 2 р - | - 1 . «Номер» (sj, . . ., г^^) компо­
ненты вида (2.31) определяется так: eĵ  — количество точек по модулю 
2 дивизора Z>, лежащих на овале А^, В каждой такой компоненте имеют­
ся дивизоры/), содержащие точку Q (напомним, что в этом случае дифферен­
циал (Д.З) голоморфный). Тогда Э {z) = О, где z имеет вид (Д.1) (см. [10]). 

Перейдем теперь к общему случаю римановой поверхности Г с не-
разделяющей антиинволюцией т. Каждая такая поверхность может быть 
получена деформацией из вещественной гиперэллиптической в классе 
вещественных кривых (см. [6]). Для гиперэллиптического случая мы на­
шли в каждой компоненте вида (2.31) дивизор D такой, что D + т {D) 

g 
есть дивизор голоморфного дифференциала £2 = 2J ^i^i- Этот дифферен-

— г = . 1 

циал симметричен относительно т: T*Q = Q, коэффициенты а^ вещественны. 
При непрерывной деформации базисные дифференциалы со̂  меняются 
непрерывно (см. [12, с. 99—103]). Тем самым голоморфный симметрический 
дифференциал Q определен на всех кривых из деформации. Он и опреде­
ляет нам нул> тэта-функции, лежащий на соответствующей компоненте. 
Теорема доказана. 
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