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INTRODUZIONE

Questo testo di Meccanica Quantistica ha origine dalle lezioni che ho tenuto nel
corso degli anni agli studenti del quarto anno, e poi della laurea specialistica,
del Dipartimento di Matematica dell’Universita di Roma La Sapienza. E stato
di spunto per miei seminari/lezioni agli studenti della Scuola di Dottorato in
Matematica della Universita di Roma La Sapienza e agli studenti di Dottorato
in Matematica del settore di Fisica Matematica della Sissa di Trieste.

Ho cercato di delineare una presentazione che, senza togliere alla precisione ma-
tematica, facesse cogliere la struttura concettuale e I'unita della teoria. Occorre
chiarire subito che la Meccanica Quantistica che viene descritta in questo libro
é la meccanica quantistica non-relativistica formulata nelle sue parti essenziali
da De Broglie e soprattutto Schrodinger da un lato, e da Born, Heisenberg e
Jordan dall’altro, con contributi importanti di Dirac e Pauli. Questo libro non
tratta, se non molto marginalmente, argomenti relativi a sistemi quantistici con
infiniti gradi di liberta, Teoria dei Campi Quantizzati e Meccanica Statistica
Quantistica.

Ho avuto modo di compiere una rielaborazione di tutto il testo durante gli anni
in distacco all’Accademia dei Lincei, e la stesura definitiva di alcuni capitoli
¢ stata fatta in occasione della preparazione di una serie di lezioni/seminari
che ho tenuto al Dipartimento di Fisica dell’Universita Federico II di Napoli
nell’ambito del progetto Mecenas. La forma finale della presentazione di questi
capitoli ha tratto molto beneficio dall’attenta partecipazione dei presenti.

Desidero esprimere un sincero ringraziamento agli ex studenti miei che hanno
visionato versioni preliminari di questo libro e contribuito al loro miglioramen-
to con osservazioni, commenti costruttivi e talora suggerimenti di correzioni.
Questo ha portato ad un sensibile miglioramento della presentazione. Un rin-
graziamento particolare agli amici Raffaele Carlone e Rodolfo Figari non solo
per i commenti ma anche per avere dedicato molto del loro tempo alla prezio-
sa opera di assemblaggio che ha reso possibile la presentazione della versione
finale. Infine, un ringraziamento particolare all’amico e collega Giuseppe (Bep-
pe) Marmo; senza il suo attivo coinvolgimento presso gli editori questo testo di
Meccanica Quantistica in due volumi sarebbe rimasto solo un progetto.

PRESENTAZIONE

La prima parte del libro (Capitoli da 1 fino a 10) contiene gli elementi essen-
ziali della costruzione matematica e concettuale della Meccanica Quantistica, e
alcuni degli strumenti matematici che maggiormente sono utilizzati per la sua
formulazione.
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Alcuni capitoli contengono costruzioni specifiche della dinamica quantistica e
applicazioni tratte da problemi di Fisica.

Questa parte introduttiva serve a familiarizzare lo studente con il formalismo
della Meccanica Quantistica, e tuttavia contiene anche argomenti di ricerca.
Ciascuno dei capitoli della seconda parte (Capitoli 11 fino a 19) tratta un tema
specifico, spesso oggetto tuttora di ricerca, scelto tra quelli che considero pia
interessanti.

Poiché la definizione interessante ¢ largamente soggettiva, alcuni dei temi non
trattati possono essere da altri considerati piu rilevanti o di maggiore interesse
per alcune applicazioni.

Le applicazioni della Meccanica Quantistica coprono un vastissimo spettro di
argomenti di ricerca, e la scelta di quali trattare non puo essere che individuale.

Nel seguito verra data una panoramica degli argomenti trattati nei due volumi
di cui si compone questo libro.

Il Capitolo 1 ¢ una breve introduzione storica, a mio avviso necessaria per
comprendere la formulazione della Meccanica Quantistica.

11 Capitolo 2 contiene un’analisi del linguaggio (anche matematico) della Mec-
canica Quantistica e delle difficolta concettuali che si incontrano nel rapportare
questo linguaggio alla realta sperimentale, in particolare per quanto riguarda la
teoria della misurazione e la decoerenza.

La Meccanica Quantistica ¢ un modello, denso di aspetti storici e culturali, che
possiamo utilizzare per descrivere e organizzare le esperienze relative a strutture
delle dimensioni atomiche.

In questo campo ci da risposte estremamente accurate e previsioni di straordi-
naria efficacia.

Gran parte della tecnologia che ¢é stata sviluppata negli ultimi decenni ¢ basata
sull’utilizzazione del formalismo della Meccanica Quantistica.

Tuttavia una parte concettuale della Meccanica Quantistica non € stata finora
posta in forma completamente soddisfacente e il modello Meccanica Quantistica
come é esposto in questo libro non coglie completamente la complessita dei
fenomeni su scala atomica.

Questo ¢é in parte dovuto al fatto che per descrivere I'organizzazione degli esperi-
menti, comunicare i risultati di un’esperimento e sottolineare la sua importanza
utlizziamo il linguaggio (nel senso linguistico del termine) della fisica classica
(macroscopica), ['unica a cui accediamo direttamente con i nostri sensi.

In particolare la formalizzazione in Meccanica Quantistica dei processi di misu-
razione presenta notevoli problemi concettuali.

Un’appendice viene dedicata alla descrizione di un formalismo, originato da de
Broglie e che chiameremo dell’onda guida
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In questa formulazione i punti materiali (elementari) vengono guidati da un
campo di velocita costruito a partire da una funzione d’onda complessa che nella
sua dipendenza dallo spazio e dal tempo soddisfa 1’equazione di Schroedinger.
Questo formalismo evita i problemi connessi alla misurazione, ma ne introduce
altri di natura statistica. dipende dal tempo

Il Capitolo 3 contiene i primi elementi di dinamica quantistica e la loro connes-
sione con i gruppi che preservano strutture fondamentali relative ai concetti di
stato e osservabile.

Questo formalismo viene esemplificato mediante la trattazione del moto di un
sistema quantistico non soggetto a forze, allo scopo di introdurre tecniche di
analisi che verranno utilizzate in seguito per studiare la dinamica di sistemi con
interazioni.

In un appendice viene data una trattazione elementare del ruolo di strutture
topologiche nella descrizione quantistica di sistemi semplici nei quali la hamil-
toniana varia lentamente nel tempo (sistemi adiabatici) ; in particolare viene
trattata brevemente la fase topologica (fase di Berry)

I Capitoli 4, 5, 6, 9 danno una breve introduzione alla strutture che pia fre-
quentemente vengono utilizzate nella trattazione matematica della Meccanica
Quantistica.

A questo proposito conviene notare che la Meccanica Quantistica ha avuto un
ruolo determinante nello sviluppo di gran parte della matematica moderna, in
parte attraverso il contributo di Fisici Matematici e in parte come stimolo per
lo sviluppo di tecniche che hanno poi avuto applicazioni in altri campi della
matematica.

Questi capitoli danno in particolare i primi rudimenti e applicazioni della teo-
ria delle algebre di von Neumann, della teoria dei semigruppi, in particolare
semigruppi di Markov, della teoria degli operatori su spazi di Hilbert .

Il Capitolo 9 tratta della teoria delle estensioni di questi operatori, quando
necessario e possibile, per provvedere generatori di gruppi ad un parametro di
simmetrie o di evoluzione temporale.

Tutte queste strutture hanno un ruolo essenziale nella formulazione matematica
della Meccanica Quantistica e delle sue applicazioni.

Il Capitolo 7 tratta il sistema di Weyl e la sua algebra, uno degli strumenti
chiave nella formulazione matematica della Meccanica Quantistica.

Viene descritta la sua relazione con la descrizione della quantita di moto in Mec-
canica Quantistica, un punto centrale sia nel filone di De Broglie-Schrodinger
che in quello di Born-Heisenberg-Jordan.

Vengono anche descritte le rappresentazioni che hanno avuto un ruolo principale
nella successiva estensione della Meccanica Quantistica a sistemi con infiniti
gradi di liberta e vengono dati brevi cenni al problema di cosa debba intendersi
per quantizzazione.
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A questo proposito é interessante notare che il termine quanto utilizzato da
Planck e poi piu efficacemente da Einstein (quanto di luce) & poco connesso alla
quantizzazione introdotta in Meccanica Quantistica non relativistica.

In un’appendice vengono dati alcuni elementi dell’algebra di Weyl magnetica,
uno stumento utile nella descrizione dell’interazione della materia con campi
elettromagnetici esterni.

Il Capitolo 8 tratta in modo relativamente elementare il problema del limite
semiclassico, cioé¢ in che modo la dinamica quantistica rifletta la dinamica clas-
sica quando viene applicata in circostanze in cui, per i fenomeni considerati,
le quantita che hanno la dimensione di un’azione risultano avere valori molto
maggiori della costante di Planck.

In parte di questo capitolo utilizziamo anche i metodi di fase stazionaria, in
analogia a quanto avviene nella trattazione dell’ottica geometrica e in relazione
con 'ottica ondulatoria.

Una trattazione piti completa del limite semiclassico con strumenti matematici
piu avanzati viene ripresa nella seconda parte di questo libro, al capitolo 11.

Il Capitolo 10 riguarda l'utilizzazione degli strumenti matematici descritti nei
capitoli 4,5, 6, 7, 9 per analizzare la dinamica quantistica di uno o piu punti
materiali che interagiscono tra loro mediante forze di natura potenziale.
Vengono descritte in questo capitolo le dinamiche associate a potenziali di varia
regolarita, vengono date tecniche generali di costruzione.

Vengono infine esplicitate classi di potenziali per i quali & possibile la costruzione
di una dinamica quantistica.

1l Volume 2 inizia con il Capitolo 11 nel quale vengono descrizitte le funzioni
di Wigner, uno strumento introdotto per descrivere aspetti del limite semiclas-
sico ma che ha assunto una rilevanza propria nella trattazione della Meccanica
Quantistica.

Strettamente connessa a questo tema, attraverso la quantizzazione di Weyl de-
scritta nel Capitolo 7, é la formulazione mediante operatori pseudodifferenziali,
generalizzazione naturale ed efficace degli operatori differenziali che appaiono
nell’equazione di Schréodinger.

Gli operatori pseudodifferenziali giocano un ruolo importante nella trattazione
matematica della materia cristallina, soprattutto in presenza di campi magne-
tici, e in generale nei problemi che provengono dalla Fisica dello stato solido.

Il Capitolo 12 riguarda una particolare classe di operatori in uno spazio di
Hilbert, gli operatori compatti.

Essi giocano un ruolo particolare nella trattazione matematica della Meccanica
Quantistica, e le loro proprieta sono alla base di numerosi risultati matematici
che hanno rilevanza in Fisica.

Questo Capitolo raccoglie anche un’antologia di disuguaglianze che sono di uso
comune.



PRESENTAZIONE XV

Il Capitolo 13 contiene una trattazione matematica della parte di Meccani-
ca Quantistica che riguarda i potenziali periodici, utilizzati per descrivere la
struttura cristallina.

Questo aspetto della Meccanica Quantistica copre una larga parte delle appli-
cazioni alla Fisica dello Stato Solido, e costituisce un campo di ricerca molto
attivo e ricco di problemi aperti.

Il Capitolo 14 introduce la formula di Feymann-Kac, uno degli argomenti pit
discussi quando viene utilizzato nella trattazione di sistemi con infiniti gradi di
liberta (teoria dei campi quantizzati).

Nella maggior parte dei testi di Fisica la formula stessa viene utilizzata in modo
formale, senza una vera giustificazione matematica.

In questo capitolo la formula di Feymann-Kac viene connessa al semigruppo del
calore.

In questo contesto viene data una breve trattazione della teoria matematica delle
probabilita, delle variabili casuali, del moto Browniano e sue generalizzazioni e
dei processi di Markov.

In un appendice vengono date alcune nozioni di teoria delle probabilita e di
processi stocastici utili per comprendere I’ esposizione degli argomenti trattati.

Il Capitolo 15 analizza la teoria delle forme quadratiche, in particolare della
forma di Dirichlet, in connessione con la formulazione della teoria degli operatori
autoaggiunti come teoria delle forme quadratiche.

Viene introdotta e discussa l’estensione di Friedrichs

Viene anche discussa la connessione con ’operatore modulare e con la condizione
K.M.S. utilizzata soprattutto, ma non solo, in Meccanica Statistica Quantistica.
Questo Capitolo termina con la versione non commutativa dell’equivalenza tra
misure espressa dalla derivata di Radon-Nikodym.

Il Capitolo 16 contiene la trattazione quantistica dell’atomo di idrogeno e degli
atomi idrogenoidi, sottolineando nel primo caso il ruolo, in analogia con il caso
classico, della presenza di un ulteriore costante del moto (oltre a quelle che per
il teorema di Noether vengono associate alle simmetrie continue del sistema).

Il capitolo termina con la descrizione dei metodi con cui é possibile dare una
stima, in generale dall’alto, del numero di stati legati di un sistema quantistico.

Il Capitolo 17 contiene elementi di teoria dello scattering in Meccanica Quanti-
stica.

Viene prima discussa la formulazione dipendente dal tempo,in cui si analizza di-
rettamente il comportamento asintotico nel tempo di uno stato puro quantistico
sotto I’evoluzione generata da una forza di natura potenziale.

In questo contesto vengono introdotti gli Operatori d’onda e la matrice di
scattering.



Xvi INTRODUZIONE

In seguito viene trattata la teoria stazionaria dello scattering in cui lo stesso
comportamento asintotico viene analizzato attraverso lo studio dell’operatore
risolvente e delle sue proprieta.

Il capitolo contiene infine la descrizione di un metodo, dovuto ad Enss, basato
su uno studio dettagliato della propagazione della funzione nello spazio delle
configurazioni.

Per la sua efficacia questo metodo di Enss e le sue generalizzazioni vengono
utilizzato negli articoli di ricerca pit recneti che riguardano la struttura generale
dello scattering in Meccanica Quantistica.

Gli altri due metodi, e soprattutto la teoria stazionaria dello scattering, sono
piu utilizzati per analizzare in dettaglio la matrice di scattering per il caso di
specifici interessanti potenziali.

Il Capitolo 18 riprende la teoria dello scattering analizzando il metodo di Mourre,
che prende spunto dal metodo di Enss e lo generalizza.

Il metodo di Mourre e sue generalizzazioni successive, come il metodo degli ope-
ratori coniugati, é oggi il metodo pitt comunemente utilizzato nello studio degli
aspetti matematici della teoria dello scattering da forze di natura potenziale.
Il metodo stesso é poi generalizzato per permettere una trattazione matematica
del sistema composto da N corpi quantistici interagenti mutuamente mediante
forze di natura potenziale.

Viene brevemente descritta la struttura spettrale del sistema quantistico di N
corpi e vengono dati elementi della teoria dello scattering per questo sistema.

Nel Capitolo 19 viene descritta la teoria delle applicazioni completamente po-
sitive, che giocano un ruolo determinante nella trattazione dei sistemi quanti-
stici aperti (cioé in interazione con un ambiente quantistico esterno della cui
modificazione non é possibile tener traccia).

In particolare vien analizzata la teoria delle forme di Dirichlet e i teoremi di
Beurling-Denis

In questo contesto si analizzano i semigruppi markoviani e le proprieta di iper-
contrattivita di operatori su spazi di funzioni (contrattivitd tra spazi dotati
di topologie diverse, che portano in generale ad avere proprieta di regolarita
maggiore della funzione immagine).

Queste proprieta di ipercontrattivitd portano spesso in Meccanica Quantistica
a formulare criteri di esistenza e unicita dello stato di energia minima (stato
fondamentale) e sono alla base della costruzione della teoria dei campi quantiz-
zati.

Esse generalizzano al caso di dimensione infinita gli strumenti di teoria delle
funzioni tipici della formulazione di Schrodinger della Meccanica Quantistica.
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CariToLO 11
LIMITE SEMICLASSICO II. FUNZIONE DI WIGNER.
OPERATORI PSEUDODIFFERENZIALIL.

In Meccanica Classica uno stato puro del sistema é descritto da una misura di
Dirac portata da un punto nello spazio delle fasi. Per gli stati che corrispondono
a miscele statistiche 'identificazione é data da una funzione positiva integrabile
p(p, q)-

In Meccanica Quantistica uno stato puro ¢ descritto da una funzione a valori
complessi sullo spazio delle configurazioni, il cui modulo é a quadrato integrabile
rispetto alla misura di Lebesgue. Ad uno stesso stato corrispondono le funzioni
che differiscono tra loro solamente per un fattore moltiplicativo costante.
Alternativamente, si puod descrivere uno stato mediante una funzione a valori
complessi sullo spazio dei momenti, trasformata di Fourier della precedente.

E ovvio che, per trattare il limite semiclassico, sarebbe conveniente rappresen-
tare lo stato mediante una funzione a valori reali sullo spazio delle fasi classico,
e che la corrispondenza tra funzione e stato fosse uno-a-uno.

A questi requisiti soddisfa la funzione di Wigner associata ad uno stato quanti-
stico.

A differenza della funzione p la funzione di Wigner non é positiva ovunque
(fa eccezione come vedremo per la funzione associata ad uno stato coerente
generalizzato di dispersione totale maggiore o uguale a k), e pertanto non pud
essere interpretata come densita di probabilita.

Ha tuttavia delle proprieta di regolarita notevoli, ed é connessa in modo natu-
rale, come vedremo, al sistema di Weyl.

Inoltre il suo integrale sullo spazio degli impulsi é una funzione positiva che coin-
cide con la distribuzione di probabilita del vettore di stato nella rappresentazione
delle coordinate, e analogamente il suo integrale sullo spazio delle coordinate é
una funzione positiva che coincide con la distribuzione di probabilita nello spazio
dei momenti.

Ad uno stato puro, rappresentato nello spazio delle coordinate dalla funzione a
valori complessi ¢ € L2(RY), associamo la funzione di Wigner

e €Wy (a: + y) I (ac - Q) dy 1.1

Wl &) = (2m) ™ [ : :

RN

7
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E facile vedere che la funzione cosi ottenuta ¢ a valori reali.

L’applicazione v — W é& quadratica, e pertanto W non viene alterata se si
moltiplica v per un fattore di fase costante.

Le funzioni W, sono quindi associate a stati puri del sistema.

La corrispondenza tra Wy, ed il nucleo integrale del proiettore my, su ¢

(2, y) = ()Y (y) 11.2

¢ lineare.

Se 1(x,t) risolve 'equazione di Schrodinger libera

o 1
— = ——A 11.3
o T A
la funzione Wy, ¢ soluzione dell’equazione di trasporto (o di Liouville)

aa—‘f + (&, VW) =0 11.4

Se si tien conto della costante di Planck (anziché utilizzare unita di misura in
cui essa ha valore uno) ’equazione di Schrodinger libera diventa

o R
N 11.
n i g

e la funzione di Wigner assume la forma

h AN ¢

Con questa definizione I’equazione di Liouville (11.4) resta soddisfatta.

In presenza di un potenziale V(x) equazione di Schrodinger diventa

oy W

Ponendo

, hy\ — I
Pl =wheen = o [ ey (o4 )5 (ne- ) ay
RN
11.7
questa funzione soddisfa

afh

ﬁJr(é,fohHK*g =0 11.8



dove K & definito da

KX@&)Ei(%ﬂpr/e_“ﬁy)O/(x+-%)—-V(x——g))dy 11.9

e abbiamo usato la notazione
(1 5 W) = [ Koy~ W )d 11.10

Se il potenziale V ¢é sufficientemente regolare ci aspettiamo che 'equazione (11.8)
abbia soluzione in uno spazio opportuno.

Notiamo che, sempre sotto opportune ipotesi su V, dalle considerazioni che ab-
biamo fatto sul limite semi-classico, ci aspettiamo che se il dato iniziale in (11.8)
f% converge quando h — 0 a f in una topologia opportuna (che preciseremo)
allora il limite

f(t) = lim f*(t)

h—0

esista in senso debole, sia una misura positiva e soddisfi ’equazione (di Liouville)

O €Vul) ~ (VW (@), Ve) =0 1
Dimostreremo infatti (Teorema 11.3) che se il potenziale V' soddisfa opportune
proprieta di regolarita, allora f”(¢) converge per sottosuccessioni uniformemente
in |[t| < T per ogni T > 0 in senso *-debole in una topologia opportuna verso
una funzione f(t) € C,(R™N) che soddisfa (11.11) nel senso delle distribuzioni.
Sotto ulteriori proprieta di regolarita del potenziale f(¢) ¢ 'unica soluzione di
(11.11) e rappresenta il trasporto di fp lungo il flusso di equazione

P=¢  £=-VV.

Il Teorema 11.3 afferma che se il limite formale indicato esiste, esso soddisfa
l’equazione di Liouville associata al sistema newtoniano

i=¢ £=-VV 11.12

La corrispondenza 1 — WJ} rappresenta allora uno strumento efficace per lo
studio del limite semiclassico.

Daremo una enunciazione precisa di questo Teorema dopo aver analizzato le
proprieta di regolarita della funzione di Wigner.

Notiamo che la (11.1) permette per linearita di definire funzioni di Wigner
associate a operatori di classe traccia, di Hilbert-Schmidt e piu in generale ad
operatori descritti da un nucleo integrale.



LIMITE SEMICLASSICO II. FUNZIONE DI WIGNER. OPERATORI
10 PSEUDODIFFERENZIALI

Se p é un operatore di classe traccia, con nucleo integrale p(z,y) consideriamo
I’ operatore p che ha come nucleo integrale

5 — Y _Q)

La trasformata di Wigner di p & la trasformata di Fourier di p rispetto ad y

) 1 1
Wy(z, &) = (27r)_N/e_’(5’y)p (m + YT = 2y> dy 11.13

Si puo verificare che questa definizione coincide con la precedente se p é un
proiettore.
Notiamo che Trp = [ |p(x,0)|?dz e che il nucleo di p soddisfa

p e L*(RY x RN)YNCo(RY, L' (RY)) N Co(RY, L' (R))).

Poiché p ¢ hermitiano la funzione p(z, y) ¢ la complessa coniugata della funzione
La (11.13) permette poi di estendere la definizione della funzione di Wigner al
caso in cui p & di classe Hilbert-Schmidt; in questo caso si ha

IWoll* = 2m) =¥l oll3 11.14

Come abbiamo notato, la funzione Wy(x,£) non & in generale una funzione
positiva (e quindi non puo rappresentare una distribuzione di probabilita).
Tuttavia le sue marginali riproducono le distribuzioni di probabilita in posizione
e in impulso dello stato rappresentato dalla funzione ¢.

Si verifica facilmente

Lemma 11.1

~

Jwoead=1FOr,  [Wa@ode=1r@PF 1L

o

Nota 11.1 R
A stretto rigore la (11.15) vale se ¢ € L' N L%, ¢ € L' N L?. Negli altri casi
il termine a sinistra deve essere interpretato con procedimenti di limite.

&

Conviene anche notare esplicitamente le relazioni

pilav—ibgL

W; =W, & f(z) =e“g(z) ceR
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Una relazione importante & anche la seguente: per ogni insieme misurabile E in
R*N si ha
[ Wit ©tse < 115 () 1116
E

dove con u(FE) si ¢ indicata la misura di Lebesgue di E.

Ricordando che 'integrale su tutto lo spazio vale || f||3, la (11.16) mostra che la
funzione di Wigner Wy non puo essere concentrata in una regione di misura di
Lebesgue minore di uno (in unita di misura in cui A= 1).

Questo rappresenta una conseguenza molto interessante del principio di indeter-
minazione di Heisenberg, e viene utilizzata nello studio della distribuzione degli
autovalori dell’operatore di Schrodinger nel limite semiclassico.

Una classe importante di stati in Meccanica Quantistica (e soprattutto in ot-
tica quantistica) sono gli stati coerenti che abbiamo introdotto e discusso nel
Capitolo 5 in relazione al limite semiclassico.

Ricordiamo che gli stati coerenti sono rappresentati nello spazio delle configu-
razioni da funzioni parametrizzate dai punti di coordinate ¢, p dello spazio delle
fasi e dalla dispersione % nello spazio delle configurazioni

_@=a)? iwp
bgpa(z) = Ce™ 2a2 e n

dove C' ¢ un fattore moltiplicativo che rende soddisfatta la relazione ||¢q p:all2 =
1.
h

Questi stati hanno dispersione oIS nello spazio dei momenti, quindi il pro-

dotto delle dispersioni & %, il minimo possibile (disuguaglianza di Heisenberg,
conseguenza delle proprieta della trasformazione di Fourier).
La loro funzione di Wigner &
1 _@-9?_ (¢-p? , h

Wopa (@,8) = — e 2777787, Al= 1 11.17
Abbiamo notato che le funzioni di Wigner non sono in generale positive; da
(11.17) si deduce che la funzioni di Wigner associate a stati coerenti sono
positive.
La proprieta di positivita del nucleo integrale di p si traduce in

/ (W) * Wy, o (2,6)dzdé >0, Vip € L*(RY) Vg,p,A 11.18
RN xRN '

dove il simbolo * indica convoluzione nelle coordinate dello spazio delle configu-
TAZLON.
Infatti ¢ facile vedere che I'integrale in ( 11.18) ¢, a meno di un fattore numerico

positivo, uguale a |(¢, ¢g p.a)|*
Non solo l'integrale é positivo, ma anche l'integrando ¢é positivo.
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Questo € reso esplicito dalla seguente proposizione la cui dimostrazione si ottiene
eseguendo le integrazioni richieste.

Proposizione 11.2 (Hardy)
Sia .
Yo p(e,6) = T T
e sia f € L2(RY).
i) Seab=1, (Wy)* g > 0.
ii) se ab > 1, (Wy) x g > 0.

iii) se ab < 1, esistono valori di = e § per i quali (Wy) * 1q(z,&) <O .
¢

Per una generica matrice densita p I'operatore che ha nucleo integrale (positivo)
7q,p;A _
ng (x,y) = WP*W¢q,p;A(x’y)

viene indicato come nucleo di Husimi di p attraverso ¢q p;a.-

Poiché gli stati coerenti formano un sistema completo denso in L?(RY) si puo
notare che, fissato A, per quasi tutti gli » € L2(R") la conoscenza della funzione
(1, ﬁg’p;Aw) determina p.

Questo pone una corrispondenza tra un insieme denso nello spazio di Hilbert
e funzioni positive nello spazio delle fasi che puo essere posta alla base di una
quantizzazione.

Ritorneremo nel seguito di questo Capitolo per descrivere brevemente questa
quantizzazione (di Wick).

Le funzioni di Husimi sono poco utilizzate in Meccanica Quantistica, dove si
preferisce utilizzare la quantizazione di Weyl.

Esse sono molto utilizzate in ottica quantistica, dove hanno un ruolo impor-
tante gli stati coerenti e in teoria dei Campi Quantizzati, dove hanno un ruolo
importante le misure gaussiane, gli operatori di creazione e distruzione e la
quantizzazione di Wick.

La definizione di trasformata di Husimi puo essere estesa a una vasta classe
di operatori descritti da nuclei integrali. Dalle definizioni segue facilmente che
per ciascun valore di A la condizione sul nucleo p(x,y) per rappresentare un
operatore di classe traccia é

HEP® e LR Vg,p, A

Indicando con S e rispettivamente S’ le classi di Schwartz delle funzioni e delle
distribuzioni, dal fatto che ciascuna di queste due classi é trasformata in sé dalla
trasformazione di Fourier si deducono le seguenti proprieta di regolarita

p(z,y) € S(RY x RY) & W,(x,€) € S(RY x RY)
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peS'(RY x RY) = W, eS'(RY x RY)

Piu in generale si pud considerare per ogni coppia di funzioni f,g la forma
quadratica

Wig(z,§) = (277)—N/e‘i<f’y>f <:c + ;y) 7 (x - ;y) dy 11.18

(in questa notazione si ha Wy, = Wiy, ).
Dalle proprieta della trasformazione di Fourier segue il Lemma

Lemma 11.3

Se f,g € S(RY) x S(RN) allora Wy, € S(R?N).

Se f,g € S'(RN) x S'(RN) allora Wy, € S'(R*N).

Se f,g € L*(RN)x L2(RN) allora Wy ;, € L?>(R*™)NCy(R*) ed inoltre soddisfa

Whig1: Whaga) = (15 f2)(92,91)  [Wrglleo < [Ifll2llgll2 11.19
¢

Consideriamo ora 1’ equazione a cui soddisfa la funzione di Wigner Wy se ¢
soddisfa ’equazione di Schrédinger

20
ot

Abbiamo dimostrato nel Capitolo 10 che sotto le condizioni

—H6  H=—3A64V6 b= 0o

loc

Vel (RY), V- eKN(RN), / |V (z)?dx < c(1+R)™ 11.20
|lz|<R

(K" indica la classe di Kummer), 'operatore H & autoaggiunto con dominio

D(H) = {¢ € L*(RY), |V]¢ € Lio(RY), Ap—Voe L*(RY)}

%

e~ e

Sia pp una matrice densita. Poniamo p(t) = Ht od indichiamo con

W (2, €;t) la trasformata di Wigner di p(t).
Sotto queste condizioni, vale il seguente Teorema (la semplice dimostrazione &

lasciata al lettore)

Teorema 11.4
Supponiamo che V verifichi (11.20).
Allora W, ;) appartiene a

C(Ry, L*(RY x RY)) N Cy(Ry x RY , FL'(RY)) N Cy(Ry x Ry, FL'(RY))

(abbiamo indicato con FL! lo spazio di funzioni la cui trasformata di Fourier &
in L') e soddisfa I'equazione di (11.8) per h = 1. &
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Per meglio comprendere 'utilita della funzioni di Wigner nello studio del limite
semiclassico e in particolare la relazione con I'analisi fatta nel Capitolo 8, consi-
deriamo una famiglia di funzioni u, che converge debolmente in L?(R") quando
e — 0.

Specializzeremo in seguito al caso € = v/A e considereremo in particolare succes-
sioni di stati coerenti generalizzati che si concentrano in un punto dello spazio
delle fasi e stati W.K.B. .

Introduciamo, mediante un cambiamento di scala, la successione di funzioni u.
(parametrizzate dal parametro €) e le loro trasformate di Wigner

i)~ (5rr) f el gl

(L N/ e~ 162)y, (x—i—g)ﬂ (m—z) dz 11.21
- \2r7 RN ‘ 2/ ¢ 2 '

Introduciamo anche la corrispondente successione di funzioni (di Husimi) ot-
tenute dalla funzione di Wigner di u. attraverso convoluzione con uno stato
coerente

2

W (2,6) = 27 (me) 972

Ue

11.22

/ue(z)e_‘mz‘2e‘i(f’z)dz

Se la successione u, ¢ limitata in L2(R"), la successione Wﬁ € una successione
di funzioni non-negative in L'(R") che definiscono, se considerate come densita
rispetto alla misura di Lebesgue, una successione di misure p,, .
Considereremo il limite e — 0 di queste misure nel senso della topologia *-debole
della misure di Borel.

Nello studio che faremo conviene introdurre uno spazio in cui le W7 sono
uniformemente limitate, per poter utilizzare risultati di compattezza.
Definiamo pertanto la seguente algebra di Banach

A= {ueCo(RY x RY), (Feu)(z,z) € L'(RY,Co(RY))} 11.23

con la norma

1)t = /R sup | Fal (., 2)d:

Notiamo che A & un’algebra separabile che contiene densamente S(RY x Rév ),
C3°(RY x RY) e tutte le combinazioni lineari di uy (z)uz(€), con ug € C5°(RY)
oppure 4 € C5°(RY)

In (11.23) abbiamo utilizzato la notazione Feu per indicare la trasformata di
Fourier di u rispetto alla variabile £&. Con queste notazioni vale la Proposizione
seguente
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Proposizione 11.6
La successione Wy ¢ limitata in A.

Dimostrazione
Per calcolo esplicito

/R (W5, 0)(w, €)dudg = (;ﬂ)N /R (Fed) g (o + S )u (v - 5 ) de dy da
11.24
da cui 1

/RQN(W;qb)(x,é)dxdg‘ < (;ﬂ)N (/RN Sl;pl(fg(é)(m,y)dy))

N
1
. sup/ ue(a:—l—g)m(x—g)dx <= lléllallull? 11.25
Pl 2 2 o

@
Indichiamo con A’ il duale topologico di .A.
Dalla Proposizione 11.6 si deduce per compattezza che esiste una sottosucces-
sione {u., } che converge debolmente ad una funzione u € A" e al tempo stesso
Wer  converge nella topologia *-debole ad un elemento di .A” che indicheremo
con 1 simbolo .
Conviene notare che se u, converge debolmente ad u, non ¢ detto che Wgr
converga debolmente; occorre in generale scegliere un’ulteriore sottosuccessione
convergente.
Allo stesso modo possiamo costruire successioni di funzioni di Husimi che, inter-
pretate come densita, individuano successioni di misure W;* che convergono
in A” (passando eventualmente a sottosuccessioni). ’
Indichiamo con g il limite di questa (sotto)-successione.

Vale il teorema seguente

Teorema 11.7
1) Si ha sempre = i
2) > |u(x)|*60(§)
3) fRN lu(z)|?dz < wa dp < liminf._ o fRN |ue|?dz

Dimostrazione
Diamo la dimostrazione nel caso N = 1. Notiamo che

_ U=1%41€1®)
€

W =We xG.,  Ge=(me) te

u

11.26

dove il simbolo * sta per convoluzione nelle variabili spaziali.
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Dobbiamo dunque dimostrare che, se ¢ € A (o in un insieme denso) allora ¢*G.
converge a ¢ nella topologia di A.

Da
Fe(p*Ge)(z,2) = {(}'@)(%2)(“)1/2 w2 } ol
si vede che
H(b * Ge - ¢||A S AN sup ]:5(15 — ]:§¢ * (7‘(5)_%@_% dz
+/ (1 — e2F/1) sup|Feo| d= 11.27
RN T

Il secondo termine converge a zero, e cosi anche il primo se ¢ € S(RY x RY).
Poiché quest’ultimo insieme ¢ denso in A il punto 1) del teorema ¢ dimostrato.
La dimostrazione del punto 3) dato il punto 2) segue facilmente da

/ Hy < liminf/ luc|*dx
R2N RN

Per la dimostrazione del punto 2), notiamo che per una successione compatta
ue che converge debolmente a u in L?(R™) si ha per ogni z € RV

Ue (:17 + %) U (:17 - %) — |u(z)|?
Quindi, debolmente per sottosuccessioni in S’(RY x RN)
We = |u(z)? 11.28

e da qui segue g, = ||ul|?60(¢). Indichiamo con W(u, v) l'espressione

W (u,0)(&, ) = (QF)_N/e_i(g’y)u (m + %) v (1; - g) dy

Allora . . .
Wy, =2 Wi +2W;

Ue—U
e per dimostrare il punto 2) basta dimostrare che We(u, ve) converge debolmente
a zero (nel senso delle misure) se u € C§°(RY) e v, converge debolmente a zero
in L2(R"N). Si ha

W€ (u,ve) * Ge

We(u, ve) = (27r)7NRe/67i(£’y)u (x + %) 7. (x - %) dy 11.29
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Dunque, per ogni ¢ € S(RN x RN)
W v),0) = @n) VRe [ dydemiyu (o + L) (Feo)y - /2.2
R2N

Se u € C§°(RY) si ha inoltre

€z

5 z) = u(z) Fep(y, 2) 11.30

. €y

liu (2 + 5 ) (Fe6) (v
nella topologia di L2(RY, L?(RY)).
Ne segue che W*€(u, v,) converge debolmente a zero in A’.
Con stime analoghe si dimostra che W¢(u, v.) converge debolmente a zero nel
senso delle misure.

Q

Nota 11.3
Le seguenti osservazioni possono essere utili e sono facilmente verificabili
a) Puo avvenire che y = 0 (vedremo un esempio esplicito in seguito)
b) Se p,, ¢ la misura associata alla successione u,. debolmente convergente ad u
, allora

w(- — xo, - —&o)
& la misura associata alla successione

; (60.2)
ue(x — x0)e’ o

c¢) La misura p, & anche il limite (per sottosuccessioni) per € — 0 di

N [ -ie®) a2y o (o B
(2m) /e Ue (z + 5 )ue (:E 5 dz

per tutti i valori dei parametri o, 3 € (0,1), o+ 3 = 1.

d) Se la misura u, € associata alla successione u. e la misura v, € associata alla
successione v, in generale alla successione (u. + v) non é associata la misura
ty + vy (ad esempio se ue = v, la misura associata ¢ 4u,,).

Questa proprieta riflette il principio di sovrapposizione in Meccanica Quantisti-
ca.

L’additivita si ha sempre quando le misure p e v sono mutuamente singolari.

&
Esempio 1
Successione di funzioni che si concentrano in un punto
1 T
ue(@) = (?&) 11.31
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Allora si ha

Q<1 W = @6 [ fu)ldy

€e—0
a>1 lim W7 =0
e—0 €
: € 1 =~ 2
&
Esempio 2 (stati coerenti)
ue=€ 2 u (”’ - xo) g e 11.32
ea

0<a<1 limWe., = Jul3 b ()56, (€)
€E—
a>1 lim W; =0
e—0 €

a=1 I/Ve,uE = (27)_N|a(£ - 50)|2 6Z0(x)

Esempio 3 (stati WKB)

ue(z) = u(x)e'@/e, uwe L*(RY), u(z) €eR ac Wli’cl(RN) 11.33

Notiamo che u,(z + %)He(x - %) converge in S’ (R*V) a [u(x)?se 0 < a < 1

e a |u(x)]?e!(Ve(®)2) se o = 1. Si ha quindi
a<l lmWE =|u(z)*5(&)
e—0 €
a=1 lir% W = |u(z)]*6(¢ — Va(x))
€E—>

Esempio 4 (sovrapposizione di stati coerenti)

= Y g (T) NgiEr/e ) cg <1 11.34
Ij#{l}k

Si verifica che il limite in questo caso ¢

D 1B — z)8(¢ - &)
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Uno studio dettagliato delle misure di Wigner nel limite semiclassico puo essere
trovato in [LP93].

Facendo uso della funzione di Wigner, studiamo ora il limite semiclassico. Ab-
biamo

Teorema 11.8 [LP93|

i) Supponiamo che V verifichi (11.20) e inoltre V € C'(RY). Allora per
ogni T > 0 f" converge per sottosuccessioni uniformemente in [t| < T in senso
*-debole (nella topologia di A’) verso una funzione f € Cy(RY) che soddisfa
(11.11) nel senso delle distribuzioni.

ii) Se inoltre V€ CHYH(RN) e V(z) > —c(1 + |z|?), allora f(t) ¢ I'unica
soluzione di (11.11) e rappresenta il trasporto di fo lungo il flusso di equazione

p=¢  £=-VV
o

Sotto le ipotesi del punto i) questo flusso non ha in generale soluzione unica. F
facile allora costruire esempi di non unicita prendendo stati coerenti localizzati
su soluzioni diverse.

Cenno di dimostrazione del Teorema 11.8
Per densita ¢ sufficiente dimostrare che, se

¢ € S(RY x RY), Fe¢ € Ci°(RY x RY)

e se K} ¢ definito come in (11.9), allora ’espressione <Kh xe f1, q5> ¢ limitata
per [t| < T e converge debolmente, quando i — 0, a

| (V@) Veol.&) fla o

Si ha, .
i

<K§ *fa¢> = (27_‘_)]\/ <fh7¢h>A/®A

dove
¢"(z,n) = / (Fed)(w,y)e' M p~1 [V (w + hz) -V (sc - hzﬂ dy 11.35
RN 2 2

Ne segue per ogni ¢ € A’
<afh ¢h> — (" (& V20™) + (" (Knx 1)¢") = 0
f% ) ) s Vo ) h
f

h
Quando & tende a zero le successioni ¢ e % convergono nella topologia indotta
da A’.
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Tenendo conto della convergenza in A’ di ¢" verso ¢ si ha

(F0) = (1.(6.V20) + (£ (VV. Veo) =0 11.36
e quindi il limite f = limp_,o f" soddisfa in senso debole 'equazione (11.10).
Per dimostrare il punto ii), occorre fare un’integrazione per parti per passare
dalla forma debole della soluzione alla forma forte nel caso classico.

Per questo conviene regolarizzare f (per poi passare al limite) e utilizzare il
fatto che la soluzione classica ¢ di classe Lipshitz. Si puo dimostrare che sotto
le ipotesi fatte sul potenziale questo scambio di limite & legittimo.

Q

Nota 11.4

L’analisi che abbiamo fatto per il limite semiclassico dell’equazione di Schré-
dinger puo essere estesa, con poche modifiche, al sistema di Schrodinger-Poisson,
che descrive la propagazione di un sistema di N particelle quantistiche sogget-
te ad un campo elettrico generato dalla loro stessa carica ed ad un eventuale
campo elettrico Fy generato da una densita di carica esterna pyg.
Le equazioni che descrivono il sistema quantistico sono

0¢;

‘ h? ‘

AV = Ey = ejl;(t,x)?
J
E possibile dimostrare (vedi [MM]) che il limite & — 0, che indichiamo con
f (una funzione sullo spazio delle fasi) della funzione di Wigner associata alla

densita (e della misura di Husimi) soddisfa il sistema di equazioni classiche (di
Vlasov-Poisson)

%Jr(g’vf),(ﬂ Vef)=0, E(z)=V, </|miy {po(y) /f(y,f)dé} dy)

dove x, & sono le coordinate nello spazio delle fasi.

&
11.1 RELAZIONE TRA FUNZIONI DI WIGNER E QUANTIZZAZIONE DI WEYL
OPERATORI PSEUDODIFFERENZIALI

La quantizzazione di Weyl é strettamente connessa alla trasformata di Wigner,
che ne ¢ la controparte nella rappresentazione di Schrodinger.
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Sia S lo spazio della funzioni a(q,p) su R?¢ di classe Schwartz.

Nel caso particolare della quantizzazione di Weyl utilizziamo la notazione Op}’ ()
(anziche Q(a)) per 'operatore che viene associato alla funzione a(q,p), ¢,p €
R4,
Si ha, se I(g,p) ¢ una uno-forma su T(R")

OpY ('t @p)y = (i tl(@ 3 V) 11.37
e quindi
(6,00, 8) = |Op (a)| = / W (g, p) (Fa)(p,q) dpdg 11.38

dove abbiamo indicato con F la trasformazione di Fourier.
Nella rappresentazione di Schrodinger, come operatore su L?(R?%) questa rela-
zione si traduce in

(Ork (@) 9)(w) = (2 [ [ a (”” . y,g) ehCIOG(y)dy de 1139

0 equivalentemente

©Ont@ee) = [T( "5 —u)otidn a9 =an [ atn et
11.40

La funzione a(x,&) verra detta simbolo dell’operatore Op¥ (a).

Alcuni autori chiamano la funzione a(z,§) simbolo contravariante per distin-

guerlo dal simbolo covariante che introdurremo ora.

La terminologia controvariante deriva dal fatto che questo simbolo (o piuttosto

la sua trasformata di Fourier) ¢ in dualita con la funzione di Wigner.

Ricordiamo che il sistema di Weyl (che origina l’algebra di Weyl) viene defi-

nito introducendo una fattore di fase per rendere piu simmetrico il prodotto

nell’algebra di Weyl.

Questo porta a definire una trasformazione di Fourier simplettica e definire il

simbolo (di Weyl) covariante a dell’operatore Op}¥ (a) mediante a(z) = a(Jz)

dove z € C% = R?? ¢ J ¢ la matrice simplettica.

Si ha quindi

~

Opj; (a) = /Zi(z) T(2)dz T(z) = er€-2P) 5 =g 4.

I simboli di Weyl covarianti sono particolamente utili nell’analisi del moto quan-
tistico dovuto ad hamiltoniane quadratiche (e quindi di gruppi di trasformazioni
simplettiche lineari nello spazi della fasi classico); quindi sono utili nell’analisi
semiclassica che abbiamo descritto nel Capitolo 8.
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In particolare nel caso degli stati coerenti gaussiani

22

6. =T(z)p0  @ol(z) = (xh) Se

si ha

(¢=, Opy do) = (27Th)7d/ a(z)e” " QL},U(C:Z)dCdZ

R2d
dove (¢, 2) = 3((z) e abbiamo indicato con @ la trasformata di Fourier di a

Noi non utilizzeremo nel seguito i simboli covarianti e intenderemo sempre con
il nome simbolo di un operatore pseudodifferenziale il simbolo controvariante.

Notiamo che la definizione (11.39) puo anche essere scritta

08t (0) 8)x) = b [ [ #1590 (32.6) oto 21 ay

e che in questa forma puo essere utilizzata per definire un operatore anche a
partire da funzioni che non appartengono a S.

Si vede facilmente che
. h
Opy (a) = / / e!la)+h(a-D2)IG (p, q)dpdq = / W (g, p)a(q,p)dgdp D, = -V.
1

In particolare
Os @3 < [ [ 1Fa)p.a)Pdadp L

Tuttavia l'integrabilita del valore assoluto della funzione Fa non é condizione
necessaria perche Op}’ sia un operatore limitato.

Definizione 11.1

Gli operatori ottenuti mediante la quantizzazione di Weyl vengono detti
operatori pseudodifferenziali ; essi sono una sottoclasse degli operatori integrali
di Fourier ; questi ultimi sono ottenuti da (11.40) sostituendo il fattore e7 (*=¥:¢)
con il fattore e# /(%8 dove f ¢ una funzione regolare dei suoi argomenti.

¢

Nota 11.7

La notazione pseudodifferenziale proviene dal fatto che se a(q, p) = P(p) dove
P & un polinomio a coefficienti numerici, 'operatore Op}’ (a) ¢ un operatore dif-
ferenziale; se a(q, p) = f(g), Voperatore Op}'(a) é 'operatore di moltiplicazione
per la funzione f(z).
Conviene tuttavia notare che se il polinomio in p ha coefficienti che dipendono da
q la sua quantizzazione di Weyl non é un operatore differenziale se la dipendenza
da ¢ non ¢ lineare.

&
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Per una trattazione molto dettagliata degli operatori pseudodifferenziali, anche
in connessione con il limite semiclassico si pud vedere [R], [G], [M].

La relazione tra il simbolo di Weyl di un operatore e la trasformata di Wigner di
una matrice densita (in particolare di un proiettore su una funzione d’onda), &
ottenuta utilizzando la dualita naturale tra operatori limitati e matrici densita.
Questa relazione € data in modo esplicito da

(Op (@), 9) = (a(D,2) . g) = / / a6, 2)Wy (6, 0)dE dr Vf.g € D(a(D, )
11.42
dove

Wig(& x) = /e_i(g’p)f (w + ﬁg) g (a? - ﬁg) dp

e abbiamo posto D = ?V.

Ne deduciamo che la funzione di Wigner associata ad una matrice densita p &
il simbolo di p visto come operatore pseudodifferenziale.

Definendo in generale

Wg(&, x) = /e‘i(p@F (:r + hg,:c — hg) dp 11.43

e notando che si tratta della composizione della trasformazione di Fourier con
una trasformazione di variabili che preserva la misura di Lebesgue, si vede che
la (11.43) preserva le classi S e S’ ed é unitaria in L?(R?).

Risulta

Opy; (@) = Opy/(a)

Teorema 11.9

Siano Iy, ..., [, funzioni lineari indipendenti su R?? tali che {l;,,1;} = 0.
Sia 7 : R¥ — R un polinomio.
Definiamo

a(f,x) = T(ll(gvx)a lk(gvx))

Allora
i) a(D,x) & un’applicazione di S in L? ed & un operatore autoaggiunto.
ii) per ogni funzione continua g vale

9(a)(D,x) = g(a(D, z))

¢

Non diamo la facile dimostrazione di questo teorema.

Dalla definizione e analizzando la dualita tra funzioni di Wigner e operatori
pseudodifferenziali si vede che
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1) Op¥(a) & un’applicazione continua S(X) — §'(X)
2) Opy (a) si estende ad un’applicazione continua §’(X) — S§'(X)

1805y (@) Ot (p) = [ alppp.dpda. Dp.a) = [ 7ol a)d
11.44
3) Se a € L*(C?), allora Op¥(a) ¢ di classe Hilbert-Schmidt e si ha

|Opy (@) .5, = (27 h) ™2 [/ la(2)? dz} - 11.45

4) Se A, B € L?(C?), allora il prodotto Op¥(a) - Op¥(b) ¢ di classe traccia e

Tr (Opj(a) - Opy (b)) = (27 h)‘d/a(z) b(z) dz 11.46

Per trovare condizioni sul simbolo a sotto le quali 'operatore Opy’ (a) ¢ limitato
si potrebbe procedere utilizzando la dualita tra operatori e stati che si traduce
in

(¥, Opy (a)y) = / a(p, )Wy (p, q)dqdp 11.47

In particolare si ha ||Op¥ (a)|| < |@|:, ma la condizione |a|; < co non é necessaria
affinché Op}’ (a) sia un operatore limitato.

Se si vuole trovare una limitazione di Op{(a) in funzione del simbolo a(z, 2V)
utilizzando la dualita con la funzione di Wigner W, bisogna tener presente che
la funzione di Wigner puo avere forti oscillazioni locali.

Tali oscillazioni dovranno essere compensate da regolarita del simbolo; questo é
il contenuto del teorema di Calderon Vaillancourt.

Dall’analisi che faremo segue che le condizioni che porremo sul simbolo sono
lungi dall’essere necessarie.

Diamo una traccia della dimostrazione del teorema di Calderon-Valliancourt
perche essa ¢ il prototipo di analoghe dimostrazioni di altre proprieta di Op} (a)
e mette in luce il carattere semiclassico della quantizzazione di Weyl.

Teorema 11.11 (Calderon- Vaillancourt)
Se
Ao(a)= Y [DgDJa(x,§)|w <00,  x,&€R 11.48
|a|+|8]<2d+1

allora l'operatore Op¥ (a) su L?(R?) ¢ limitato e la sua norma soddisfa
10y (a)]| < c(d)Ag 11.49

dove la costante ¢(d) dipende dalla dimensione d dello spazio della configurazio-
ni.
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¢

La dimostrazione del teorema di Calderon-Vaillancourt si basa sullo scrivere il
simbolo a come

a(,&) =Y a@,Gr(.), Y Gr=1 11.50
Jik Jik

dove (jx sono funzioni regolari che formano un ricoprimento di R?* e di cui

ciascuna ha supporto in un ipercubo di centro j, k e di lato 2h%; notiamo che

nello spazio delle fasi il prodotto x; & ha la dimensione di un’azione.

Vengono poi date stime sulla norma di Op}y’ (Zj.ker‘ a(z, §)(j7k>, dove T' ¢ una

regione finita dello spazio, ponendo condizioni sulle derivate di a(z, &) fino ad
un ordine che dipende dalla dimensione d dello spazio delle configurazioni.
Queste condizioni riflettono le immersioni degli spazi di Sobolev HP(R??) ne-
gli spazi di funzioni continue per opportuni valori di p (che dipendono dalle
dimensioni d dello spazio delle configurazioni).

Si controlla infine il limite I' — R utilizzando la decrescita del simbolo a(z, €)
all’infinito. Come usuale, in quest’ultimo passo si chiede inizialmente piu deca-
dimento all’infinito del simbolo e si conclude per densita la stima per la classe
di simboli indicata nel teorema.

Le stime sulla norma di Op}(aj;x) si basano sul fatto che questi operatori
definiti su LQ(Rd) sono quasi un prodotto di un proiettore su una regione dello
spazio delle configurazioni e di un proiettore su una regione nello spazio degli
impulsi.

Il quasi riflette il fatto che si utilizzano approssimanti regolari delle funzioni
caratteristiche della partizione e che le variabili e p non commutano.
Tenendo presente che il volume degli ipercubi & di ordine di grandezza h¢, que-
ste considerazioni qualitative spiegano perché nello studio del limite semiclas-
sico vengano utilizzate le stime che vengono fatte nello studio degli operatori
pseudodifferenziali di tipo Op} (a).

La dimostrazione del teorema di Calderon-Vaillancourt si basa su due Lemmi
di interesse indipendente.

11 primo ¢ il teorema di Cotlar-Knapp-Stein di cui diamo la versione data in [H];
questo articolo puo essere utilmente consultato per un approfondimento delle
teoria degli operatori pseudodifferenziali.

Nel seguito utilizzeremo unita di misura in cui A = 1.

Teorema 11.10 (Cotlar-Knapp-Stein)
Sia H uno spazio di Hilbert.
Se una successione finita di operatori limitati A, Ao, ...Anx soddisfa
N N
SIA Al <M, > A Al < M 11.51

k,j=1 k.j=1
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allora si ha

N
S Akl < M 11.52

¢

Dimostrazione

La dimostrazione segue la traccia della dimostrazione dell’analoga proprieta
algebrica per matrici finite.
Per ogni intero m si ha

JA]P™ = [[(A"A)™

D’altra parte

(A*A)m = Z A;lA A;k2m 114-7‘2"1
1<j1<j2..<jm
Si ha
45, Ay Ay Ay S i {45, Al A5, A s 15 A5 AL A )

Utilizzando la disuguaglianza per numeri positivi min{a, b} < vab e tenendo
presente che per ipotesi [|4;|| < M e ||A}|| < M si ottiene

1

145, Ajo ... 45

J2m—1 J2m|

| < MIA Apllz A7, A

2
Joam—1%"J2m H

Sommando su jo, J3, jom, Si ottiene
A2 < NMm
da cui, prendendo i logaritmi, dividendo per N e passando al limite per m — oo
Al < M

Q

Il teorema si generalizza facilmente al caso in cui la somma venga sostituita con
I'integrazione su uno spazio Y di misura finita.
In questo caso il teorema di Cotlar-Knapp-Stein prende la forma

Teorema 11.11 (Kotlar-Knapp-Stein, versione continua)
Sia Y uno spazio di misura finita u e A(y) una famiglia misurabile di
operatori su uno spazio di Hilbert H tali che

/||A Ylldp < C /||A ()|ldp < C 11.53



RELAZIONE TRA FUNZIONI DI WIGNER E QUANTIZZAZIONE DI WEYL
OPERATORI PSEUDODIFFERENZIALI 27

Allora l'integrale A = [ A(z)du ¢ definito per convergenza debole, e si ha ||A]| <
C.
¢

Utilizzando il teorema 11.12 diamo una traccia di dimostrazione del teorema di
Calderon-Valliantcourt.

Traccia di dimostrazione del Teorema di Calderon-Vaillantcourt
Costruiamo una partizione regolare dell’'unita sullo spazio delle fasi mediante
funzioni (j i (z,&).

Le funzione ¢; ; sono di classe C*° e soddisfano

Gk, ) = Coo(x — . § — k), Y Cw—jf—k)=1 1154

j,keZ

Inoltre (po(z,&) vale uno se |z|? + €] < d e vale zero se |z|? + [£]*> > 2d.
Poniamo
aj k= ijka Aj,k = Op}i”(ajvk). 11.55

Dobbiamo controllare che i corrispondenti operatori siano limitati e che la loro
somma converga nella topologia debole o forte degli operatori.

Vedremo che questo implica delle condizioni di regolarita del simbolo a nella
sua dipendenza dalle variabili x e £.

Poiché le (1 sono ottenute una dall’altra per traslazione, le condizioni di
regolarita non dipendono dagli indici j, k.

Dalle definizioni segue che ) A;j converge ad Op}y'(a) nella topologia della
funzioni da £(S(R?)) a L(S'(R%)).

Noi siamo interessati a condizioni affinché la convergenza sia in B(L?(R%)). Per
questo ¢ sufficiente dimostrare che esiste un intero K (d) tale che, per ogni parte
finita I" del reticolo

1> Al<c sup |0¢ 9fa(x,€)] 11.56

iwer |al<K(d),|B|<K(d),(2,6€ RY)

Questo provvede le condizioni sul simbolo a affinché I'operatore sia limitato e
al tempo stesso provvede un limite alla sua norma.
Dal teorema 11.11 discende che é sufficiente controllare la norma di

AL AL

dove abbiamo indicato con < una scelta qualunque di indici e abbiamo omesso
I’apice N.
Se a,, viene definito da

Opp (ay ) = A% - A, 11.57
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dalla definizioni e dalla relazioni di Weyl un calcolo elementare da
@y = €272 DD D) (@, (2,€) - ay(y, U))I— 11.58

vy e 7% a, € L*(RY)

dove o ¢ la forma simplettica standard.

Notare che la (11.51) provvede una stima immediata della norma di Op}’ (a) ma
in termini della trasformata di Fourier totale @.

Noi cerchiamo ora una corrispondente relazione in termini di a(z, £); la limita-
zione su a verrd dall’immersione di Sobolev, ma questa ¢ valida per funzioni a
supporto compatto.

Notiamo che il supporto di a, ¢ contenuto nella palla in R?¢ di raggio dv/2.
La partizione dello spazio della fasi che abbiamo fatto serve a localizzare le
stime; il numero di elementi nel procedimento di Cottlar-Kneipp-Stein di cui
dovremo analizzare il prodotto dipendera dalle dimensioni 2d dello spazio delle
fasi. Inoltre ) .24 A(y) converge a A = Op}’a nella topologia degli operatori
lineari limitati da S(R?) a S'(RY).

E pertanto sufficiente dimostrare che per ogni parte finita I' di Z2¢

> _AW) < C(d) sup og fa(z, 0l 1159
~ET L2(Rd) lo|<2d+1,|B]<2d+1,(2,£ER??)

Utilizziamo per questo il teorema 11.10. Per far questo dobbiamo avere un
controllo di [|A% - A,/[| e quindi della norma dell’operatore quantizzazione di
Weyl di ay 4.

Per stimare la norma di Op}! (a~,~/) utilizziamo una disuguaglianza tipo Sobolev.
Se B ¢& una forma quadratica reale su R?? allora per ogni R > 0 e ogni intero
M > 1 si ha, per un’opportuna costante C(R, M), per tutte le funzioni u €
Cs°(B(z0, R)) e per ogni zg € R??

e B@D)y ()| < C(R, M)(1+|z—a0|?) ¢ sup |0z u(x)|. 11.60
|la|<2M+d+1,2€ B(zo,R)
Questa diseguaglianza € una classica disuguaglianza di Sobolev se g =0, M =

0; vale per g qualunque perché 'operatore considerato commuta con la trasla-
zioni ed & soddisfatta per qualunque valore di M perché

Fooscl(1 4 qla)MePPlu)(¢) = PO N O pFarsclz” 0™ul(C)
|a]+[B]<2M

dove abbiamo indicato con il simbolo F,_,¢ la trasformata di Fourier totale e le
costanti C, g dipendono solo dalla dimensione d e dalla forma quadratica B.
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Questo conclude la traccia di dimostrazione del teorema di Calderon-Valliantcourt.

Q

Per caratterizzare le altre classi di operatori introduciamo due nuove definizioni

Definizione 11.2
Chiamiamo peso temperato su R? una funzione continua positiva m(z) tale
che esitano costanti positive Cy ed Ny tali che

Ve,y e RY  m(x) < Com(y)(1+ |y — z)™°

o

Definizione 11.3
Se Q & un aperto di R?, p € [0, 1] e m un peso temperato, chiamiamo simbolo
di peso (m, p) in  ogni funzione a € C*°(Q) tale che

Vo e Q |0%a(z)| < Com(a)(1 + |z|) 7]

In particolare la funzione ¢ (identicamente uguale ad uno) é un peso temperato.
Utilizzeremo la notazione %, , per lo spazio dei simboli di peso (m,p) e in
particolare la notazione ¥, =%, ,.

¢
Con questa notazione si pud dimostrare (la dimostrazione di questo teorema pro-
cede secondo le linee della dimostrazione del teorema di Calderon-Vaillantcourt).

Teorema 11.12

1) Se il simbolo a appartiene a X, ¢ esiste un numero reale T'(d) che dipende
solo dalla dimensione dello spazio tale che

lopE (@)l <T@ S //|a§aga(x,n)|dxdn 11.61

la]+[B|<d+2

(o e B sono multi-indici).

2) Se a € ¥, con un peso che verifica lim|g|4|y—oc m(z,m) = 0 allora la
chiusura dell’operatore Op™(a) é un operatore compatto su L2(RY).

¢

Sostanzialmente si tratta di utilizzare la dualita con le funzioni di Wigner e
utilizzare il fatto che gli operatori di classe traccia e di Hilbert-Schmidt sono
somma, di proiettori con una convergenza in [! e 2 rispettivamente e che un
operatore compatto é limite in norma di una successione di operatori di Hilbert-
Schmidt.

Una condizione pit stringente ma che ammette una dimostrazione piu semplice
(utilizzando ancora la dualita tra gli operatori pseudodifferenziali e le funzioni
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di Wigner) e da una stima della norma in classe traccia dell’operatore ¢ data
dal teorema successivo

Teorema 11.14
Sia a € ¥, ¢ tale che per tutti i multi-indici o e 3 si abbia

feY d
9%0fa € L' (R*)

Allora Op¥ (a) ¢ di classe traccia e

Tr Opy (a) ://a(xm)dxdn 11.62

¢

Risultati pitt semplici si ottengono se si cercano le condizioni sul simbolo affinché
Poperatore sia di classe Hilbert-Schmidt.

Questo e dovuto al fatto che gli operatori di classe Hilbert-Schmidt sono carat-
terizzati dall’appartenere ad uno spazio di Hilbert e quindi si possono utlilizzare
tecniche di convergenza debole.

Un primo risultato in questa direzione ¢ il seguente

Teorema 11.15
Sia a € X0, b € S(R?Y). Allora

Tr[Op} (a) - Opy (b)] = //a(mm)b(m,p)dazdp 11.63

Dimostrazione
Consideriamo innanzitutto il caso in cui B = Op}¥'(b) ¢ di rango uno

B=y®¢ ¢, 98

In questo caso

Tr(A-B) = (¢, AY) A= Op“(a)
Dalla definizione di Op}’(a) segue

@)= [ [atony | [era (o §) v (o) ] doty

L’equazione (11.63) risulta cosi dimostrata in questo caso.
La dimostrazione per B di rango finito procede sulla stessa linea, e si pud
prendere anche il limite utilizzando la regolarita assunta per b(z, p).

Q
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L’operazione di traccia permette di definire una forma sesquilineare (un prodotto
scalare)
A, B— Tr(A*B) = (A, B) 11.64

che puo essere estesa a

L(S(R*),8'(R*M) x L(S'(R*), S(R*"))
mantenendo la proprieta (A, B) = (B, A)™.
Questa dualita permette di definire il simbolo 0% (a) di una distribuzione tem-
perata a mediante
Tr(A - Op® (b)) = 2~ %(b, 0% (a)) 11.65

La dualitd puo essere estesa ai simboli appartenenti a classi di Sobolev duali
(rispetto a L?).
Nota 11.10

Vale
a € L*(R*) < Op¥(a) € H.S.

ma non & vero che |a|o < oo implichi che a(D,z) sia limitato; ad esempio se
a(§,z) = e"®) siha (a(D, ) f(z) = [ f(y)dy - ().
&

E conveniente introdurre alcune definizioni.

Definizione 11./
Una funzione a su C? = R?? appartiene ad O(M) se e solo se f € O™ e per

ogni multi-indice m con |m| = M si ha
‘ < C|M|, Yz e om 11.66

0
az—ma(z)

Indichiamo con X,/ la collezione di funzioni in O(M).

¢
Seguendo la traccia della dimostrazione del teorema 11.11 si pud dimostrare
Teorema 11.16
i) Se a € 0(0), allora Op™(a) ¢ un operatore limitato
ii) Se a € O(M), M < —2d allora Op}’(a) ¢ di classe traccia e

Tr Opy (a) = (27 h)fd/ |A(2)| dz 11.67

iii) Se a € O(M) & reale, allora Op¥(a) & essenzialmente autoaggiunto sulle
funzioni C'*° a supporto compatto.

¢
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Nota 11.11

Queste definizioni possono essere generalizzate per coprire anche il caso in
a(g, p) sia un operatore su uno spazio di Hilbert .

Questo é necessario quando si considerino problemi che contengono naturalmen-
te due (o pin) scale spaziali diverse.

Ad esempio nello studio della dinamica degli atomi e delle molecole o dei solidi
cristallini o nella studio della stabilita di un sistema composto da N nuclei di
carica Z e di N Z elettroni, & naturale utilizzare come piccolo parametro, che

individua il rapporto tra le diverse scale, il rapporto ¢ = —= tra la massa
mn

dell’elettrone e la massa del nucleo.

All’ordine zero in questo parametro i nuclei sono considerati come centri fissi e

viene determinata conseguentemente la dinamica del sistema di elettroni.

Questa dinamica, molto veloce, origina un campo di forze medio di natura
potenziale che agisce sui nuclei, e al primo ordine in € si studia la dinamica dei
nuclei in questo campo medio (approssimazione di Born-Oppenheimer).

Analogamente, se un cristallo viene assoggettato ad un campo magnetico esterno
lentamente variabile nello spazio o nel tempo occorre far uso dell’algebra di Weyl
magnetica (Capitolo 7) e il parametro € caratterizza la velocita di variazione del
campo esterno.

In questo caso il metodo multiscala puo essere utilizzato nello studio del moto
degli elettroni nel cristallo. Il parametro € gioca un ruolo simile alla costante di
Planck nello studio del limite semiclassico.

In entrambi questi casi & necessario studiare un limite semiclassico di quantita
i cui simboli a sono funzioni delle variabili classiche (pg,gx) a valori operatori
nello spazio di Hilbert K nel quale viene descritta la dinamica veloce (ad esempio
lo spazio di Hilbert in cui viene descritta la dinamica degli elettroni mediante
una hamiltoniana quantistica).

Non entriamo qui nel dettaglio di come questa generalizzazione possa essere

fatta e della sua difficolta, soprattutto proveniente dal fatto che i simboli che si

considerano possono essere autoaggiunti ma illimitati come operatori su K con

conseguente necessita di controllo dei domini uniforme nel parametro e.

Una strategia é considerare questi operatori limitati da uno spazio di Hilbert ad
2

un altro spazio di Hilbert (ad esempio dd? & un operatore limitato se considerato

come applicazione da H2(R) ad L?(R)).

Una descrizione in termini relativamente elementari si puo trovare su [GMS].

Ad esempio sussiste un analogo del Teorema di Calderon-Vaillancourt: se esiste
una costante by < oo tale che

a € C?M(R? B(K)) sup ||a. || = bg
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allora Op¥(a) € B(H) con la stima

10p (a)lls) < ba  sup sup [|(95 95 a)(q,p)sx) 11.68
lal+|B]<2d+1 q,pe R?

&

Il passo successivo consiste nello stabilire la corrispondenza tra prodotto di
funzioni e prodotto dei corrispondenti operatori.

Anche quest’analisi puo essere estesa al caso in cui i simboli sono funzioni delle
variabili classiche a valori operatori nello spazio di Hilbert interno /.

Ci possiamo ad esempio chiedere se, date due osservabili classiche a e b esista
una terza osservabile classica c tale che Op}(c) = Opy' (a) - Op}y (b).

La risposta in generale é negativa.

Per ottenere una risposta almeno parzialmente positiva sara necessario allargare
la classe delle funzioni che consideriamo e considerare simboli che dipendono
esplicitamente dal piccolo parametro 7.

Nella loro dipendenza da questo parametro devono inoltre ammettere uno svi-
luppo in serie a un ordine M (qualunque ma finito) tale che il simbolo AM 1y,
del termine residuo abbia le opportune proprieta di regolarita che garantiscano
che Op}y'ry sia un operatore limitato e si possa dare una stima esplicita della
sua norma.

Questo controllo del termine residuo distingue la quantizzazione stretta me-
diante operatori pseudodifferenziali dalla quantizzazioni mediante serie formali
in h.

Ci limitiamo a considerare operatori pseudodifferenziali associati a simboli in

O(M).

Definizione 11.5

Un simbolo h-ammissibile di peso M & un’applicazione di classe C* da
h €]0, ho] a X tale che esista una collezione di funzioni a;(z) € O(M) con la
proprieta che, per ogni intero N e ogni multi-indice =y, esiste una costante Cp

tale che
1 n/2
14|22

Definizione 11.6
Un operatore fi-ammissibile di peso M ¢ un’applicazione di classe C'*®

Ap :h€]0,hy] © L(S(RY), L?(RY)) 11.70

tale che esista una successione di simboli a; € s e una successione Ry €
L(L?(RY)) tali che per ogni ¢ € S

Ap =Y _WOppa;+ Ry(h), sup [Ry(R)gll2 <oo V¢ e L*(RYN) 11.71
0<h<hg

o

N
%(a(z, h) — Zhjaj(z) < CyRNTY 11.69
1

sup
z

¢
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La funzione ag(z) ¢ detta simbolo principale dell’operatore i—ammissibile Ay;
la indicheremo con il simbolo op(Ay). La funzione a1 (z) & detta simbolo sotto-
principale dell’operatore h—ammissibile Ay; la indicheremo con il simbolo osp(Ap).

¢

Definizione 11.7 R

Indicheremo con 03§ 'immagine in £(S(X)) (I'insieme degli operatori li-
neari su S(X)) ottenuta associando a ciascuna collezione di funzioni in X s una
collezione di operatori mediante la quantizzazione di Weyl. Questa classe di
operatori viene spesso indicata con la dicitura operatori h-ammissibili.

)
Avendo cosi allargato la classe di oggetti, vale adesso la regola di prodotto

Teorema 11.18
Per ogni coppiaa € O(M) e b € O(P) esiste unica un’osservabile semiclassica
C € 037, p tale che risulti

Op¥(a) - Op¥(b) = C 11.72
dove D'osservabile semiclassica C' ha la seguente rappresentazione

C =Y nopy(c)

—3 1 o a [
=27 Y o(A)ﬁ!(Df Dga) (DS Dgb)(x,€) 11.73
lee+]8]=4
Inoltre vale )
% [0p¥ (a), Op¥ (b)] € O%°(M + P) 11.74

con simbolo principale la parentesi di Poisson {a,b}.

¢

Traccia della dimostrazione

La dimostrazione di questo teorema segue la linea di dimostrazione del teo-
rema di Calderon-Vaillantcourt e utilizza la definizione di operatore associato a
un simbolo, la dualita con le funzioni di Wigner e la forma esplicita del fattore
di fase del prodotto di Weyl.
Conviene innanzitutto notare che la struttura dell’algebra di Weyl implica che,
se L & una forma lineare su R*? e a5, € O(M) si ha

h
L(z, hV)Op¥Lay = Op"by, bp,=L-ap+ Z{L’ an} 11.75

dove {.,.} ¢ la parentesi di Poisson.



RELAZIONE TRA FUNZIONI DI WIGNER E QUANTIZZAZIONE DI WEYL
OPERATORI PSEUDODIFFERENZIALI 35

Questo serve per porre in una forma piu conveniente il prodotto dei fattori di
fase che entrano nella definizione del prodotto Op¥ (a) - Op¥(a1) in termini del
duale delle funzioni di Wigner.

Ricordiamo che si ha per definizione

Apop(z) = h™ //622““’»5 y)dyde 11.76

e B ha una simile espressione.
Il nucleo integrale K 4,.p, dell’operatore A - Bré allora dato da

1
Kayonlag) =10 [ [ [eitemsoremnnla (G a.6) o(G0+ 20 ) asdsdn

11.77

Non ¢ in generale vero che vi sia un simbolo ¢ tale che C, = Op™(c).

Si puo verificare tuttavia, utilizzando (11.76) e confrontando (11.76) con (11.73),
che se ap, by € O(M) Poperatore Cj, ¢ ammissibile (appartiene a O (M)) cioe
per ogni N € Z finito puo essere scritto nella forma

Ch=>_ en(h)+h"" Ryyi(h) 11.78
n=0,..N

dove a, € O(M) e supsco,po) | Bn+1(R)||

£(L2(Rrd)) 7’
Q@
Nota 11.12
Il Teorema 11.18 si estende facilmente a tutte le classi di osservabili se-
miclassiche. Per ogni A € O*¢(M), B € OSC( ) esiste unica un’osservabile
semiclassica C' € OSC(N + M) tale che A-B = C. Inoltre si applicano le regole
usuali di composizione e di inversione.

&

Dall’analisi precedente si possono dedurre le seguenti relazioni.
Siano Ap,Bj due operatori ammissibili. Allora valgono le seguenti relazioni per
i simboli principali e sotto-principali

1)
Up(Ah~Bh) :UP(AE) 'O’p(Bh) 11.79

2)
US’P(Ah . Bh) = O'P(A) . UP(B) + O'SP(A) . UP(B) + %{UP(A) . O'p(B)} 11.80

Queste relazioni rendono esplicita la corrispondenza tra il commutatore di due
variabili quantistiche e la parentesi di Poisson delle variabili classiche corrispon-
denti.
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L’introduzione delle osservabili semiclassiche ¢ utile per studiare ’evoluzione nel
tempo.
Si ha
Teorema 11.19
Sia H € 0%¢(2) una hamiltoniana (classica) che soddisfa

0JH;(2)] <¢yy,  y+i22

h~2(H — Hy — hH;) € O,.(0) 11.81
Sia a € O(m),m € Z. Allora

i) Per ogni A/ sufficientemente piccolo, H éAessenzialmente autoaggiunto con
dominio naturale S(X). Dunque exp{—ih~!1Ht} ¢ definito e unitario per ogni ¢,
ed & continuo in ¢ nella topologia forte.
i)

vVt e R, Opf(a(t)) = ei%ﬁOpw(a)e*i%ﬁ € Osc(m) 11.82

Inoltre

a(t) = thak(t) ag(t) € Ose(m)

k>0

uniformemente sui compatti in t.

o

Dimostrazione (cenno)

Per ipotesi il campo hamiltoniano considerato ha crescita al piu lineare al-
Pinfinito, dunque il flusso classico {q(0),p(0)} — {q(t), p(t)} esiste globalmente.
Utilizzeremo la notazione z = {q, p}.

Dallo studio del flusso tangente ¢ facile dedurre che a(z(t)) € O(m) uniforme-
mente sui compatti in . N
Dalle equazioni di Heisenberg, posto Ug (t) = exp{—z%H}, si ha

LU (~9)0pk (ol (2.t — 5)Un(s) =
Ust(5) (5, Opi (a(z, (¢ — 9))) — Opf (1H a(z,t — )}~ Un(s) 1183

Dalla regola di prodotto (11.79) si deduce allora che il simbolo principale del
termine a destra, cioé
i
h
& nullo. Dunque il termine a destra in 11.83 ¢ infinitesimo in % e le conclusioni

del teorema si ottengono attraverso lo sviluppo formale di (11.81) in potenze di
h data dalla formula di Duhamel.

[H, Opy Ao(t — 5)] — Opy ({Ho, Ao(¥"°)})
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Q
Nota 11.18
Se H ¢é un polinomio in =z, z% di ordine < 2, si ha
(Opy; (a))(t) = Opy (a(2(1))) 11.84

dove z(t) & soluzione dell’equazione di Hamilton. Infatti in questo caso si ha
)
h
In particolare se W(z) ¢ un elemento dell’algebra di Weyl

W(z) Opy (b) W(=2) = Opy/(bz)  b2(2') = b(2' - 2)

[H, Op} (b)] = Op} {h, b} 11.85

dove {-, -} ¢ la parentesi di Poisson.
Questo & un corollario del teorema di Ehrenfest.

&

In generale, se H non ¢ un polinomio di ordine < 2 la (11.84) non vale.
Tuttavia, sotto le ipotesi del teorema precedente, nel limite 2z — 0 una relazione
del tipo (11.84) vale in senso debole, cioé come identita degli elementi di matrice
tra stati semiclassici (ad esempio stati coerenti).

Abbiamo visto questo nella nostra analisi del limite semiclassico nel Capitolo 5

Nota 11.14
Il teorema 11.20 pud essere esteso ad hamiltoniane che non siano in O(2)

(ad esempio ad hamiltoniane del tipo H = % + V(q) con V limitato dal basso)
purché I'evoluzione classica sia definita per ogni tempo.

&

Nota 11.15

_ La quantizzazione di Weyl puo essere estesa a distribuzioni in S’; Voperatore
A ¢ in questo caso un operatore limitato da S a &’ e la corrispondenza ¢ una
biiezione.

Questo segue da un analogo del teorema di Schwartz che afferma che ogni ap-
plicazione bilineare da S(X) a L?(X) continua nella topologia di L*(X) puo
essere estesa ad un’applicazione continua da S(X) a §'(X).

Un procedimento per ottenere questa estensione utilizza il simbolo di Weyl , ,,
dell’operatore di rango uno II, ,, definito, per u, v € S(X) da

I, v = (Y, u)v 11.86

Si ha allora

(Opy (a)u,v) = (271'71)71 /a(:z:,{)ﬂuw(x,f)dxdﬁ
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Poiché per definizione

(Op¥ (a)u, v) = Tr(TT,.,Opt (a)) = / My (2, ) Az, €)da d 11.87

La funzione m, ,(z,&) ¢ la funzione di Wigner della coppia u, v che ¢ stata
definita precedentemente.
Si noti che

(Opy (a)u,v) = (27 h)*"/a(z)wu,v(z)dz 11.88

11.2 QUANTIZZAZIONE DI BEREZIN-WICK

Una quantizzazione con la proprieta che ad una funzione positiva corrisponda un
operatore positivo & la quantizzazione di Berezin-(anti-) Wick definita utilizzando
gli stati coerenti.

Essa non preserva pero le relazioni tra polinomi e le regole di prodotto sono pit
complicate di quelle che abbiamo dato per la quantizzazione di Weyl.
Ricordiamo che uno stato coerente centrato nel punto dello spazio delle fasi
(y,n) ¢ per definizione dato da

by = eh (1) + i W-De) g ()

dove ¢g(x) ¢ lo stato fondamentale dell’oscillatore armonico per un sistema a n
gradi di liberta.

|z|?

do = (mh)y e =R

Utilizzeremo il simbolo OpZ%W (a) per designare la quantizzazione di Berezin-
Wick.

Definizione 11.8
La quantizzazione di Berezin-Wick dell’osservabile classica a é per definizione

Opgw(a)w = (27 h)_"//a(y,n)(w,(by,n)qﬁy,ndy dn 11.89
&

Si puo dimostrare, direttamente o utilizzando la rappresentazione di Weyl per
determinare il simbolo di OpP"W (a), che la quantizzazione di Berezin-Wick ha
le seguenti proprieta

1) Se a > 0 allora OpPW (a) > 0
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2) L’operatore OpP"W (a) ha un simbolo di Weyl dato da
awey(h,x,8) = (7 ﬁ)fn//a(y,n)e’%[(m’y)2+(5*")2]dy dn 11.90

3) Per ogni a € O(0) si ha

1OpE™ (a) — Op} (a)|| = O(R) 11.91

La quantizzazione di Berezin-Wick appare come ’operazione duale di un opera-
zione che permette di associare ad ogni vettore dello spazio di Hilbert un misura
positiva nello spazio delle fasi, detta misura di Husimi (nello stesso modo i cui
la quantizzazione di Weyl ¢ duale alla costruzione della funzione di Wigner).

Definizione 11.9 (misura di Husimi)
La misura di Husimi p,, associata al vettore ¢ & definita da

duy = plg,p)dgdp — 5(q,p) = |(¢g,p, ¥)[? 11.92

Da (11.92) si vede che la misura di Husimi ¢ una misura di Radon positiva La
sua relazione con la quantizzazione di Berezin-Wick é data da

/a dpy = (Op "V (@), 9), a €S 11.93

¢

Sebbene associ operatori positivi a funzioni positive sullo spazio della fasi, la
quantizzazione di Wick é meno adatta di quella di Weyl per descrivere la dinami-
ca delle osservabili quantistiche; in particolare non vale il teorema di Ehrenfest,
e 'enunciato del teorema di propagazione semiclassico risulta pitt complesso.
Anche il prodotto di due operatori che corrispondono a due funzioni sullo spazio
delle fasi appare avere una forma piu complicata.

I facile vedere che la quantizzazione di Berezin-Wick (piil precisamente anti-
Wick) ha origine dalla rappresentazione di Bargman-Segal delle relazoni di com-
mutazione canoniche (come quella di Weyl aveva origine dalla rappresentazione
di Weyl-Schrodinger).

Ricordiamo che la rappresentazione di Bargman-Segal ¢ ambientata nello spazio
di funzioni C%, olomorfe nel settore Imz;, > 0, k = 1,.,d e a quadrato integrabile
rispetto alla misura di probabilita gaussiana

d
dur(z) = (;) e_rlz‘de, r>0.

Indichiamo questo spazio con la notazione H,. Il parametro r gioca il ruolo di
h~" nello studio del limite semi-classico.
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Nella rappresentazione di Berezin-Wick hanno un ruolo importante gli operatori
di Toeplitz.

Se g € L?(du,) V'operatore di Toeplitz Tg(r) ¢ definito su un sottospazio denso
di H, da

TNE = [ gwhw)e g (w) 11.94

(il nucleo e"(*®) ¢ il nucleo riproducente che abbiamo introdotto nel Capitolo 7
nell’ambito della rappresentazione complessa di Bargman-Segal).

Notiamo che se g f € L?(dpu,) allora Tg(r) feHt,.

L’applicazione g — Tér) ¢ la quantizzazione di Berezin-Wick (il parametro r =
h=1 ¢ il parametro di deformazione).

Sotto l'isometria (di Bargman-Segal) B, : L?(R",dx) — H, la rappresentazione
di Weyl-Schrédinger delle relazioni di commutazione canoniche é trasformata
nella rappresentazione complessa di Bargman-Segal e gli operatori z vengono
trasformati negli operatori di Toeplitz.

Per gli operatori di Toeplitz valgono le stesse stime di deformazione del prodotto
che si dimostrano nel caso della quantizzazione di Weyl (e che sono utili nello
studio del limite semi-classico)

r r r 1 r _
177737 = T4 + T2 oy ol < C(F19)r 2 11.95

AEN oz

Nota 11.16

Piu in generale la quantizzazione di Berezin (detta anche quantizzazione di
Berezin-Toepliz) viene definita e utilizzata nell’ambito della quantizzazione geo-
metrica.

Sia (M, w) una varieta simplettica chiusa.

In questo ambito la quantizzazione di Berezin-Toepliz consiste in una successione
di spazi di Hilbert finito-dimensionali

Hop, m — 00
di dimensione crescente, e in una successione di applicazioni surgettive
T : C®(M) = L(Hy)
con le proprieta seguenti per ogni f, g € C§°
BT1
T.(1)=1

BT2
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Tm(f) 20 se f=0

BT3
ITnH =151+ 0 ()
BT
it o) = 1 r0} = 0 ()
BT

1T (£9) — Tl ) Tn(g)]| = O (;)

Abbiamo denotato con || f|| la norma L di f, con ||Ta(f)| la norma operato-
riale e con {f, g} la parentesi di Poisson di f e g.

In quest’approcio — ha il ruolo della costante di Planck’s constant .
m
&

Si possono consultare [B,C|, [C] per ulteriori dettagli sulla quantizzazione di
Berezin e la sua connessione con gli operatori di Toeplitz

Notiamo che la quantizzazione di Berezin-Wick ha un ruolo rilevante nel caso
di sistemi con un numero infinito di gradi di liberta; in questo caso le rap-
presentazioni delle relazioni di commutazione non sono tutte equivalenti, e la
quantizzazione di Berezin-Wick assume una forma particolarmente conveniente
nella rappresentazione di Fock.

11.3 QUANTIZZAZONE DI KOHN-NIRENMBERG [KN]

Per completezza, diamo qui la prescrizione di quantizzazione di Kohn-Nirenberg,
spesso utilizzata in analisi nello studio delle equazioni ellittiche e della regolarita
delle loro soluzioni.

Per definizione

(oxen (D) f)(x) = / o€, 7)) f () dyde
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~ [ [ata(e e iy dg 11.96
Nel caso particolare o (¢, z) = > ax(x)€F si ha

oxn(D,x) = ap(x)D* 11.97
k

In meccanica quantistica la prescrizione di quantizzazione di Kohn-Nirenberg é
poco utilizzata.
Si ha in generale

U?(N(D7x) #EKN(Dvx)

La relazione tra un operatore e il suo simbolo a nel caso della quantizzazione di
Kohn-Nirenberg &

on o = (55 [ et*eate o

dove $ ¢ la trasformata di Fourier di ¢.

Questa ¢ la definizione di operatore pseudo-differenziale che si trova pit comu-
nemente nei testi che trattano equazioni alle derivate parziali (PDE).

La quantizzazione di Kohn-Nirenberg ¢ comunemente utilizzata nell’analisi mi-
crolocale e anche nella analisi tempo-frequenza perché porta a una formulazione
meno complessa [G].

Il motivo ¢ che in queste analisi si studiano le proprieta delle soluzioni di equa-
zioni in cui intervengono operatori differenziali di ordine basso (due o al pin
quattro) e quindi non ¢ interessante studiare operatori della forma L(z, V) che
dipendono in modo non polinomiale da V.

La quantizzazione di Weyl risulta molto utile invece quando si studia la ridu-
zione di questi operatori a sottospazi (ad esempio sottospazi spettrali, quindi
invarianti per ’evoluzione); in generale 'operatore di proiezione non dipende in
modo polinomiale da V e non é facile trovare il suo simbolo in rappresentazione
di Kohn-Nirenberg.

11.4 (QUANTIZZAZIONE DI SHUBIN

Notiamo che le prescrizioni di quantizzazione di Weyl, Wick e Kohn-Nirenberg
sono casi particolari di una piu generale prescrizione parametrizzata da un
numero reale 7 € [0, 1] [Sh] .

Chiameremo questa quantizzazione di Shubin dal nome dell’autore che piu ’ha
messa in evidenza.
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In questa forma piii generale di quantizzazione alla funzione a € S(R??) é
associato un operatore continuo a;(z, D) su S(R?) definito da

d )
Opy " ad(x) = (z»lm) / / al(ra + (1= 7)), O f(y)et v Odydg  11.98

Il caso 7 = % corrisponde alla quantizzazione di Weyl, il caso 7 = 0 corri-
sponde alla quantizzazione di Kohn-Niremberg, il caso 7 = 1 corrisponde alla
quantizzazione di Wick.

Solamente per il caso T = % vale il teorema di Ehrenfest.

Inoltre é facile verificare che solamente per 7 = % la relazione tra ’operato-
re e il suo simbolo ¢ covariante per trasformazioni simplettiche lineari : se
s € Sp(2d, R) ¢ una trasformazioni (lineare) simplettica, esiste un operatore S
unitario

S™1(5)0p¥(a)S(s) = Op¥(aos) 11.99
dove S(s) ¢ 'operatore unitario nella rappresentazione del gruppo metaplettico
(vedere Capitolo 8).

Per le altre quantizzazioni vale invece
FOpTF L =0py (a0 J 7Y 11.100
dove J ¢ la matrice simplettica standard e F denota la trasformata di Fourier.

Terminiamo questo Capitolo dando alcuni cenni sulla quantizzazione di Born e
Jordan [BJ].

Questa quantizzazione ¢é stata introdotta da Born e Jordan per dare una pre-
scrizione di quantizzazione per monomi nelle variabili g e p;; la corrispondenza
proposta €

1 n
m,n ~n—k ~m -k
x;p; — —— ij x; pj 11.101
k=0
dove Z; (nella rappresentazione di Schrédinger) é I'operatore di moltiplicazione
per z; e pj = —ihag]__

Per indici diversi tra loro gli operatori commutano e 'ordine relativo é irrile-
vante.
Per confronto la prescrizione che corrisponde alla quantizzazione di Weyl é

z P 11.102

Questa prescrizione (che coincide con quella di Born e Jordan se il monomio ¢é di
rango al pit due) ha la proprieta di essere covariante per trasfomazioni lineari
simplettiche (mentre la quantizzazione di Born e Jordan non lo ¢).
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La quantizzazione di Born e Jordan puo essere estesa a una classe di funzio-
ni pin grande dei polinomi. Con questa definizione (che include (11.100)) la
quantizzazione di Born e Jordan assume la forma

d 1
1
ongqs:(m) /OOpg’Tgde 11.103

su un opportuno dominio (in generale 'operatore ¢ illimitato).
Dalla relazione tra Opy" (a) e Op;"' ™7 (a) risulta

OpP7(a)* = OpP’ (a) 11.104

quindi in particolare 'operatore OpZ7(a) & autoaggiunto (almeno formalmente)
se e solo se a ¢ una funzione reale.

Si possono considerare anche funzioni di Wigner associate alle quantizzazioni
di Shubin.

In particolare

d .
W (¢, ¢)(x,p) = <271Th> /Rd e wPYp(x + Ty)(x — (1 — 7)y)dy  11.105

con, indipendentemente dal valore di 0 < 7 <1

W (z,p)dp = |o(x) Wz, p)dz = |8(p) [
Rd Rd
Si puo vedere facilmente che l'estensione (11.103) della quantizzazione di Born
e Jordan soddisfa

d
Opi(H) = OpB (), H =3 ——(pr — Ap(z,£))* + V(w,1)

quindi la quantizzazione di Born e Jordan coincide con la quantizzazione di Weyl
per le hamiltoniane comunemente utilizzate in Meccanica Quantistica.

La possibilita di avere una quantizzazione di Born e Jordan magnetica, in ana-
logia con la quantizzazione che si ottiene mediante 1’algebra di Weyl magnetica
(vedi Capitolo 7), non ¢é stata ancora esplorata).

APPENDICE 11A: ANALISI IN RAPPRESENTAZIONE DI HEISENBERG

Lo studio del limite semiclassico puo essere fatto anche utilizzando la rappre-
sentazione di Heisenberg. In questo caso si deve dimostrare che ’evoluzione
dei valori di aspettazione (in opportuni stati) di funzioni degli operatori gy, Dy
converge per i — 0 all’evoluzione delle corrispondenti funzioni sullo spazio della
fasi classico sotto I'azione della hamiltoniana classica corrispondente.
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Naturalmente anche qui non ci possiamo aspettare che questa convergenza abbia
luogo per tutti gli stati iniziali ma solamente per un’opportuna sottoclasse,
ad esempio gli stati coerenti con dispersione congiunta di ordine & o gli stati
W.K.B.. Noi ci limitiamo al caso degli stati coerenti.

Uno studio del limite semiclassico secondo questa linea é stato fatto da Klaus
Hepp [He|]. Ne diamo qui un breve sunto rimandando per ulteriori dettagli
all’articolo di Hepp.

Notiamo che le relazioni di commutazione

[Z/j\lmz]\i] = _ihék,i [z]\kva\l] = [ﬁkaﬁz] - O

indicano che le osservabili g, py e i loro prodotti devono essere valutati su scala
1

6uesto viene realizzato considerando il valore d’aspettazione di polinomi nelle
Q; € Pr tra stati classici , in particolare tra stati coerenti localizzati attorno a
punti dello spazio della fasi classico visto su scala classica, cioé su una scala che
differisce dalla scala atomica per un fattore moltiplicativo ﬁ
Per questo é conveniente introdurre operatori normalizzati

~

B = Pk (73

Vi Vh
che soddisfano su opportuni domini le relazioni di commutazione [ﬁk,@h} =
—idk,h.

Q) = 11A.1

Gli stati che consideriamo sono stati coerenti ¢, centrati in un punto oo = f‘&%’r

dello spazio delle fasi classico. Ricordiamo che uno stato coerente ¢ dato da
00 =U(a)Q
dove U(«) agisce sull’operatore di annichilazione aj nel modo seguente

_ Qr+ 1Py
V2

U(a)arU* (o) = a, — g, ay

Q ¢ il vuoto di Fock. In queste notazioni si ha
A _1 fay _1 ~ ~
(gﬁh_%a, (Q1—h"2&)...(P,—h 2ﬂn)¢h_%a) =(Q,Q1...P,Q) 11A.2

per qualunque polinomio nelle ﬁk e nelle @h.
Da (11A.2), moltiplicando per /#*/2, dove s ¢ il grado del polinomio, si ottiene

lim (g, s o (af =€) (pn = ™), -3 ) =0

da cui per iterazione, scegliendo polinomi del tipo P* P,

: h h _
;}E}%((bh—%av(ql "'pn)¢h7%a) _51 - T 11A.3
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Vogliamo dimostrare che se {&,,(s)}, {mm(s)} sono soluzioni delle equazioni di
Hamilton con potenziale V e se

g(a;t) = {gm(, 1)} pla,t) = {pm(a; 1))} 1144

sono soluzioni delle equazioni dell’equazione per il flusso tangente

q(a,t) = plast), playt) = =VV(§(a1)).q(e 1)
)y =n(t),  #(t)=—-VV((®) 11A4.5

allora le (11A.2) e (11A.3) sono soddisfatte per tutti i tempi se lo sono al tempo
iniziale. Infatti per ogni T e per |s| < T si ha

rlg% ((bh,%a, (" =& () ... (pF — mn(a, s))¢h,%a> =q(a,8)...pn(a,s)

11A.6
Enunciamo e dimostriamo il teorema nel caso di un solo grado di liberta. La
dimostrazione si generalizza facilmente al caso di un numero finito di gradi di
liberta.

Teorema 11A.1 (Hepp)

Sia V(x) reale, sia &(a,t), m(a,t) una soluzione delle equazioni di Hamilton
con dato iniziale a = (£, 7) e definita in ¢t € (=T, +T).
Sia V() di classe C%*° con § > 0, in un intorno di &(a, t), e sia

/|V(x)|26"”2 < o0

per qualche p > 0.
Sia Hj un’estensione autoaggiunta dell’operatore reale simmetrico

h d?
stV (Vi)
definito su C§°(R) e poniamo

Up(t) = e " n 11A.7

Siano {p(t), q(t)} la soluzione del flusso linearizzato attorno a &(«,t) con dati
iniziali p, q. Questo flusso corrisponde alla hamiltoniana

pj 2 A2V
2

H(t) = i

(&(a,t)) 114.8

Allora per ogni r, s € R? e uniformemente in t € (=T, +T) si ha che

« ; _ E(ast) _ m(a,t) o .

s—lm U* | — | Us(t EZ[T(‘] v )+5(p Vh )]U} HU (> — ilralont)+sp(a,t)]
h—0 <\/ﬁ> ﬁ( ) f/( ) \/ﬁ A

11A.9
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e inoltre
(e . 6] .
_ % * Rt * z(TQrL—‘,—SPrL) . — 1[Tf(a7t)+8ﬂ'(aﬂt)] 11A1
s HIE%JU (\/ﬁ> Ui (t)e Ur(t)U 7 e 0
%
Nota 11A.1

Lo stesso risultato si sarebbe ottenuto utilizzando stati coerenti modificati
(strizzati), per i quali la dispersione nello spazio delle configurazioni ¢ di ordine
h® e nello spazio dei momenti ¢ di ordine A= dove 0 < @ < 1 .

&

Dimostrazione del teorema 11A.1

Diamo una traccia della dimostrazione; dettagli possono essere trovati sul-
P’articolo di Hepp che abbiamo citato.
Notiamo che ’equazione di Schrédinger si scrive i%‘f = h~'Hy¢. Espandiamo
h~'Hj in potenze di h intorno all’orbita classica &(a,t) = £(t).

hYHy = HY(t) + HiE(t) + HE (t) + HE(t)
Hy(t) = h™ H(m,¢€)

0 =17 [ (5= 7 ) + e (a- )

HR() = 5 (:3 \%) + 29w (a 3(%)) AL

Si ha

HR (1) = V(@) ~ V(E() — (1) S0 (€(0)) — 52— £0)* S 2 (€(1)) 11412

e quindi Hg(t) é, almeno formalmente, un operatore di ordine di grandezza
O(hz).
Notiamo che H} ¢ lineare nelle p e g, e pertanto il propagatore U (t) esiste per
ogni t ed é unitario (utilizzare sulla chiusura convessa dei polinomi di Hermite la
serie di Dyson, che converge fortemente; oppure applicare i risultati riguardanti
il gruppo metaplettico descritti nel Capitolo 8).
Gli operatori unitari U}(t) = ei! definiscono una famiglia di automorfismi
dell’algebra di Weyl. Pertanto il termine di cui si prende il limite in (11A.10 )
puo essere scritto

Wh(t, 0) TP W (£, 0) 11A4.13

con

Wh(t,5) = U* (\j%) UL ()" Un(t — $)UL (s)U (\j%) o 1 arR )
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La prima parte del teorema risulta pertanto dimostrata se si dimostra che

s— lm Wh(t,s) = W(t,s) = e Je HO(dr 11A4.14
h—0

E sufficiente dare la dimostrazione su un insieme denso di stati, che sceglieremo
essere 'insieme degli stati coerenti

pa(z) =7 /4 e~@=a*/2 4 eR.

Dobbiamo innanzitutto dimostrare che per ogni 7, |7| < T, esiste un A(7) > 0
tale che, per ogni i < A(7) gli stati

Pls = UL(s)U (\%) W(s,0)¢a 11A.15

appartengono al dominio dell’operatore H'.
Utilizziamo il fatto che H' ¢ quadratica, la forma esplicita di W"(¢,s) e la
relazione

W(s,0)gW(s,0)* =aq+8p W(s,0)pW(s,0)"=vq+p

con a, 3,7, 6 che formano una matrice simplettica e dipendono in modo continuo
dal tempo. Otteniamo cosi

h,s _ . o+ iy . fs . a . Ts
¢y () = Cexp [ 2015 (m N Oé+i7) —H\/ﬁx} 11A.16
dove iy L
aTry Lo 2

per ogni |s| < T. Poiché
/dm|V(a:)|2 e P < oo
per un opportuno p > 0 l'inclusione voluta nel dominio si ha se
A(T) = 2n(r)p~? 11A.17
Ne concludiamo che il prodotto W (¢, s)W (r, s) & differenziabile in senso forte

rispetto ad s, per i < A(T).
Dalla formula di Duhamel si ha

t
W (t,0)60 — W(t,0)6, = /O s W (1, )1V (5,0) =
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t 2

/ iWh@: 5) [hl (V(gs + \/ﬁQ) - V(gs)) - hiévl(fs)q - V”(gs)q2:| W(S,O)(Jsa

’ 11A.18
Diamo una stima della norma L? del termine a destra.
Utilizziamo il fatto che V ¢ di classe C21° per stimare I'integrale per valori della
variabile  di ordine di grandezza 1 ( e quindi Vh ~ \/ﬁ), per grandi valori di
x utilizziamo invece la decrescenza rapida di |W (s, 0)¢q]|?.
Per vhz ~ /A utilizziamo anche la stima

‘h‘l [V(gs +Vha) = V(&) —h P2 V(&) - %xQ V(&) < Ca*TOn?

11A.19
e deduciamo
IW (t,0)¢a — W"(t,0)¢a || = O(h*/?) 114.20
Con un procedimento analogo si dimostra (11A.9). Si utilizza 'identita
[0 * . e .
Ul =) Ur(peimatse)y (U (> _ ilr &ets ) H
o () v o ()6 ’
= [ Wt 0)eVHr et D (1,0)p — ¢ 114.21
e il fatto che
s — lim Wh(t7 0) = W(t,0), s — lim etVA(ratsp) _q
Questo conclude la traccia della dimostrazione del Teorema 11A.1.
Y%

Nota 11A.2

Procedendo in modo analogo si dimostra che si ottiene un limite semiclassico
anche considerando una particella quantistica di massa M nel limite M — oo.
Per questo si considera la hamiltoniana

H(E ) = 516+ V(a)

e si pone

& =MV, zy=V)x 11A4.22

Si denota poi con A~ ' H) un’ estensione autoaggiunta di H e con Uy I'operatore
exp{—iH\t}

Vale allora lo stesso risultato del teorema 11.2 nel limite A — 0.
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Notiamo anche che nel limite semiclassico per quanto riguarda i valori d’aspet-
tazione scompare la differenza tra sovrapposizione e miscele statistiche per stati
del tipo

oy,
U (\/ﬁ) ¢n7 Qn 7é Am

Infatti si ha, per [t| < T

lim (0, U (06" TP U(1)0n ) = D [gn |67 o bentont) 114,23
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CAPITOLO 12

OPERATORI COMPATTI E DI CLASSE SHATTEN.
CRITERI DI COMPATTEZZA. UNA COLLEZIONE DI
DISEGUAGLIANZE.

La compattezza ¢ una proprietd che gioca un ruolo molto importante nella
Meccanica Quantistica di Schrédinger. Ad esempio nella teoria dello scattering
ha un ruolo importante la compattezza della risolvente della hamiltoniana H.
In questo capitolo daremo una collezione di definizioni e di risultati che sono
importanti per quanto riguarda la compattezza.

In appendice diamo una collezione di relazioni di disuguaglianza che si utilizzano
frequentemente.

Definizione 12.1 (operatore compatto),

Un operatore chiudibile A su uno spazio di Hilbert H é detto essere com-
patto (o completamente continuo) se l'insieme {Ap, ¢ € D(A), ||¢|, = 1} &
precompatto in H (cioé la sua chiusura ¢ compatta).

¢

Nota 12.1

Ricordiamo che un insieme Y chiuso in uno spazio topologico X & compatto
se da ogni successione limitata in Y pud essere estratta una sottosuccessione
convergente.
Tenendo presente che la palla unitaria in H & compatta nella topologia debole e
quindi da ogni successione limitata in H puo essere estratta una sottosuccessione
che converge debolmente, concludiamo che A é compatto se e solo se, per ogni
successione {¢,,} che converge debolmente in H, la successione {A ¢,,} converge
fortemente.
Ogni operatore chiuso su ‘H che sia compatto é automaticamente limitato.
Dalla definizione segue che l'insieme degli operatori compatti € chiuso per la
topologia uniforme e che esso ¢ un ideale bilatero in B(H). Inoltre se A &
compatto, anche A* é compatto.

&

Definizione 12.2
Un operatore A ¢ di rango finito se il suo codominio ¢ finito-dimensionale:
esistono N < oo vettori ¢,, e N funzioni lineari ,, su H tali che per ogni ¥ € ‘H

o1
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si ha

N
AP =" (1)
n=1
&

Poiché un insieme chiuso in RY & compatto, ogni operatore di rango finito &
compatto.

Teorema 12.1
Ogni operatore compatto é limite in norma di operatori di rango finito.

¢

Dimostrazione

Sia ‘H uno spazio di Hilbert di dimensione infinita e separabile; la dimostra-
zione nel caso non separabile & leggermente piu involuta e utilizza il lemma di
Zorn e il fatto che la topologia della norma ¢é separabile.
Sia {¢,} una base ortonormale in H. Denotiamo con Hy il sottospazio sotteso
da {¢g, k=1,..., N}. Definiamo

AN = sup A ol - 12.1
{oem, Igll,=1}

Per costruzione Ay ¢ monotona decrescente. Sia A il suo limite.

Dimostriamo che A = 0. Questo fornisce la dimostrazione del teorema perché
per costruzione Ay = ||A — Ay||, dove Ay & la restrizione di A ad Hy.
Procediamo per assurdo. Supponiamo che A > 0 e deduciamo una contraddi-
zione.

Se A > 0, segue che [|A ¢||, > Al[/¢|l,. Ma allora l'insieme immagine non ¢é
compatto perché contiene una palla di raggio finito in .

Q@
Un risultato particolarmente importante é il seguente

Teorema 12.2

Sia A autoaggiunto. Esso é compatto se e solo se il suo spettro ¢ puramente
puntuale, gli autovalori diversi da zero sono di molteplicita finita e, se sono
infiniti in numero, hanno zero come unico punto d’accumulazione.

o

Dimostrazione

Se Teont 7# 0, esso contiene un intervallo I = (Mg — €, Ag +€).
Senza perdita di generalitd possiamo considerare il caso Ag = 0.
Denotiamo con 7 il proiettore ortogonale sul sottospazio associato allo spettro
continuo nell’intervallo spettrale I; poiché lo spettro é continuo, per il lemma
di Weyl questo sottospazio ha dimensione infinita.
Per costruzione, se ¢ € m H, si ha ||A ¢||, > €]|¢]],.
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Quindi 'immagine della palla unitaria in H sotto A contiene una palla in un
sottospazio di dimensione infinita e non puo essere un insieme compatto.
Nello stesso modo si dimostra che gli autovalori diversi da zero hanno moltepli-
cita finita.

Q
Sia H uno spazio di Hilbert separabile, {¢,, } una sua base ortonormale completa.
Sia A un operatore positivo. Poniamo per definizione

N
Tr A = lim (Pn, Adp). 12.2
N— 00 1
Notare che questa successione & non decrescente (perché A é positivo) e quindi
ha certamente un limite, che puo essere +oc.
Si verifica facilmente che la funzione Tr(-) (per il momento solamente definita sul
cono degli operatori positivi) non dipende dalla base scelta per la sua definizione.
Si puod vedere questo notando che se U(t) ¢ un gruppo ad un parametro di
operatori unitari si ha

d
— [TYU(t) AU ()] =0.
dt t=0
Scegliendo come base gli autovettori di A si ottiene Tr(A) = >, ax, dove ay,
sono gli autovalori di A (contati con la loro molteplicita).

Definizione 12.2
Un operatore A é detto essere di classe traccia se Trv A* A < oo.
¢

Ogni operatore autoaggiunto limitato A puo essere scritto come A = A, — A_|
con Ay operatori positivie AL A_ =A_ A, =0.

Ne segue che A é di classe traccia se e solo se gli operatori positivi A4 lo sono.
In questo caso TrA =TrA; —TrA_.

La funzione Tr pud essere estesa ad un classe di operatori limitati non necessa-
riamente autoaggiunti.

Ricordando che ogni operatore chiuso e limitato A pud essere scritto come
somma sul campo complesso di due operatori autoaggiunti

A4 AT A-A

A 5 + 5 = Red + 1 ImA.

La funzione Tr resta cosi definita per ogni operatore chiuso e limitato le cui
parti reale e immaginaria siano entrambe di classe traccia secondo la definizione
precedente.

La traccia cosi definita ha le seguenti proprieta:

i) Tr(A+ B) =Tr A+ Tr B,
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ii) Tr(A A) = AT A;
i) 0< A< B =TrA<TrB.
Prima di enunciare e dimostrare il prossimo teorema, notiamo che il funzionale

traccia induce una norma. Per dimostrare quest’ultima affermazione verifichia-
mo che

Tr|A + B| < Tr|A| + Tr|B|

Notiamo che A+ B =Ua;p|A+ B|, A=U4|A|, B="Ug|B|.
Allora

> (Gl A+ Blow) = 3 (60, Uiy sUlAIGR) + (60, Uiy sUsIBl60)] . 124

n n

(60, U"VIAlG) = (JAIM2V*Ubi, |A1Y20,)

1/2 1/2
) (Sl

< (ZHAP“V*U%
! 12,5

Le isometrie parziali portano basi ortonormali complete in basi ortonormali non
necessariamente complete. Dunque il termine a destra in (12.5) é minore o al pii
uguale a ) (én,|A|dn). Questa disuguaglianza, unitamente alla corrispondente
disuguaglianza per B, conclude la dimostrazione.
Teorema 12.3

L’insieme J; degli operatori di classe traccia ¢ uno *-ideale bilatero in B(H)
ed @ uno spazio di Banach con norma Tr|A|.

e dunque

|Z(¢n,U*V|A¢n)

o

Dimostrazione
Dobbiamo dimostrare

a) Ji ¢ uno spazio vettoriale;

b) Ae J,, Be B(H) = AB € Ji, BA € Jy;

C)AEJ1 :>A*€J1;

d) Lo spazio J; & chiuso per la topologia data dalla norma ||Al|; = Tr|A| (che
noi indicheremo con il termine topologia della traccia).

Le prime tre affermazioni seguono direttamente dalla definizione; notare che
per ogni operatore limitato 'immagine di un compatto ¢ un compatto e che per
tutti gli operatori limitati vale (AB)* = B*A*.

Dimostriamo il punto d).
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Se A € Jy, consideriamo Ay = A — Ziv((bn, - )A¢,, dove {¢;} & una base
ortonormale completa di autovettori di |A| e abbiamo ordinato gli autovalori in
modo che sia ap < ap se h > k.

Sia H y il sottospazio sotteso dai primi NV autovettori; si ha allora Ay¢ =0, ¢ €
Hn-

Se A ¢ positivo, Ay > 0 e [[An|l; = > 4oy ar — 0 per N — 00, poiché la serie
€ convergente.

Se A non ¢ positivo, consideriamo la decomposizione polare A = Uy |A| e sia
Ay =UalA|nN.

Ricordiamo che ogni operatore limitato A puo essere scritto nella forma

A=Uy ‘A|=|A|UA7 ‘A|EVA*A,

dove Uy ¢ un’isometria parziale dalla chiusura del codominio di | A alla chiusura
del codominio di A ed & tale che Ker|A| C Ker Uy.
Allora [[An|l; — 0 e quindi ||A[|; — 0.

Q@

Teorema 12.4
Gli operatori di rango finito sono densi in Jj.

¢

Dimostrazione

L’asserto del Teorema segue immediatamente dal fatto che ogni operatore di
classe traccia puo essere scritto come somma nel campo complesso di operatori
positivi di classe traccia e dal fatto che per operatori positivi di classe traccia
gli autovalori non nulli si accumulano a zero.

Q

Dai risultati descritti qui sopra segue che la funzione Tr(-) definita su J; & una
funzione lineare che preserva l'ordine degli operatori e ha le seguenti proprieta:
i) Tr(AB) = Tr(BA), A,B € Jy;
ii) Tr(UAU*) = TrA, se U & unitario.
Nota 12.2

Se A € Jy, B € B(H), anche AB e BA sono in J; e vale l'identita Tr(AB) =
Tr(BA). Quindi la funzione Tr(-) & definita per un prodotto di operatori limitati

quando almeno uno dei fattori ¢ un operatore di classe traccia.
Notiamo ancora esplicitamente che solamente per operatori positivi in .Jy si ha

TrA = Z(¢n7A¢n)7

dove {¢,} & una base ortonormale completa.
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Nota 12.3

Abbiamo visto nel capitolo 2 che gli operatori di classe traccia giocano un
ruolo importante in Meccanica Quantistica, perché gli operatori positivi di classe
traccia e con traccia uno (in notazione Jq 4 1) rappresentano stati del sistema.
Abbiamo anche notato in quel contesto che B(H) ¢ il duale di J; e che gli stati
rappresentati da J 4 1 sono gli stati normali.

&
Un’altra categoria importante di operatori compatti é costituita dagli operatori
di Hilbert-Schmidt.

Definizione 12.3
L’operatore A ¢ detto essere di classe Hilbert-Schmidt se A*A ¢& di classe
traccia.

&

Denoteremo con il simbolo J; I'insieme degli operatori di Hilbert-Schmidt.
E facile verificare che J; ¢ uno *-ideale bilatero di B(H).

Siano A, B elementi di J5 e sia {¢,} una base ortonormale in H. Allora A*B &
di classe traccia. Infatti si ha

Tr (B*AA*B)? = Tr[(AA*)(BB*)]? < || A|| Tx|B].
Definiamo
(A,B)y = Te(A* B) =Y (Adn, Boy), || All, = [Tr(A"A)]?

(¢ facile vedere che quest’ultima definizione non dipende dalla base scelta).

La forma quadratica (-, -), definisce in J> un prodotto scalare non degenere e
quindi una struttura prehilbertiana.

Non ¢ difficile verificare che J5 dotato di questo prodotto scalare ¢ uno spazio
di Hilbert completo. Inoltre

(A, B)| < [Tr(A* A)Y? [Te(B* B)]'* = | A, |B], -
Si ha [|A[|, > [|All, > ||A] e quindi
{A Al 1) C{A :||Al, <1} {4 :|4] <1}.

Dunque la topologia di Js ¢ intermedia tra quella di J; e la topologia uniforme
di B(H).

Procedendo come abbiamo fatto nel caso di J; si pud dimostrare che la parte
hermitiana di Jo, che indichiamo con J§", soddisfa

Jher = {AGB(H), A=A, 4 <oo}7
k
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dove {a,} sono gli autovalori di A.

Conviene tenere presente il seguente schema di inclusione e densita: indichiamo
con F gli operatori di rango finito e con K gli operatori compatti. Si verifica
facilmente che:

1) F & denso in J; nella topologia della norma ||-||;;

2) Jp ¢ denso in J; nella topologia della norma ||-||,;

3) J2 & denso in K nella topologia della norma uniforme (operatoriale);

4) K ¢ denso in B(H) nella topologia forte degli operatori.

Inoltre F C J1 C Jo C K C B(H).

Tutte le inclusioni sono strette se lo spazio di Hilbert ha dimensione infinita.

Le classe di operatori compatti e di Hilbert-Schmidt sono parte di una colle-
zione di classi di operatori che sono frequentemente utilizzate nella teoria degli
operatori di Schrodinger, le classi di Shatten.

Definizione 12.4
Sia 1 < p < 4+o00. Un operatore A ¢ di classe Schatten p se Tri/(A*A)P < co.
Indichiamo la calsse p di Schatten con il simbolo £P(H). E uno spazio di Banach

con norma
1

A, = [Tey/(A7A)] "

In particlare £ ¢ la classe degli operatori di classe traccia e £2 ¢é la classe di
operatori di Hilbert-Schmidt.

¢

Indichiamo con A, gli autovalori dell’operatore A. Allora A € LP se e solo se
Y on [ An|P < o0

Gli spazi LP sono un analogo non commutativo degli spazi LP(X, ) dove {X, u}
& uno spazio di misura e p € una misura finita.

In analogia con il caso classico, si ha

1) LP(H) & uno *-ideale di B(H);

2) LP(H) & completo nella norma [|Af ;

3)p<q= Lr(H) C LrH) e Al < [IA]l, < 1Al
) 1

4) vale la disuguaglianza di Holder per 1 < p,q,r < 400, = + % =

D=

AeLP(H), BELI(H)= AB<c L'(H), |[ABI, <[All,lBll;

5) Se % % =1,p>1, allora per A € LP(H) e B € LP(H) si ha Tr(AB) =
Tr(BA) (usiamo la notazione L>*(H) = B(H) e [|All . = [|Al])-
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Queste proprieta sono anche possedute dagli spazi £P definiti su un algebra di
von Neumann M con uno stato traccia w come collezione di tutti gli elementi
tali che
% P
||a||p = (w(a*a))2 < oco.

La corrispondente teoria dell’ integrazione non commutativa é stata sviluppata
tra gli altri da D. Gross, E. Nelson, 1. Segal.

Daremo dei cenni di questa teoria Capitolo 16 nel quale tratteremo anche bre-
vemente una generalizzazione al caso di stati che non sono stati traccia (teoria
di Tomita-Takesaki e condizione K.M.S.).

Studiamo ora la struttura degli spazi LP(H) nella rappresentazione di H come
L?(X,du) dove X & uno spazio localmente compatto e y ¢ una misura regolare.
In questa rappresentazione gli operatori di Shatten e in particolare gli operatori
di Hilbert-Schmidt hanno una rappresentazione come nuclei integrali.

Teorema 12.5
Sia H = L?(X,du), X C R Allora A € Jy se e solo se esiste una funzione
misurabile

a(x,y) € L*(X © X, dp @ dp),

tale che, per ogni f € H, si abbia

(4900 = [ alxy)s(3) duty). 127

Inoltre si ha
413 = [ latx.y)Pdnt) duty). 12.8
&

Dimostrazione
Per dimostrare che la condizione ¢ sufficiente sia a(x,y) € L?*(X®X, du®dpu)
e poniamo per ogni funzione f € H = L?(X, dpu)

Mﬁwz/a®wﬂwWW)

Allora per ogni g € H si ha, per la disuguaglianza di Schwartz,

(9, Af) =/§(X)a(X7Y)f(y) du(x)du(y) < llally [1£12 gl -

Dunque A ¢é limitato e ||A]], < ||al|,.
Sia {¢,} una base ortonormale in H, allora ¢, ® ¢,,, € una base ortonormale in
HRQH.
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Dunque esistono c¢,, ,, tali che

A%,Y) = cambn(®X)om¥), Y lenml* = lla]3 < .

Posto

an(%,y) = D Cambn(X)om(y), (Anf)(x) = / an (%, ¥)f(y) du(y),

n,m<N
si ha, quando N — oo,
lan —all, =0,  [[Ay — All, =0,

dunque l'operatore A é compatto (come limite in norma di operatori compatti).
Ma si ha anche

* 2 2 2
Tr(A"A) = Z [Adnlly = Z len,m|™ = llally < oo

Dunque A é un operatore di classe Hilbert-Schmidt.

Per dimostrare che la condizione ¢ anche sufficiente, si utilizza la proprieta di Js
di essere chiusura di F in norma ||-||,. Per costruzione ogni operatore di rango
finito puo essere rappresentato mediante un nucleo integrale.

Scegliendo una successione A,, che converge all’operatore A si puo facilmente
vedere che i corrispondenti nuclei integrali a, convergono nella topologia di
L2 (X ® X,du @ du).

Sia a(x,y) il nucleo integrale limite. Per ogni f € L?*(X,du) si ha (Af) =
Ja(x,y)f(y) du(y) e inoltre [|A]l, = [[a].

Q
Nota 12.4
Se A e J; e A> 0 sipuo dimostrare che
41, = [ atx.x) dut).
Ma in generale se A non é positivo, non vale I'implicazione
‘/a(x,x)d,u(x) <oo = Ae .
&

Esempio
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Abbiamo visto che l'operatore Hy = —-%5 su L?((0,),dx) con condizio-

= T dz?

ni di Dirichlet al bordo ha spettro discreto con autovalori n?, ciascuno con
molteplicita uno, e autofunzioni associate 1/2/m sinnz, n > 1.

La risolvente Ry = (Hy+ A)~! con parametro A € C'\ R~ ha le stesse autofun-

zioni ed autovalori (A +n?)~! ed & rappresentata dal nucleo integrale

o0

2

1
Ry(z,y) = - Z PURESY sinnz sinny.

Dunque, per A ¢ (—oo, —1], Poperatore risolvente Ry ¢ di classe traccia (si puod
utilizzare la nota precedente per A\ positivo ed estendere poi il risultato a tutto
I'insieme risolvente utilizzando I'identita di risolvente e il fatto che J; ¢ un ideale
bilatero).

)

Una conseguenza immediata del Teorema 12.5 é la seguente Proposizione, di cui
non daremo la facile dimostrazione.

Proposizione 12.6

Sia A un operatore lineare su L?(X,du), X C RY. Le seguenti affermazioni
sono tra loro equivalenti
a)

A ¢& un operatore di Hilbert-Schmidt.
b)

Esiste £(x) € L2(X,du) tale che, per ogni f € D(A) valga |[(A f)(x)] <
§(x) [1f1l,-

)
Esiste un nucleo K (x,y) € L?(X,dpu) tale che, per ogni f € L?(X,du) e per

quasi tutti i valori di x € X si ha (A f)(x) = [ K(x,y)f(y) du(y).
¢

Nota 12.5

Un operatore A dotato di nucleo integrale é simmetrico se e solo se il suo
nucleo integrale ¢ simmetrico; esso puo essere limitato anche se il suo nucleo
integrale ¢ singolare.
Ad esempio l'operatore identita ha nucleo integrale K (x,y) = d(x —y).
D’altra parte il nucleo K(x,y) = h(x) d(y), h € C*, corrisponde all’operatore
definito sulle funzioni f(x) continue nell’origine da

(K f)(x) = h(x) f(0).

Questo operatore non ¢ chiudibile poiché I’applicazione f(-) — f(0) non &
continua in L?(X, dpu).
&
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Prima di discutere pitt in dettaglio gli operatori compatti, diamo un breve cenno
agli operatori di Carleman.

Questi operatori sono d’uso frequente in Meccanica Quantistica perché inter-
vengono in modo naturale nell’inversione di operatori differenziali.

Definizione 12.4
Un’applicazione T lineare da H in L?(X,du), X C R%, & detta operatore
di Carleman se esiste un funzione K7 (x) misurabile a valori in H tale che, per
ogni f € D(A) si abbia
(T /(%) = (Kr(x), f)
per quasi ogni x. La funzione misurabile K & detta nucleo di Carleman
associato a T

¢
Si ha
Teorema 12.7
L’applicazione T' & un operatore di Carleman se e solo se esiste una funzione
positiva misurabile g(x) tale che, per ogni f € D(T), si ha per quasi ogni x € X
(rispetto alla misura p)

(T F)x)] < g(x) I fll,- 12.9
¢
Dimostrazione
La condizione ¢ necessaria: sia T' un operatore di Carleman e sia K(x) il
nucleo associato. L’affermazione ¢ allora vera prendendo g(x) = | K(x)||,.

La condizione é sufficiente: sia p(x) una funzione positiva limitata misurabile
e tale che g(x)p(x) € L*(X,dp).
Indichiamo ancora con p l'operatore di moltiplicazione per la funzione p(x).
Allora |(pT f)(x)| < g(x)p(x) || |5, quindi, per la Proposizione 12.6, pT rappre-
senta un operatore di Hilbert-Schmidt. _
Dunque esiste una funzione misurabile K (x) a valori negli operatori di Hilbert-

Schmidt tale che, per quasi ogni x, (pTf)(x) = (f((x), f)
Posto K (x) = (p(x)) 1K (x) si deduce
(T £)x) = (K(x), f).
v

Spesso i nuclei integrali che si incontrano nello studio dell’equazione di Schro-
dinger hanno la forma K(x,y) = K1(x,y) Ka(X,y).

Sia A un operatore che é rappresentato da questo nucleo integrale, con K1, Ko
che soddisfano, per quasi tutti i valori di x € R?,

/|K1(X’Y)|2 du(y) < Ci, /\Kz(y,x)l2 du(y) < Cy 12.10
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Poiché [|A|| = supy, |4|,=1 |(¢, Ad)|, & facile verificare che A & limitato in L?(R%, dp)

e che la sua norma soddisfa [|A[| < /C7 Cs. Inoltre I'aggiunto A* ha nucleo
integrale K (x,y).
Da questa osservazione, scegliendo

Ki(xy) = [K(x,y)[V2 Ka(x,y) = sign (K(x,y)) [K (x,5)]"/?,

si deduce il seguente importante risultato:

Teorema 12.8
Se il nucleo integrale dell’operatore A soddisfa quasi ovunque

/|K(XaY)| p(dy) < Cy, /\K(x,y)| p(dx) < Csy, 12.11

allora ||A|| <+/C; Cs.
¢

Diamo infine un utile criterio che da una condizione sufficiente perché un ope-
ratore sia compatto.

Teorema 12.9

Sia A un operatore con nucleo K (x,y) = K1(x,y) Ka2(x,y) con K; 5 misu-
rabili.
Siano X}, X2 due successioni crescenti di sottoinsiemi misurabili di X, con X
come limite comune.
Supponiamo che per ogni valore dell’indice n si abbia

//X g 1K (x,y)|? du(x) du(y) < oo, 12.12
18X2

e inoltre che, per ogni ¢ > 0, esista un intero N (¢) tale che le seguenti disugua-
glianze siano soddisfatte

a)

Jx [K1(x,y)| du(y) < € quasi ovunque in X \ Xll\f(e);
b)

Jx | K2(x,y)| du(y) < € quasi ovunque in X \ X}Q(E);
c)

fX\le\I(e) |K1(x,y)| du(y) < € quasi ovunque in X;
d)

fX\X}‘Q(E) |K2(x,y)| du(y) < € quasi ovunque in X;

allora I'operatore A é compatto.
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Traccia della dimostrazione

Consideriamo gli operatori A,, descritti dai nuclei integrali K, (x,y) = K(x,y)
se X,y € X,, ® X,,, zero altrimenti.
Dai teoremi precedenti segue che A, é di classe Hilbert-Schmidt.
D’altra parte da a), b), ¢), d) segue che ||S,|| < ¢, dove S,, & Poperatore il cui
nucleo integrale é K ristretto al complemento Xll\f(e) ® XJZV(E).
Dunque A ¢é limite in norma di operatori di Hilbert-Schmidt e quindi é compatto.

¢

Esempio 1
Sia X = R, ;1 la misura di Lebesgue e supponiamo che I’operatore A abbia
nucleo integrale

K(x,y) = fi(x) fo(y) f3(x—y),

con fi, fo limitate misurabili, f;(x) — 0, quando |x| — oo, e f3 € L'(R?).
Poniamo
X(l,n) = X(Q,n) = {X L X € Rd, |X| < 77,},

Ki(x,y) = L) fs(x=3)['"?, Ka(x,y) = faly)| fa(x—y)|"/? sign (fs(x—y))-
Allora per il teorema precedente 'operatore A é compatto.
&

Nota 12.7
Si puod vedere che, se nell’esempio precedente si richiede un’opportuna con-
vergenza a zero delle funzioni fi e fs, é sufficiente richiedere che la funzione f3

sia in L] _(R9).
Il risultato & quindi applicabile al caso f3(z) = Tl
&
Esempio 2
Sia X = R?, i la misura di Lebesgue. Sia A un operatore di nucleo
K(x,y) = {X STy by 12.13

0, per x =y,

con a > 0 e H funzione limitata misurabile.

Poniamo K,(x,y) = |x — y|* " ?H(x,y), se |x —y| > n~!, zero altrimenti.
Allora per ogni n 'operatore A,, € di classe Hilbert-Schmidt e la successione A,,
converge a A in norma. Dunque A é compatto.

1

&

Data I'importanza della compattezza di operatori nello studio della matematica
della Meccanica Quantistica diamo un altro criterio di compattezza.

Teorema 12.10
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Sia A un operatore positivo. Le seguenti affermazioni sono tra loro equiva-
lenti.

i)

(A — poI)~t & compatto per un valore pg € p(A).
i)

(A — uI)~t é compatto per ogni p € p(A).
i)

{¢ € D(A), |||, <1, ||[Ad||, < b} & compatto per ogni b > 0.
iv)

{¢p € D(A4), ||¢ll, <1, (¢,Ap) < b} & compatto per ogni b > 0.
v)

A ha spettro discreto e, se a,, sono gli autovalori, ordinati in ordine crescente,
si ha a,, — oo per n — oc.

¢
Dimostrazione
Facciamo uso dell’identita di risolvente,
(A= D)™ = (A= pol)™ + (A = poD) ™ (s — po) (A — )", 12,14

Il primo addendo ¢ compatto per ipotesi. Anche il secondo ¢ compatto, perché
gli operatori compatti formano un ideale in B(H).
i) = v)

Poiché (A—uI)~! é compatto, per il teorema spettrale il suo spettro puntuale
ha molteplicita finita e zero come (eventuale) punto di accumulazione.

v) = )
Sia Q(A) il dominio della forma quadratica chiusa positiva ga(¢) = (¢, Ag) €
R*, ¢ € H. Poniamo

Fr={veQA), [v],=1, qa(¥) <b}

L’insieme .7-"54 é chiuso perché la forma é chiusa.

Per dimostrare che & compatto, dimostriamo che per ogni ¢ > 0 & possibile
ricoprire .7-'54 con un numero finito di palle (in #) di raggio e.

Dato € scegliamo NN cosi grande che risulti ay > be .

Allora v) implica che

Dol en)l* <

n>N

quindi ogni ¢ € F ¢ a distanza minore di y/¢ da ogni vettore nella palla unitaria
generata dalle prime N — 1 autofunzioni.
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Poiché quest’insieme & compatto (essendo un sottoinsieme chiuso e limitato di
RN~1) esso puo essere ricoperto con un numero finito di palle di raggio /.
Dunque anche flf‘ pud essere ricoperto da un numero finito di palle di raggio
Ve
i) — 1)

Se iv) & soddisfatto per A, lo & anche per A2%; quindi anche .7-',;42 & compatto.
Ma (4, A%) = || A¢5.

Sia

M={peH: e, v=(A+D)"0, |¢ll,<1}.

Allora [[l], < [I6ll, < 1 e [Aull, = [[A(A+D72]|, < [léll, < 1, per cui
Y e Dy ={YeDA), Y[l <1, Ay, <1}

Quindi M C D; che é compatto. Di conseguenza M ¢é precompatto e quindi
(A+I)~! ¢ un operatore compatto.

Q
Consideriamo ad esempio 1'operatore in H = L?(—n, 7) definito da
d2
A= o D(A) ={p € C™, ¢(—7) = ¢(7)} 12.15
e poniamo
d
S = {¢ € L? (—m7), 8], <1, ' < 1} 12.16
dx ||,

(cioé il dominio della forma quadratica g4 associata ad A).

Utilizzando la serie di Fourier e denotando con ¢, i coefficienti di Fourier si
vede che S & caratterizzato dalle relazioni Y |c,|? < 0o, Y. n?|c,|? < co. In
queste notazioni si vede subito che S é compatto nella topologia di H, e quindi
l'operatore (A + I)~! & compatto.

Nello stesso modo si tratta la chiusura dell’operatore —% + 22 definito su
G (R).

Notiamo che lo stesso risultato non é vero per 'operatore —% definito inizial-
mente su C§°(R).

Infatti la chiusura di quest’operatore ¢ un operatore autoaggiunto con spettro
continuo coincidente con [0, c0).

Questo ¢ dovuto al fatto che nel dominio dell’operatore esistono successioni di
funzioni che convergono fortemente e le cui trasformate secondo (A + I)~! non
convergono debolmente; queste funzioni non hanno una convergenza abbastanza
rapida all’infinito.

Dal teorema precedente si conclude che ¢ utile avere dei criteri per decidere se
un sottoinsieme di uno spazio di Hilbert H é compatto.
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Nella realizzazione dello spazio di Hilbert H come L2(f2,dx), Q@ C R%, questi
criteri sono in generale conseguenza dei criteri di immersione di Sobolev e questi
a loro volta sono conseguenza di disuguaglianze che sono soddisfatte tra norme
diverse in spazi di funzioni.

Diamo in Appendice a questo capitolo alcune definizioni e disuguaglianze che
sono utili nello studio delle soluzioni dell’equazione di Schrédinger.

Nel seguito di questo capitolo, diamo dei criteri di compattezza che risultano da
diseguaglianze generali di tipo Sobolev, ma che possono essere dedotte in modo
pitu elementare e che sono utili per I’applicazione a problemi particolari.

In questa direzione va il seguente criterio di compattezza, dovuto a Rellich.

Criterio di compattezza di Rellich
Siano F e G due funzioni continue positive in R? tali che

lim F(x) = 400, lim G(p) = +o0.

|x|—00 |p|—o0

Allora l'insieme

s={r: [rwlfer <1 [co

fo)|* dp < 1}

¢ un insieme compatto in L?(R%).
Dimostrazione
L’insieme considerato & chiuso. Senza perdita di generalita possiamo assu-

mere
F(x)<|x]*>, G(p) <|p* 12.17

Infatti se le (12.17) non sono soddisfatte, I'insieme S & chiuso ed & contenuto
nell’insieme (compatto) definito da funzioni che soddisfano (12.17), per esempio
rimpiazzando F e G con min{F(x), |x|?} e min{G(p), |p|*}.

L’insieme considerato ¢ denso in L?(R?) perché contiene il dominio dell’oscilla-
tore armonico. Ne segue che

5c {f [ 1feopax <1, (f,Af)§2},

dove A é la hamiltoniana dell’oscillatore armonico.

Indichiamo con G loperatore che agisce in trasformata di Fourier come operatore
di moltiplicazione per G(p).

Notiamo innanzitutto che, se V' (x) ¢ limitato e ha supporto compatto, allora

V(G + 1) (x,y) 12.18

€ un operatore compatto.
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Infatti per ogni valore di € > 0 il nucleo di V[¢|p|?+G+1]~1] & in L2(R¥)@L2(R?)
e d’altra parte (e[p|? + G(p) +1)~! converge a (G(p) + 1)~ ! nella topologia di
L>(R4).

Dunque V(G’ + I)7! ¢ il limite in norma di operatori compatti e quindi &
compatto.

Dato a > 0 definiamo ora

Vo = min{F(x),a+ 1} —a — 1.

Poiché lim|y| o F'(x) = +00 , V,, ha supporto compatto e quindi V(G + n-t
€ compatto.
Dal principio di minimax

An(é+v)z>\n(é+va+a+1) 12.19

e dunque per ogni « > 0 esiste un m(«) tale che Am(a)(é +V)>a
Poiché « é positivo arbAitrario ne segue che lim,, . A, (G’ +V)=0c.
Questo dimostra che (G + V)~! & compatto e quindi S ¢ un insieme compatto.

Q
Esempio 1
Sia
VeLl.(RY, V(x)>0, | 1‘im V(x) = +oo. 12.20
X|—00
Allora H = —A 4+ V definito come somma di forme quadratiche ¢ un operatore
che ha risolvente compatta.
¢
Dimostrazione
Poiché —A e V sono entrambi operatori positivi, si ha per ogni ¢
dunque l’insieme
Fup = {p € D(H), |9l <1, (¢, HP) <b}
é chiuso e contenuto in
- 2
{05 o<1, [Pl ap <0 [vealoml ax <o)
e quest’ultimo insieme € compatto per il criterio di Rellich.
Q

Esempio 2
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Sia d > 3. Sia

V=Vi+Vy, VaeLY*R?+L®RY

Vi€ L (RY, Vi >0, | l‘im Vi(x) = +oc. 12.21
X|—00
Allora H = —A + V, definito come somma di forme quadratiche, ha risolvente
compatta.
¢
Dimostrazione

V4 & piccolo in forma rispetto a —A quindi anche rispetto a —A + V.
D’altra parte se A > 0 ha risolvente compatta e B & simmetrico e piccolo in
forma rispetto ad A, allora C = A + B (visto come operatore la cui forma
quadratica go @ la la somma delle forme quadratiche g4 e ¢p) ha risolvente
compatta.

Ricordiamo che la forma quadratica g4 & definita da ga(¢) = (¢, Ap) se ¢ €
D(A) ed estesa al dominio naturale Q(A) mediante chiusura nella topologia di
qa(9) + ||¢||* (ricordare che A & positivo).
Infatti per ogni ¢ € Q(C) N Q(A) si ha ¢(B)(¢) < alq(¢) + bl|¢]|*] con a < 1,
B > 0, e quindi

4c(¢) > (1 = a)qa(e) — Bl

Dal principio di minimax si deduce
A (C) > (1 —a)\(A) - B

e dunque A, — oo implica A, (A4) — oo.

Un altro criterio di compattezza di uso frequente ¢ il seguente

Criterio di compattezza di Riesz

Sia 1 < p < oo, e sia S un sottoinsieme della palla unitale in LP(R%).
Condizione necessaria e sufficiente affinché la chiusura in norma LP di S sia
compatta & che
a)

f — 01in LP all’infinito uniformemente su S

(Ve > 0,3 un compatto K C R? tale che [p. , |f(x)[P dx < € per ogni
f€8);
b)

Quando y — 0, f(x —y) — f(x) uniformemente in S

(Ve > 0,36 > 0 tale che per ogni f € S e |y| < 4 si abbia [|f(x —y) —
F(x)P dx < e).

¢
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Dimostrazione

la condizione & necessaria

Se S & compatto, scelto a > 0, siano f1,..., fy tali che le palle di raggio 5
aventi centro nella palla unitale del sottospazio sotteso dalle fi coprano S.
Esistono quindi K e ¢ tali che le condizioni a) e b) siano soddisfatte per f1,..., fx
ede= g.
Per estendere la disuguaglianza a tutto S, notiamo che per ogni g € LP si ha

i p — 1 — = = —
[ eGP dx =0, linllgy = gll, =0, gy(x) = 9(x —y).

Per un argomento standard si deduce allora che a) e b) valgono su tutto S.

la condizione é sufficiente

Supponiamo che S soddisfi a) e b).
Per ogni compatto Q C R? e costanti positive «, /3, il teorema di Ascoli-Arzela
garantisce che & compatto l'insieme

T(Q,0,8) = {f € Cg°(RY), supp(f) C Q, [[flloo <, IV flloo <B}. 12.24

Dunque, dato € > 0 ¢ sufficiente trovare €2, o, § in modo tale che per ogni f € S
esista g € T'(Q, , 8) con | f —gl|, <e.

Infatti in questo caso, dal fatto che T'(2, o, ) puo essere ricoperto da un numero
finito di palle di raggio € segue che S puo essere ricoperto da un numero finito
di palle di raggio 2e.

Per trovare €2, «, 8 con le proprieta volute, data € > 0 scegliamo K, § in modo
tale che per f € S

€eP €
[ fwrac<S wl<i—lf-sl,< 122
Ri-K

dove abbiamo posto fy(x) = f(x —y).
Sia ora 7 una funzione positiva C* con supporto in y : |yl <4, [n(x)dz.
Sia ¢ la funzione caratteristica di

K' = {y : dist(y,K) < d}.
Una scelta possibile di {Q, «, 8} @ la seguente
Q={y : dist(y,K) <20}, a=|nll,, B=[Vnl,, p '+¢ =1 1226

Quest’ultima affermazione segue dalle disuguaglianze seguenti, di cui la prima
¢ la disuguaglianza di Holder

1f % gllee < Ifl, Mgl 7" +a7 =1, NIf*lgllly < If1 gl
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dalle quali si deduce per interpolazione
1f =gl < WAl Ngll,,  p~H+g =14s7" 12.27

Dobbiamo allora dimostrare || f — g|, <.
Dalle definizioni segue

[ argraes [ @<
RdiKl Rde’ 4

P

e dunque

3
1€ fy = &M, < 1fy = Fll, + 1L = €ll, £+ 1= &) fyll, < 7e

e quindi
[<9F ¢ £, < [ @) IEFc—n) —erOl, dy < 1228

da cui si deduce

lg = Fll, < llg =€ fll, + (L =& F, <e

APPENDICE 12A: BOUQUET DI DISUGUAGLIANZE

Diamo in questa Appendice una collezione di disuguaglianze di uso comune nella
teoria degli operatori di Schrédinger.

In proposito si pud vedere il lavoro di rassegna di Beckner ([B75]) o i libri di
Bers, John, Schechter ([BJS64]) e di Garling (|G07]).

Talune di queste disuguaglianze possono essere ottenute in modo elementare,
utilizzando in particolare la trasformazione di Fourier.

Per altre la dimostrazione richiede tecniche piu sofisticate.

Diamo un esempio di una disuguaglianza che si puo ottenere in modo elementare.
Si ha in R?

1l < / 1F(0) dp = / (Ipl2 + 12| F(®)] (Ip[> + 1)~ dp
1/2

< | [+ 02w avl v o] gz



BOUQUET DI DISUGUAGLIANZE 71

cioé se 4o > d A
Il <€ [P+ 1)) .

Cio significa che per ogni d lo spazio H $+¢ ¢ immerso in modo completamente
continuo in L*°.

Tre le disuguaglianze hanno assunto un ruolo principale, per 'utilizzazione molto
frequente che ne viene fatta, le disuguaglianze di Jensen.

Premettiamo una definizione.

Una funzione f a valori reali definita su un insieme convesso C' di uno spazio
vettoriale X si dice convessa se

v,y € C, V8 (0,1),  f((1-0)x+0y) <(1-0)f(x)+0f(y)

Se la disuguaglianza é stretta, la funzione si dice strettamente convessa.

12A.1 Disuguaglianza di JENSEN 1
Se f & una funzione convessa su un insieme convesso C' C X e p1,...,Pn
sono numeri positivi con ), pr = 1, allora

f(plxl + - +pnxn) < plf(xl) + e +pnf(xn)- 12A.1
Se la funzione é strettamente convessa, I’eguaglianza vale solo se x; = - - - = x,,.
¢

12A.2 Disuguaglianza di JENSEN I

Sia ¢ una misura di probabilta sugli insiemi di Borel di un intervallo aperto
I dell’asse reale e sia i sia il suo baricentro.
Se f é una funzione convessa misurabile con —oo < f ;[ dp < oo allora

f(p) < /Ifdu- 12A4.2

Se f @ strettamente convessa, 'uguaglianza vale se e solo se u({i}) = 1, cioé se
la misura € concentrata nel punto .

¢

Dimostrazione

E facile vedere che se f & una funzione reale convessa nell’intervallo I, per
qualunque punto zy € I esiste una funzione affine a(z) su R tale che a(zg) =
f(zg) echeVz € I, f(z) < a(x).
Esiste quindi una funzione affine a su R tale che a(i) = f(f) e a(x) < f(x) per
ogni xz € 1.
Ne segue

f) = a@) = [aduz [ fan
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Se f & strettamente convessa, allora f(z) > a(z) se x # i e quindi 'eguaglianza
vale se e solo se la misura p é concentrata nel punto .

Q

12A.8 Disuguaglianza di JENSEN 111

Sia g una misura di probabilta sugli insiemi di Borel di uno spazio di Banach
reale separabile X e supponiamo che p abbia un baricentro .
Se f & una funzione continua convessa con —oo < [ [ du < oo allora

f(n) < /X [ dp. 124.3

Se f ¢é strettamente convessa, l'uguaglianza vale se e solo se pu({fi}) = 1 (cioé se
la misura ¢ concentrata nel punto fi).

¢

Dimostrazione

La dimostrazione é la stessa della dimostrazione della disuguaglianza di
Jensen II.
Per avere funzionali affini di confronto, utilizziamo il teorema di separazione per
insiemi convessi disgiunti in uno spazio di Banach.
Possiamo pertanto utilizzare come funzionali affini di confronto gli elementi di
X* e possiamo procedere per induzione utilizzando la separabilita di X.

¢

Si utilizza spesso la decomposizione di una misura in una parte continua rispetto
alla misura di Lebesgue e una parte singolare rispetto a questa misura.
Questo €& una conseguenza del seguente Teorema

12A.4 Teorema (di decomposizione di LEBESGUE)

Sia {Q, X, u} uno spazio di misura e v una misura su X con v() < co.
Allora esiste una funzione non-negativa f € L'(Q, du) e un insieme B € X con
w(B) = 0 tale che

v(A) = / fdp+v(ANB), VAeX 12A.4
A
(tutte le misure che considereremo sono regolari).

Nota 12A.1
Definiamo una misura vp mediante vp(A) = v(AN B).
Le misure p e vp sono mutamente singolari. Inoltre se decomponiamo 2 in
BUQ/B risulta che u(B) =0 e vg(2/B) = 0 (le misura p e vg hanno supporti
disgiunti).
&
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Dimostrazione del teorema di decomposizione
Poniamo p(A) = pu(A) + v(A). Sia g € L? e poniamo m(g) = [, g dpu.
Dalla disuguaglianza di Schwarz risulta

[m(9)] < (p(0)* Nl -

Per il teorema di rappresentabilita di Riesz, esiste un elemento f € L,QJ tale che
m(g) = (g, f). Pertanto

/diu:/ﬂfgdp:/ﬂfgdwr/ﬂfgdu.

Prendendo come funzione g la funzione indicatrice {4 dell'insieme A risulta

M(A):/QfA duz/Afd;H—/Afdu. 124.6

La funzione f ¢ definita quasi ovunque rispetto a p (e quindi rispetto sia ad pu
che a v).

Risulta da (12A.6) che la funzione f assume nel supporto di p valori compresi
tra0e 1.

Indichiamo rispettivamente con G, G, B, gli insiemi di punti nei quali f prende
valori rispettivamente in [0,1], [0,1 — +), (1, 00).

Per la regolarita della misura p e poiché g € Lf) (e quindi anche in Li) risulta
n(B) = 0.

Inoltre p(ANGy) = fGN f du e per convergenza monotona, essendo f integra-
bile in G' e p una misura regolare, risulta n(ANG) = [, f dp.

Ne segue che

v(A) = /Afd,u—l—u(AﬂB). 12A.7

Prendendo A = ( risulta infine che f € L!(p).

Dal teorema di decomposizione di Lebesgue segue come corollario:

12A.5 Teorema di RADON-NIKODYM
Sia {Q, %, u} uno spazio di misura e sia ¥ una misura su X con v(2) < co.
Allora v ¢ assolutamente continua rispetto a p se e solo se esiste una funzione
non-negativa f € LllL tale che per ogni A € X si abbia v(A) = [, f du.
¢

Daremo qui di seguito alcune delle disuguaglianza di uso piu frequente nella
teoria degli operatori di Schrédinger.

Dimostreremo le pitu semplici, per le altre rimandiamo ai riferimenti citati nella
bibliografia posta alla fine del Capitolo.
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12A.6 Disuguaglianza di HOLDER
1

Sel<p<ooefelr, gelL? Con%—&-yzl,allorafgel)lesiha

[1saldn <151, lal, 124.6

I segno di uguaglianza vale se || f||, [|g]l,, = 0 0 se quasi ovunque g = A|f|P~'signf.
Chiamiamo esponente coniugato a p 'esponente p’ definito da

1 1
p p

¢

Non diamo qui la dimostrazione del Teorema di Holder; notiamo tuttavia che
da esso segue il seguente

12A.7 Corollario 1
Se f € LP si ha

191, = {| [ 70 ] < 1all, =1} 1247

Reciprocamente una funzione misurabile f appartiene a LP, 1 < p < oo, se e
solo se fg € L' per tutte la funzioni g € LP .

¢

Il seguente corollario del teorema di Holder € spesso utilizzato

12A.8 Corollario 11
Sia f @ una funzione non negativa su (21,31, 1) ® (Q2, X2, p2) e sia 0 <
p < g < oo. Allora

l/ﬁl ( 2 Fox y>du2<y)) % dﬂl(")] % < [/Qz ( o fix, Y)dm(x)) ‘ duz(y)l % .

12A.8
<

Dimostrazione
La dimostrazione si ottiene utilizzando il teorema di Fubini (per scambiare
gli ordini di integrazione) e il corollario I.

Q
12A.9 Disuguaglianze di SOBOLEV
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Se f é una funzione su R%, d > 1, a supporto compatto e differenziabile con
differenziale continuo e se 1 < p < d allora vale la disuguaglianza
%
of |F]* . wd—1)
dzj|l,| ~ 2d(d—p)

of

— 12A.
61‘j )

1o < 24=D)

2 md
2(d—p) | 77

p

¢

Dimostrazione
Notiamo che, applicando ripetutamente il teorema fondamentale del calcolo
come nella disguaglianza mostrata sotto, si ha

1 d
1 of a1 af
<5 (22 ) <5 ()22

2 8.’L‘j 1 2 ng al‘j 1
Questo dimostra (12A.9) nel caso p = 1.
Analizziamo adesso il caso 1 < p < d.
Per qualunque s e qualunque 1 < j < d abbiamo

100 < [ 1t |2 e a
— 0o 8xj

(abbiamo utilizzato la notazione 27 per le rimanenti coordinate).
Un analoga disuguaglianza si ottiene integrando tra z; e oo, quindi

s [ 1] Of -
<o tx)|F | (x| dt.
e <5 [ I 2o
Da qui si deduce
of
< Hd s—=1|~YJ
170 15
La disuguaglianza di Holder da allora
3f
7, < Sy \Um“m
Scegliendo s = p(dd:pl) e quindi (s — 1)p’ = d‘idl = % si dimostra infine la tesi

del Teorema.

Q

12A.10 Test di SCHUR
Sia k(x,y) una funzione non negativa misurabile su uno spazio prodotto
(X, 2, )@ (Y,E,v) esial < p < oo.
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Supponiamo che esistano funzioni misurabili strettamente positive g su (X, X, )
e hsu (Y,Z,v) e due costanti a e b tali che quasi ovunque

’

/ K y)R (y) di(y) < (ag(x))? / k(x,y)g"(x) du(x) < (bh(y))".
Y Y

12A.10
Allora se f € LP(Y) si ha
a)
T(f) = [y k(x,y)f(y) dv(y) esiste per quasi tutti i valori di x;
b)
T(f) € L (X) e [T(f)] < adl| f]]y- o

Dimostrazione

La dimostrazione utilizza la disuguaglianza di Holder.
Notiamo che ¢ sufficiente dimostrare che se g ¢ una funzione non-negativa in
LP(Y) e h & una funzione non negativa in L? (X) allora

/ / B(x)E(x, ¥)g(y) dv(y)du(x) < abl|hll, llgll
X JY

Facendo uso di questa disuguaglianza e utilizzando ancora due volte la disugua-
glianza di Holder si completa la dimostrazione del test di Schur.

Q

Le dimostrazioni delle formule di interpolazione che daremo in seguito sono
facilitate dall’uso di risultati classici di analisi complessa, che d’altra parte hanno
un interesse intrinseco.

La strategia ¢ di costruire uno spazio di Banach B che abbia come sottospazi
chiusi i due spazi di Banach By e B; tra cui si vuole interpolare e come sottospazi
chiusi anche spazi di Banach interpolanti B,, z € Y, parametrizzati dai punti
di un sottoinsieme Y C C' (tipicamente una striscia z € C, 0 < Re(z) < 1).
Dalla definizione di questi spazi segue che le loro norme nella loro dipendenza
da z sono analitiche nell’interno di C' in un aperto e continue fino al bordo.
Questo permette di utilizzare teoremi e disuguaglianze di analisi complessa, un
esempio dei quali ¢ la disuguaglianza di Hadamard, conosciuta come three-lines
inequality.

Essa é il prototipo di disuguaglianze per funzioni analitiche in una striscia S =
{z=x+1iy, 0 <z <1, y € R} (la cui chiusura indichiamo con S).

12A.11 Disuguaglianza di HADAMARD
Sia f una funzione continua limitata in S e analitica in S. Definiamo

M, = sup |f(x + iy)|.
yeER
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Allora si ha Va € [0, 1]
M, < MFM,™*. 124.11

Dimostrazione

Scegliamo Ny > My, N; > M e poniamo g(z) = Ny *N{ ' f(2).
Dimostriamo che Vz € S, |g(z)] < 1.
Da questo segue |f(z + iy)| < N¥N{~* e, poiché possiamo scegliere Ny — Mo,
Ny — M, arbitrariamente piccoli, segue la tesi del teorema.
Per dimostrare Vz € S, |g(z)| < 1, usiamo il principio del massimo modulo per
funzioni analitiche.
L’unica difficolta sta nel controllo della funzione g(z) per |y| — oo.
Questa difficolta pud essere aggirata studiando la funzione he(z) = g(z)e™ .
Questa funzione tende a zero per |y| — oo e quindi il massimo del suo modulo
in S deve essere raggiunto per y finito.
Dal principio del massimo modulo deduciamo che |h.(2)| < e®.
Poiché € ¢ arbitrario, ne segue |g(2)| < 1 per ogni valore di z € S.

Q

Prima di introdurre il teorema di interpolazione di Riesz-Thorin, uno dei teoremi
piu frequentemente utilizzati per le stime a-priori, diamo alcune definizioni.
Definizione 12A.12 (coppie compatibili)

Siano Ag con norma ||-|| 4, € A1 con norma ||-|| 4, sottospazi lineari di uno spazio

di Banach (V; || - ||v); la coppia (Ao, || - la,), (A1, || - ]la,) € detta compatibile
se le applicazioni (4, |- [|a,) = (V, || - [lv), j = 1,2, sono continue.
Uno spazio di Banach (A, || - ||a) contenuto in Ag + A; e che contiene Ay N Ay

viene detto spazio intermedio se le immersioni

(Ao N AL [ lagnan) = (A 11+ [[a) = (Ao + Au, [ - lag+4,)

sono continue.
Ricordiamo che la topologia su Ag N A; é definita da

lall ayra, = max ([lall s, > llalla,)

e quella su Ag + A; ¢ definita da

lallayea, =, min (el lalla,)-
¢
Nota 12A.1
E facile verificare che (L?,| - ||,) e (L9, || - |l¢), con 1 < p,q < +o0, formano

una coppia compatibile e (L, | - ||-), 7 € (p,q), € uno spazio intermedio.
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&

Per applicare il lemma di Hadamard, consideriamo come funzioni di z € S le
norme dei vari spazi che abbiamo introdotto.
Siano (Ao, || - |lo) e (A1, || - ||1) una coppia compatibile e indichiamo con By =
{iy,y € R} e By = {1 + iy, y € R} le due componenti della frontiera (dei “lati)
della striscia S.
Indichiamo con F(Ay, A1) lo spazio vettoriale complesso composto dalle funzioni
F(z) nella striscia chiusa S che prendono valore in Ay + A; e tali che
1)

F(z) ¢ continua in S;
2)

per ogni elemento ® di (Ag + A;1)* la funzione ®(F(z)) ¢ analitica in S
3)

F(z) & un’applicazione continua limitata da Bj a A;, j =0, 1.

Lo spazio F ¢& uno spazio di Banach con norma
F = F .
Il 740,41 jH;%ﬁ <Zseulg’j | (Z)“A])

Con queste notazioni, vale il teorema seguente

Proposizione 12A.12
Se F' € F(Ap, A1) e z € S allora [|[F(2)[| 4,14, < [IF] £
¢

Dimostrazione
Sappiamo che esiste un elemento ® € (Ag + A;)* di norma uno per cui
B(F(2)) = [1P()| a1,
Quindi ®(F') soddisfa le condizioni per la validita della disuguaglianza di Hada-
mard, e ne segue ®(F(z)) < ||F|| .
Q

Denotiamo con Fy(y) la restrizione di F(z) alla retta Re(z) = 6.
Notiamo che Fy(y), 0 < < 1, & un’applicazione continua (in y) da F a Ag+ A;.
Indichiamo la sua immagine con Ay(y) e le diamo la norma quoziente

lally = mnf {{|Fll7 : Fo(y) = a(y)}. 124.12

Con questa posizione (Ag, ||.||¢) &€ uno spazio intermedio.
Con queste notazioni si ha

Teorema 12A.13
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Siano (Ag, A1) e (Bo, B1) coppie compatibili e sia T' un’applicazione lineare
da (Ao + A1) a (Bo + Bi1) che applica A, in B; e, se a € A;, j = 1,2, soddisfa
ITall, < M, Jall,.

Sia inoltre 0 < 6 < 1.
Allora T'(Ag) C By e si ha per a € 4y

IT(a)lly < MM [al], 124.13

Dimostrazione

Sia a un elemento non nullo di Ay e sia € > 0.
Esiste allora F' € F(Ap, A1) tale che F(0) =a e | T(a)| B, < (1+€) ||all,-
Per definizione allora la funzione T'(F(z)) appartiene a F(By, B1) € si ha

IT(FE), < A+ )M [|F(2)la,, 2 €Ly

Ne segue che T'(a) = T(F(0)) € By.
Se poniamo G(2) = M 'M;*T(F(z)) allora G € F(Bo,B1) e ||G(2)|5, <
| F'(2)]|a,; per z € L;.
Ne segue
IGO0l = Mg~ My | T(a)lly < (1+€)M; all,-

Quindi || T(a)|l, < My~?M{ |jal|,. Siccome e era arbitrio, il Teorema & dimo-
strato.

Q

Dopo questi preparativi, possiamo enunciare e dimostrare il teorema di Riesz-
Thorin.

12A.14 Teorema di interpolazione di RIESZ-THORIN

Siano (2, %, ) e (¥, E, v) spazi di misura. Sia 1 < pg, p1, qo, @1 < 0.
Sia T un’applicazione lineare da LP°(Q,Xu) + LP1(Q, X, u) su L (P, 2, v) +
Lo (T, 2, v).
Supponiamo inoltre che T  applichi LPi (2, ¥, 1) in modo continuo su L% (U, =, v)
con norme M;, j = 1,2.
Sia 0 < 6 < 1 e definiamo p(#) e ¢(f) mediante

1 1-0 0 1 1-60 0
— +

p(6) Po D1 q(0) 9 T

Allora T applica LP(Q2, %, 1) in modo continuo su L?(V¥, =, v) con norma al pit
uguale a ML~ MY.
¢

Dimostrazione
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La tesi del teorema é certamente vera se pg = p1. Se pg # p; poniamo, per

qQ 1 — 1=z z
z €5, p(z) — Ppo T

Notiamo che se z € L; si ha %e(p(lz)) = 1%, j=12.

Consideriamo una partizione misurabile finita dell’insieme 2 in insiemi F}. e con-
sideriamo la funzione semplice (somma di funzioni costanti su ciascun insieme
Ey)

K
f= e ¢(Er), 1 £llpe) = 1,

k=1

dove (FE%) ¢ la funzione indicatrice dell’insieme Ej e le costanti rj, sono scelte
in modo tale che || f||,) = 1.

Definiamo
K po
F(z) =Y rf@ e e(By),
k=1
cosl da avere F(0) = f.
Se z € L; si ha
) =Y r7 &B), IFE, = 1fl7 =1

k=1

Pertanto la funzione F & analitica in S, continua in S e limitata in S nella
topologia di Ag + A;.

Ne segue || f|[y < 1 e quindi [[f[l, < [[f]|,(4) Per ogni funzione semplice f. Questo
risultato resta vero (per approssimazione continua) per ogni f € LP(2, X, u) e
quindi

1 llo < 1f1lpe) -

Dimostriamo ora che || f{lg = || f[l,)-

Facendo uso del teorema 12A.1 questo completera la dimostrazione del teorema
di interpolazione di Riesz-Thorin.

Utilizziamo la dualita tra L? e L*'. Sia f una funzione non nulla su (Ag, A;)s.
Se € > 0 esiste un a funzione F' € F(Ag, A1) tale che F(0) = f e |[F|lr <
(1+e)llflo-

Poniamo B; = LP5®); allora (By, B1) & una coppia compatibile, L* (V) (Q, . 11) C
(Bo, B1)g e inoltre ||gllo < [|gll (o) per g € LPO(Q, 2, p).

Se g ¢ una funzione semplice, esiste G € F(By, B1) tale che G(f) = g e inoltre
Gl < (1 +)llgllpo)-
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Ponendo I(z) = [ F(2)G(z)du questa funzione risulta continua e limitata in S
e analitica in S. Inoltre, se z € L;, la disuguaglianza di Holder da

1(2)] < / PG < [F )0 |Gy 0)
< (1+ 2l fllollgllo < (1 + 21 flollglly ) (12:2)

Dalla disuguaglianza di Hadamard deduciamo

1) =| [ o7 au| < 1+ 02 171y Ll - 124,14

Questa disuguaglianza vale per ogni €, se g appartiene ad un insieme denso di
LY ®) e quindi f € LP®),
Ne segue £ € L0 ¢ [[ll, = [1£ll, o) -

Q@

L’ultima disuguaglianza di cui diamo la dimostrazione é la disuguaglianza di
Young.

Riguarda gruppi localmente compatti metrizzabili e la misura & la misura di
Haar, unica a meno di scala. Nelle applicazioni che noi considereremo si tratta
generalmente di R? con la misura di Lebesgue o prodotti finiti di R¢, con la
misura prodotto.

Gli stessi teoremi sono utili in altri casi, ad esempio per il gruppo Z¢ con la
misura di conteggio, o Zo = {1,0} con regola di gruppo la addizione modulo

due e u({1}) = p({-1}) = &

12A.15 Disequaglianza di YOUNG
Supponiamo che G sia un gruppo abeliano metrizzabile o-compatto (& 1'u-
nione contabile di compatti), che 1 < p,q < oo e che

1 1 1
S4o=14->1
P q r
Denotiamo con * il prodotto di convoluzione.
Se g € LP(G), f € L1(G) allora f g € L"(G) e si ha
If =gl <IN, llgll, - 12A.15

¢

Dimostrazione

Se f € LY(G) 4 L” (G), l'operazione T, : f — f % g applica L' in LP con
norma < ||g]|.
Per dualita applica anche L* in L con la stessa norma.
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Prendendo 6 = 5 = g

1—-6 6 1 6 1-60 1

/ ) /

q p o0 q

e quindi si puo utilizzare la formula di interpolazione di Riesz-Thorin con py = 1,
pr=7q =p, @ =00.

@
Diamo infine una collezione di disuguaglianze di uso frequente.
12A.16 Diseguaglianza di HOLDER-YOUNG ([BL])
Siano 1 < p, ¢, r<oo,p ' +q¢ ' =1+r"1
Allora
I1f gl < 171l Ngll,- 12A.16
Inoltre si ha la stessa disuguaglianza se si considerano gli spazi L?, L7,.
¢

Nota 124.3
Ricordiamo qui ancora la definizione di spazio L? (detto spazio LP debole)
e la sua topologia.
fell(Mpu)<=3c>0: p({x: f(x)>t}) <ct P, Vt>0,

Ifl; = sup [tPp ({ f(x) > t71})77].

Notare che questa non é una mnorma perché non soddisfa la disuguaglianza
triangolare.

Si ha LP C L% con inclusione stretta se M non é una collezione finita di atomi.
Se f € LY vale la disuguaglianza

/|t Nu({x D f(x)>tHtPThdt < C log N

per un’opportuna costante C'.

&
12A.17 Disequaglianza di YOUNG 2
Siano p,q,r > 1 tali che % + % + % =2.
Denotiamo con p’ ’esponente duale di p. Allora
|| 160t =y)hty) dxdy| < .00, I£1, 0l 1247
dove .
2 _ b7
C, = T

p
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Notare che C,C,C, < 1.
¢

Si puod notare che per s = oo la disuguaglianza si riduce alla disuguaglianza di
Holder.

Se p = r = 2 si ottiene un’altra variante della disuguaglianza di Holder.
12A.18 Disuguaglianza di HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV

Siano 1 < p, r < o0, O<)\<desia%+%+%:2.
Allora vale la seguente disuguaglianza

] [ [ 16—yt dxdy| < Npoalfl, lol, 1248

dove N, € una costante che per alcuni valori di p,r, A puo essere data espli-
D, s Iy
citamente.

Ad esempio nel caso p =r = Qﬁ/\ si ha
(-4 (tH)"
r(d-1) (T (¢
Ny oy = 2-\2 " 2 2
P 7T2r(d—g)<r(d)>

dove per a > 0 la funzione I' & definita da I'(c) = [~ t* e~ "dt.

¢
Una generalizzazione di quest’ultima diseguaglianza ¢ la
12A.19 Disequaglianza (debole) di YOUNG
[ [ eontx - yiaty) axay| < N 51, 151 Iy 12410
dove abbiamo indicato con ||g||; la norma debole
lolly = B, * sup Vo ({x & R, ()| > o))"
¢

Altre disuguaglianze coinvolgono la trasformata di Fourier o danno relazioni tra
la norma di una funzione e del suo gradiente.

12A.20 Diseguaglianza di HAUSSDORF-YOUNG
Sia p’ > 2. Allora

Ifl, < em@cdifl, — C2=pr(p) 124.90

p
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e 'eguaglianza vale se e sole se la funzione f é una gaussiana.

Questa disuguaglianza dimostra che la trasformazione di Fourier é una trasfor-
. . . /

mazione lineare continua da LP (R?) a LP(R%).

¢
12A.21 Diseguaglianza di SOBOLEV GENERALIZZATA (JOk71])
Siad23,0§b§1,p=2b+€%.
Allora
Koy IV Flly > 1177, 124.21
dove
: L (r= 1T @) O\
Kn =w, d—2)2r— _ R S ,
p=wq T ( )T ( , ) <F(r+1)F(r))
b d 27r/2
r

Tp_2 20-b) YT T

(se b=0sihap= 2L =d").
Se 1—d/2 < b < 0 la disuguaglianza vale per funzioni della variabile radiale |x|.

¢

La disuguaglianza di Sobolev generalizzata puo essere dedotta ([L83]) dalla
seguente disuguaglianza di Sobolev in R

r—1 1
2 2 - 2 1, (r—=1\ " r'(2r) T
/15 + IF13 = M2, M, =2 2( ) (

r L(r)T(r+1)
12A.22
p

dove r = —£5.
p—2

12A.28 Disequaglianza di NASH

we H' N LYRY = ||u| 27" < |Vl [Jul2/?. 124.25

12A.24 Diseguaglianza di SOBOLEV LOGARITMICA
Se u € H'(R?), esiste una costante a > 0 indipendente da N tale che

2 2
a—/\Vu|2 dx > /|u(x)|2 log ('“(X” ) dx + C(1+loga) ul?. 124.26
™

2
[l

o

Prima di ulteriori disuguaglianze introduciamo alcune altre notazioni.

Definizione 12A.3 (spazi WP)
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Sia © un aperto regolare di R%. Definiamo

Wlr(Q) = {u € LP(Q),3¢91,...,9n5 € LP(RY), /ug—i = —/gm, Vo € ch(Q)}

dove C§° ¢ lo spazio delle funzioni di classe €' che si annullano in un intorno
del bordo 99 (o al di fuori di un compatto se € ¢ illimitato).
¢

Si puo dimostrare che W(£) é uno spazio riflessivo per 1 < p < oo, che & uno
spazio di Banach per 1 < p < oo e che é separabile per 0 < p < co.

Sia [[ull; , la norma di u come elemento dello spazio di Banach WP (Q). Allora

si ha 5
u
Pl =l + 3= | 5

dove le derivate sono intese nel senso delle distribuzioni.

p

Notiamo che si usa spesso la notazione H*(2) = W1P(Q).

Se ) ¢ limitato, valgono inoltre le inclusioni compatte seguenti

i)
WP(Q) ¢ immerso in modo continuo e compatto in L4(Q2) per ogni ¢ €
d, o0);

ii)
Se q € [p, p*] allora WP(Q) C L(9) ;
iif)
p<d= W"P(Q) C.LYQ), VYqel[l,p");

iv)

p=d= W"(Q) C. LYQ), Vg€ [l,00);
V)
p>d= W Q) c. C(Q);

vi)
Se (2 C R ed é limitato, si ha inoltre

Whr(Q) c. LYQ), 1<g<o0.

Negli spazi WP valgono le seguenti disuguaglianze

12A.22 Disuguaglianza di SOBOLEV-GAGLIARDO-NIRENBERG
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Per un aperto Q C R vale
WP (Q) C LP*(Q), —=--=

con
[ull,,. < C(d,p)[[Vul,.

¢
Notare che l'esponente p, ¢ naturale come si vede ponendo uy(x) = u(Ax).
¢
12A.26 Diseguaglianza di MORREY
Se p > d si ha WHP(Q) C L>°(Q) e inoltre
@ d d
u) — u(y)| € Cp.d) = yI" [Vul,. ¥y € B a=1-5. 12428
¢
Se € é compatto valgono inoltre le seguenti disuguaglianze.
12A.27 Disuguaglianza di POINCARE
Se u € W, P(Q), 1 < p < oo, si ha [ull, < Cl[Vull,.
¢

Per concludere richiamiamo una disuguaglianza che abbiamo gia presentato e
utilizzato nei Capitoli 7 e 10.

12A.28 Disuguaglianza di HARDY
Se ¢ € L*(R3) si ha

1 2 2

— < . .

/RS 4|X|2|¢(x)| dx_/Ra |Vo|™ dx 12A.27
Equivalentemente
1

24) > —— . 12A.2
(6:1pP0) > (00 70 e
¢

La disuguaglianza di Hardy puo essere generalizzata al caso in cui sia presente
un campo magnetico.

Questa generalizzazione € utilizzata per provvedere stime a-priori utili nello
studio delle proprieta dei solidi cristallini in un campo magnetico.

12A.29 Disuguaglianza di HARDY MAGNETICA
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Se d > 3, si ha

F)[2 4 ) o
]2 dx < =27 (Vafx)[7dx,  (Vaf)(x) = (V+icAx))f(x),
12A.29

quando tutti e due i termini sono definiti.

o

Dimostrazione
Se feC®eacR'siha

2
:/|vAf|2+a2 :f|22| dx-+2aRe Uf s VAf dx}

Utilizzando la regola di Leibnitz

2a9%e Vf )= |v|§‘f x] = fa/\f(X)P div <;‘|2) dx = —(d—Q)a/ |f|§(’22

Allora )
JITar6oP x> (o + (0 2a] [ 1)

Notare che se d > 3 si ha

0 S/ Vaf+a——f
x|

2 _ (d-2y
;Iéé}%)i[—a + (d—2)a] = T

Questo dimostra l'asserto se f € C°°. La dimostrazione negli altri casi in
cui i due termini dalla disuguaglianza so entrambi definiti viene fatta con un
argomento di densita.

Q
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CapIiTOLO 13
POTENZIALI PERIODICI. CELLE DI WIGNER-SEITZ E
DI BRILLOUIN . FUNZIONI DI BLOCH E DI WANNIER.
CAMPI ELETTROMAGNETICI DEBOLI.

In questo capitolo diamo qualche elemento della teoria dell’equazione Schrédin-
ger con potenziali periodici. Questa teoria é di grande interesse in Fisica della
Materia, perché riguarda la fisica dei solidi cristallini e delle loro interazioni con
campi elettromagnetici esterni.

I dati sperimentali indicano che in buona approssimazione i nuclei nella materia
cristallina possono essere considerati puntiformi e sono collocati in punti fissi di
una cella di un reticolo in R? (reticolo cristallino); la loro posizione e la struttura
della cella dipendono dal materiale considerato.

Questo va interpretato nel senso seguente. Essendo la massa dei nuclei molto
maggiore della massa dell’elettrone essi si muovono piu lentamente e le loro
funzioni d’onda sono molto pitl localizzate nello spazio di quelle degli elettro-
ni. Conviene, in una prima approssimazione, riguardare i nuclei come oggetti
puntiformi fissi.

I dati sperimentali suggeriscono che, in questa approssimazione e a temperature
non troppo elevate, i punti in cui sono localizzati i nuclei costituiscono un reticolo
cristallino.

Non esiste finora una teoria completa che renda conto di questo fenomeno, sebbe-
ne alcuni tentativi siano stati fatti per riportarlo alla configurazione d’equilibrio
di un sistema di molti atomi interagenti tra di loro e con gli elettroni attraverso
forze di natura coulombiana.

In questo capitolo iniziamo considerando I’approssimazione in cui i nuclei atomi-
ci siano localizzati nei punti di un reticolo regolare; la configurazione periodica
permette di definire una cella elementare (cella di Wigner-Seitz).

Per semplicita assumeremo che linterazione tra nucleo ed elettroni e tra gli
elettroni sia indipendente dallo spin. Questo implica che la presenza dello
spin produce solamente per ciascun elettrone un raddoppiamento degli stati
del sistema.

Assumeremo inoltre che l'interazione tra gli elettroni sia trascurabile e trascu-
rabili siano anche le interazioni con il campo elettromagnetico (quantizzato)
prodotto dai nuclei e dagli elettroni.

Sotto queste restrittive ipotesi, gli elettroni sono descritti da un’equazione di
Schrodinger con potenziale periodico che descrive 'interazione del singolo elet-

89
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trone con il reticolo dei nuclei ed eventualmente con un campo elettromagnetico
esterno.

Approssimazioni pitl fini possono essere considerate, che tengano conto dell’in-
terazione tra gli elettroni e della dinamica dei nuclei. In particolare possiamo
notare che la massa dei nuclei € molto maggiore di quella degli elettroni ma non
¢ infinita.

Quindi la funzione d’onda dei nuclei non é concentrata in un punto e i nuclei
hanno una dinamica non banale, ma il moto dei nuclei é percepibile solo in
una scala di tempi molto pit lunga di quella in cui descriviamo il moto degli
elettroni.

La variazione della funzione d’onda dei nuclei (e la conseguente variazione del
potenziale a cui sono soggetti gli elettroni) potra essere quindi considerata
adiabatica .

Indicheremo brevemente in conclusione di questo capitolo i rudimenti di questa
approssimazione adiabatica o multiscala che in questo contesto viene indicata
con il nome di approssimazione di Born-Oppenheimer .

Notiamo che gli elettroni sono particelle tra loro identiche che soddisfano la
statistica di Fermi, e quindi la funzione d’onda di un sistema di N elettroni in R>
¢ una funzione a quadrato sommabile ¢(x1,01;...;xN,0n), Tp € R® 0 = 1,2,
antisimmetrica rispetto a trasposizione di indici ('indice o ¢ l'indice di spin
che per lelettrone puo avere i valori 1 e 2).

Nell’approssimazione che consideriamo la funzione d’onda del singolo elettrone
¢ descritta da un’equazione di Schrodinger in un potenziale esterno Vier. Per
trattare un sistema di IV elettroni non interagenti tra loro dobbiamo tener conto
della proprieta di antisimmetria della funzione d’onda complessiva.

Poiché vorremo trattare il caso di un cristallo macroscopico, il numero di atomi
(e quindi di elettroni) ¢ molto grande e la funzione d’onda degli elettroni deve
essere antisimmetrizzata rispetto ad un numero molto grande di variabili.

Per evitare una trattazione che risenta eccessivamente delle specifiche dimensioni
del solido cristallino che esaminiamo e quindi della forma del suo bordo a livello
microscopico, conviene prendere il limite termodinamico che qui intendiamo nel
senso di limite di volume infinito a densita costante .

In questo limite il numero di elettroni del sistema ¢ infinito, e quindi una for-
mulazione in termini di funzione d’onda degli elettroni del sistema non é piu
praticabile.

Una possibile soluzione consiste in una descrizione pit algebrica in termini di
osservabili, che abbiamo visto essere praticabile anche in un sistema con infiniti
gradi di liberta, attraverso un formalismo di seconda quantizzazione.

Se siamo interessati alle proprieta dello stato di equilibrio del sistema, che assu-
miamo essere lo stato di energia minima, possiamo seguire una strategia alterna-
tiva, che utilizza le funzioni d’onda (generalizzate) del sistema in un potenziale
periodico.
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Consideriamo N, elettroni soggetti ad un potenziale periodico Vje; supponiamo
che il reticolo di periodicita sia generato dai vettori 7y, . .., nq applicati all’origine
delle coordinate. Indichiamo con €2 la cella elementare.

Supponiamo che 'interazione con i nuclei non dipenda dallo spin degli elettroni.
Consideriamo un cubo Ky C R% di lati N Ny centrato nell’origine.

Sia vy il volume di questo cubo e indichiamo pvy il numero di elettroni in esso
contenuti contenuti. La densita degli elettroni sara dunque py = Ng /vy dove
Ng ¢ il numero di elettroni.

E’ facile verificare che lo spettro di —A+ V,; con condizioni periodiche al bordo
0Ky ¢ puntuale, con autovalori A, (Kn) < A,41(Kn) e corrispondenti autostati
{on(Kn)}-

Poiché gli elettroni hanno spin % e l'interazione non dipende dallo spin, gli
autovalori Ao, —1(Kn) ed Aoy, (K ) coincidono.

Per un sistema di elettroni non interagenti ’energia minima ¢ quindi Ex, (E¢;) =
2 Nel

Z An (Kn). A questa energia corrisponde lo stato puro descritto dal deter-
n=1

minante di Slater delle prime 2N,; autofunzioni (ordinate secondo l’ordine dei
corrispondenti autovalori).
Chiamiamo Fk, energia di Fermi degli elettroni in questo stato.

Assumiamo che la densita py = ——“__ abbia un limite p quando N — occ.
vol (K n)

Sotto condizioni molto generali si dimostra che esistono i limiti

E = lim 7EKN(Nel> Er = lim LN(NEI) =pk.

N—o0 UOZ(KN) N —o0 Nel

Chiameremo Ep potenziale di Fermi del sistema infinito.

La dimostrazione, che qui non daremo, utilizza, come nella dimostrazione del-
I’esistenza del limite termodinamico in meccanica statistica, tecniche di disac-
coppiamento di regioni dello spazio e inoltre il fatto che per ogni regione finita
regolare € gli autovalori corrispondenti a una generica condizione al bordo sono
compresi tra i corrispondenti autovalori con condizioni Neumann e di Dirichlet
al bordo 0.

La dimostrazione richiede che le successioni di regioni considerate )y inva-
dano R? a condizione che contengano cubi di lato che cresce indefinitamente
(condizione di van Hove).

Nel caso V = 0 ’equazione di Schrédinger si risolve per separazione di variabili
e la distribuzione degli autovalori converge debolmente (nel senso delle misure)
ad una misura che € assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue.
Questo risultato si estende al caso di potenziali periodici sufficientemente rego-
lari.



POTENZIALI PERIODICI. CELLE DI WIGNER-SEITZ E DI
BRILLOUIN . FUNZIONI DI BLOCH E DI WANNIER. CAMPI
92 ELETTROMAGNETICI DEBOLI.

Per potenziali periodici sufficientemente regolari lo spettro di energia nella-
successione Ky con condizione di Neumann al bordo per N — oo tende a
coincidere con lo spettro (continuo) oper di —A + Vper definito su R,

Per questo sistema lo spettro oper € in generale assolutamente continuo e costi-
tuito da bande.

In d =1 le bande non si sovrappongono e hanno molteplicita spettrale due.
Ad esempio, in una dimensione, se la cella elementare del reticolo ¢ [—m, 7] e
la hamiltoniana & —dd—; con condizioni periodiche al bordo, gli autovalori sono
An = n? e hanno molteplicita due (tranne I’autovalore 0).

In [-7N,nN] gli autovalori di —A con condizioni periodiche al bordo sono
An(N) =[R2

Lo stato fondamentale di un sistema di N elettroni é rappresentato dal determi-
nante di Slater delle prime N autofunzioni; 'autofunzione di energia massima
corrisponde ad energia F(N) = (871)? (livello di Fermi).

In questo caso, che corrisponde a scegliere p = 1, si ha limy_, o F(N) = 1.
Indicheremo questo numero come livello di Fermi del sistema limite.

E’ facile vedere in questo caso che lo spettro o(N) tende a coprire in modo omo-
geneo la semiretta [0, 00) e quindi tende a coincidere (compresa la molteplicita)
con lo spettro di 7%22 definito sull’intero asse reale.

Questo €& un caso particolarmente semplice perché I'’equazione di Schrédinger
libera pué essere risolta per separazione di variabili.

In d > 2 la molteplicita spettrale non ¢ in generale costante all’interno di una
singola banda.

Le autofunzioni v del sistema K assumono, al bordo di facce opposte del cubo
elementare, valori che differiscono di ¢ = %’Tk‘ dove k dipende da 1.

Dunque al variare di N una generica autofunzione, ristretta alla cella elementare,
corrisponde a condizioni al bordo quasi arbitarie.

Questa considerazione semi-euristica che abbiamo fatto per il caso V' = 0 porta
a postulare che quando N & molto grande il sistema nel caso generale sia ben
descritto dalla teoria di Bloch-Floquet per potenziali periodici.

Questo ¢ il motivo per il quale nel caso di elettroni non interagenti tra loro
lo studio del cristallo infinito viene sostituito con lo studio dell’equazione di
Schrédinger con un potenziale periodico.

In particolare ci si aspetta che la teoria di Bloch-Floquet che descriveremo nel
seguito dia risultati corretti per quanto riguarda le proprieta di interesse per il
sistema macroscopico in esame, sia estensive che intensive, quali conducibilta
elettrica e polarizzabilita, e dia una spiegazione di alcuni effetti importanti, quali
leffetto Hall quantistico.

D’altra parte le considerazioni, in gran parte euristiche, connesse con il limite
termodinamico sono utilizzate per scegliere i parametri che compaiono nella
formulazione di Bloch-Floquet.
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Ad esempio nel caso del solido cristallino si fa ’ipotesi che il sistema totale sia
neutro, cioé che per il sistema ristretto al cubo di lato L la carica degli elettroni
presenti sia tale da bilanciare esattamente la carica dei nuclei.
Questo fissa il numero N di elettroni nel sistema e quindi p =
degli elettroni.

Quando viene preso il limite L — oo la densita p viene mantenuta costante.
La scelta del valore numerico per il potenziale di Fermi ¢ un altro esempio di
utilizzazione del limite termodinamico per la scelta dei parametri.

Nei

7%, la densita

13.1 LA TEORIA DI BLOCH-FLOQUET

In questo capitolo considereremo preliminarmente ’equazione di Schrédinger
per un singolo elettrone in un potenziale periodico trascurando lo spin; daremo
quindi alcuni dettagli della teoria di Bloch-Floquet.
Poiché trascuriamo le interazioni tra elettroni, la generica soluzione dell’equazio-
ne Schrodinger per un sistema di N elettroni sara il prodotto antisimmetrizzato
di soluzioni dell’equazione di Schrodinger per il singolo elettrone.
Consideriamo dunque l’equazione di Schrédinger, scritta in opportune unita di
misura

0¢

i = ~A(x,t) + Vioer(x) (2, 1), =€ R
dove il potenziale Vper(z) & periodico, esiste cioé una base {a; € R4}, i =
1,...,d, per la quale vale

Vper(x +a;) =V(z) Va; 13.1

Per base intendiamo una collezione di vettori indipendenti non nulli tali che ogni
elemento z di R? possa essere scritto come

T = Zmiai, z; € R.

(2

Intenderemo sempre che la base é minimale, nel senso che non esiste una base
b; per la quale il potenziale & periodico e per qualche valore dell’indice ¢ vale
a; = nibi, n; > 1.
Chiameremo cella elementare di tassellazione la cella individuata in R¢ dal-
Porigine e dai vettori a;. Ogni base individua un reticolo; con questo termine
indichiamo un sottoinsieme I" di R? che abbia le seguenti proprieta:
1)

I" non ha punti di accumulazione
2)

I" é un sottogruppo additivo di R.
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Una base minimale non viene individuata univocamente dal reticolo.
Resta individuata tuttavia una cella elementare W chiamata cella di Wigner-
Seitz (associata al reticolo I') e definita nel modo seguente

W={zecR: d(z,0) <d(zx,y),Yy €T\ {0}} 13.2

(d(z,y) & la distanza tra i due punti z ed y).
La cella di Wigner-Seitz ¢ in generale un poliedro.

Definiamo anche il reticolo duale
I*={kcR: k-ac2rZ VacT} 13.3

{dove, limitatamente a questo capitolo, il simbolo k- a indica il prodotto scalare

(k,a) = Ele kia;. La cella di Wigner-Seitz del reticolo duale viene detta zona
di Brillowin ed é anch’essa univocamente definita. La indicheremo con il simbolo

B.

Nello studio dei potenziali periodici ¢ conveniente considerare lo spazio L?(R%)
come somma diretta infinita di spazi di Hilbert isomorfi a LZ(W).

Ogni funzione ¢(z) € L?(R™) ¢ infatti equivalente (come elemento in L2(R?))
alla collezione delle sue restrizioni alle traslate della cella elementare per i vettori
del reticolo.

Questo suggerisce di utilizzare un formalismo (di Bloch-Floquet) in cui la som-
ma diretta viene sostituita con un integrale diretto sulla cella duale, nello stes-
so modo con cui la trasformata di Fourier provvede un isomorfismo tra ¢? e
12((0,2r)).

La dualita sostituisce la somma diretta di spazi di Hilbert isomorfi a L?(W) con
I'integrale diretto dello spazio di Hilbert L?(W), ossia L?(B, L2(W)).

Questo porta a considerare lo spazio

5] S2]
H= / L*(B) du = / L*(OW) du 13.4
w B

dove p ¢ la misura di Lebesgue.

Notiamo che se un operatore autoaggiunto H su H commuta con un gruppo di
operatori unitari {U(g)} che realizzano una rappresentazione continua Ug di un
gruppo di Lie G (se H ¢ illimitato questo significa che Ug commuta con ogni
proiezione spettrale di H) si puo scrivere H come integrale diretto sullo spettro
o di un insieme massimale commutativo dei generatori di Ug di spazi di Hilbert
Ks, s € o, tutti isomorfi ad uno stesso spazio di Hilbert

@
HZ/ Ksdu

dove p é la misura di Haar sul gruppo.
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In questa decomposizione risulta
H= / Hdpu, H,=K
g

dove K ¢é un operatore autoaggiunto su K.

Anche se operatore non é limitato questa decomposizione ha luogo, poiché
abbiamo assunto che Ugs commuta con le proiezioni spettrali dell’operatore H.
L’interesse negli integrali continui indicati in (13.4) sta nei seguenti Teoremi.
Premettiamo una definizione

Definizione 13.1

Un operatore limitato A su H = fﬁ; K.mdp & detto essere decomponibile (per
la decomposizione dello spazio in integrale diretto) se esiste una funzione A(m)
a valore operatori in L™ (M, du; B(K,,)) tale che per ogni ¢ € H vale

(Ag)(m) = A(m)¢p(m). 13.5

In questo caso scriviamo A = fﬁ A(m)du(m). Gli operatori A(m) vengono
detti le fibre di A.
&

Reciprocamente ad ogni funzione A(m) € L>*(M,du; B(K,,)) ¢ associato un
unico operatore A € B(H) tale che valga (13.5).

Questo provvede un isomorfismo isometrico tra L™ (M, du; B(K,,)) e B(f]?; K, dp).
Si puo dimostrare che gli operatori decomponibili sono caratterizzati dalla pro-
prieta di commutare con tutti gli operatori decomponibili che su ciascuna fibra
agiscono come un multiplo dell’identita.

Poiché gli operatori che introdurremo su ogni fibra sono autoaggiunti ma non
limitati in generale, estendiamo la definizione di decomponibilita al caso di
operatori autoaggiunti non limitati.

Definizione 13.2

Su uno spazio di misura separabile regolare (M, p) una funzione A a valori
operatori autoaggiunti su uno spazio di Hilbert IC,, verra detta misurabile se e
solo se & misurabile la funzione (A + il)~!.
Data una tale funzione, definiamo un operatore A su H = f]\e; Kmdp con
dominio

D(A)={¢ eH : ¢(m) € D(A(m)) q.0., / |A(m)d(m)lk,, dp < oo}
M 13.6
ponendo (A¢)(m) = A(m)¢p(m).
Abbiamo utilizzato in (13.6) la notazione q.o. (quasi ovunque) per indicare che
la (13.6) vale per un insieme di m di misura piena in M. Nel seguito, ometteremo
questa precisazione.
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Utilizzeremo la notazione A = f;‘; A(m)dp.

&

Le proprieta degli operatori decomponibili sono riassunte dal seguente Teorema.

Teorema 13.1

Sia A = fjg A(m)dp dove m — A(m) & p-misurabile e A(m) é autoaggiunto
per (quasi) ogni m.
Allora valgono le seguenti affermazioni
a)

L’operatore A & autoaggiunto.
b)

Un operatore autoaggiunto su H ha la forma |’ J?; A(m)du se e solo se (A +
iI)~! & un operatore limitato decomponibile.

)

Per ogni funzione di Borel limitata F' su R si ha

®
F(A) = | F(Am)dp 13.7

d)
A é nello spettro di A se e solo se per ogni € > 0 & maggiore di zero la misura
dell’insieme {m € M : o(A(m)) N (A —¢€, A+¢€) # 0}

e)

A é un autovalore di A se e solo se é maggiore di zero la misura dell’insieme
dei valori di m per i quali A ¢ un autovalore di A(m).
f)

Se ciascun A(m) ha spettro assolutamente continuo, anche A ha spettro
assolutamente continuo.

g)

Supponiamo che B sia rappresentabile come B = f]\e; B(m)du con B(m)
autoaggiunto.

Se B ¢ limitato rispetto ad A con parametro di limite a, allora ciascun B(m)
¢ limitato rispetto a A(m) e il parametro di limite a(m) soddisfa a(m) < a.

Se a < 1 allora A + B definito come

/ ®[A(m) + Bm)]du 13.8
M

¢ essenzialmente autoaggiunto su D(A).

Per la dimostrazione di questo teorema rimandiamo a [RS72].
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Notiamo solo che la parte f) del teorema 13.1 afferma che condizione sufficiente
perché A abbia spettro assolutamente continuo ¢ che ciascun operatore A(m)
abbia spettro assolutamente continuo. Questa condizione & lungi dall’essere
necessaria come dimostra il seguente Teorema.

Teorema 13.2

Sia M = [0, 1] e u la misura di Lebesgue. Sia H = f[O,l} Hdp dove H,, per
ogni m € uno spazio infinito-dimensionale separabile e sia A = f[o 1 A(m)dp con
A(m) autoaggiunto per ogni m.
Supponiamo che
1)

per ciascun valore di m lo spettro di A(m) sia puntuale con una base
completa di autovettori {¢,(m), n=1,2,...} e autovalori E,(m)
2)

per nessun valore di n la funzione E,,(m) sia costante, che ciascuna funzione
¢n(m) sia reale analitica (come funzione di m) in (0,1) e continua in [0,1]
3)

per ciascun valore di n la funzione E,,(m) sia analitica in m in un intorno di
[0,1].

Allora l'operatore A ha spettro assolutamente continuo.

Dimostrazione
Sia
Ho={p €M ,d(m) = f(m) ¢pu(m)} f e L*(M,dp)

Gli spazi H,, sono mutuamente ortogonali per diversi valori dell’indice n.
Inoltre si ha H = @H,, e H,, C D(A) e AH,, C H,.

Questo permette di definire un operatora A, che agisce in H,,.
Consideriamo 'applicazione unitaria che per ogni n diagonalizza A, ; si ha

A, =U, A, UL (Auf)(m) = E,(m)f(m)  f e L*([0,1],dm) 13.9

Dimostriamo che ciascun A, ha spettro assolutamente continuo.
Poiché E(m) ¢ analitica in un intorno di (0,1) e non & costante, la sua derivata
dE,

-2 ha al pitt un numero finito di zeri, per il teorema di Weierstrass.

Indichiamo questi zeri con mq,...my_1 € poniamo mg =0 my = 1. Si ha
L?[0,1] = &7 L*(m;—1,m).

L’operatore A, lascia invariante ciascun sommando e vi agisce come indicato in
(13.9).
Su ciascun intervallo F,, & strettamente monotona e differenziabile.
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Su ciascun intervallo quindi si puo definire la funzione differenziabile o mediante
E,(a(X)) = X e risulta

mp=<ﬂzgﬂ)ldx m = a())

Se definiamo 'operatore unitario U su L?((mj_1,m;)) mediante (Uf)(\) =
da f(a (X)) otteniamo
UA U g(A) = A g(N)

Abbiamo costruito cosi una rappresentazione spettrale per A, per la quale la
misura spettrale ¢ la misura di Lebesgue.
Lo spettro di ciascun operatore A,, ¢ quindi assolutamente continuo e cosi ¢ lo
spettro di A.

Q

Nel caso che abbiamo in esame il gruppo G viene sostituito con un gruppo
discreto (il gruppo di periodicita del reticolo) e l'integrale viene sostituito con
la somma su spazi di Hilbert tutti isomorfi allo spazio di funzioni a quadrato
sommabile sulla cella di Wigner-Seitz W.

Ma mentre la decomposizione di spazi di Hilbert non presenta problemi, la
decomposizione di —A + V,, richiede alcune precisazioni.

Infatti, come abbiamo visto nel Capitolo 9, la restrizione di quest’operatore alle
funzioni di classe H? aventi supporto in ¥/ non é un operatore simmetrico e la
sua restrizione —Ag + V alle funzioni aventi supporto strettamente contenuto
in WV & simmetrico ma non autoaggiunto.

Dalle considerazioni empiriche fatte nel caso V' = 0 (il problema non ¢ 'opera-
tore limitato V') si pud cercare di scrivere

H:/m@

dove H, é una famiglia di operatori autoaggiunti, ciascuno corrispondente ad
un estensione autoaggiunta di —Ag+ Vyy dove Vjy é la restrizione del potenziale
alla cella di Wigner-Seitz.

Notiamo che la decomposizione alternativa H = ffa L?(B) presenta maggiori
difficolta in presenza di un potenziale V' perché il potenziale non é diagonale in
questa rappresentazione).

Applichiamo ora il teorema 13.2 all’analisi dell’equazione di Schrédinger con
potenziali periodici in dimensione d.

Iniziamo con il caso pitt semplice, d = 1.

Consideriamo 'operatore simmetrico positivo 7# definito sulle funzione di
classe C? a supporto strettamente contenuto in (0,27) e indichiamo con ]33 la
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sua estensione autoaggiunta ottenuta ponendo sulle funzioni nel suo dominio le
condizioni al bordo

d¢

0 do
60
dx €

o2m) =e’3(0),  Lem =),

Dall’analisi di Fourier si deduce che 1'operatore —A definito su L?(R) con do-
mino di essenziale autoaggiuntezza la funzioni C*° a supporto compatto puod
essere identificato con f[o,%) ﬁg%.
Per ciascun valore del parametro 6 ’operatore di moltiplicazione per la funzione
V(z) limitata misurabile in [0, 27] ¢ infinitesimo rispetto a pg.
Teorema 13.3

Sia V(2) un funzione limitata misurabile su R di periodo 27. Consideriamo
'operatore su L?(0, 27) definito da

Hy = p3 + V()

e definiamo

@ de
H= K—, K=L*0,2r)
[0,27) 2m

Sia U : L?(R,dz) — H la trasformazione unitaria definita su S(R) da

(Uf)o(z) = Z e~ f(x + 27n) 13.10

nez

(per ciascun valore di z questa ¢ una trasformazione di Fourier). Allora si ha

2
U <d2 + V> U :/ Hydo. 13.11
dz [0,27)

¢

La trasformazione U definita da (13.10) & la trasformazione di Bloch-Floguet (nel
caso uni-dimensionale, la generalizzeremo in seguito per il caso di dimensione
d).
Conviene notare che se ¢(z) € L%(R) la serie in (13.10) converge nello spazio
L2(B, L*(W)).
Definizione

La funzione U¢ associata univocamente allo stato descritto da ¢ é detta
trasformata di Bloch di ¢.

¢

Dimostrazione del Teorema 13.3
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Notiamo che, per f € S ed essendo V periodico

(UV flo(z) =V (z)(Ufo(z) = Z e~ MY (& + 27n) f(z + 27n)

n

quindi su &
de

Uvu—! = / 1%
[0,27) 21

D’altra parte, sempre su S

—U—U*I:/ pade
dx? [0,27) 0

come ¢ facile vedere passando in trasformata di Fourier a notando che per f € S
si ha Fpif] = (% + n)2Ff (o0, in modo analogo, studiando la relazione tra
risolventi).
La (13.11) segue allora perché S & un core per H + V.

Y%

Come conseguenza dei teoremi 13.2 e 13.3 per analizzare le proprieta spettrali di
2

—£- +V(z) con V periodico di periodo 2 sara sufficiente analizzare p3 + V (z)

per ogni valore di 0 < 6 < 27.

Le sue autofunzioni ¥(z,0), = € (—00,00), 68 € [0, 27|, verranno detta Funzioni
di Bloch.

Lemma 13.4

Per ogni valore di 6 :
i)

L’operatore p3 ha risolvente compatta.
ii)

p? & il generatore di un semigruppo di contrazione che migliora la positivita.
iii)

la risolvente di pj ¢ una funzione (a valori operatori) analitica in # in un
intorno di [0, 27].

¢

Dimostrazione

I punti i) e ii) potrebbero essere dimostrati con argomenti astratti. Conviene
qui dare una dimostrazione costruttiva che provvede anche una dimostrazione
del punto iii).
Sia K linverso di 7%22 + I definito su L?(R). E’ un operatore con nucleo

integrale G(x — y) la cui trasformata di Fourier & G(p) = — —*

Var (PP+1)”
Sia Gy l'inverso di p3 + I definito su L?((0,27))
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Se f € C§°((0,2m)) sia G f che Gy f risolvono la stessa equazione —u'(z) +
u(z) = f(z) in (0, 27) e pertanto la loro differenza vg risolve —vj + vy = 0.
Devono esistere quindi costanti a e b tali che (Gof)(z) — (Gf)(z) = ae® 4+ be™ ™.
Tenuto conto che (Gyf)(z) deve soddisfare le condizioni al bordo

(Gof)(2m) = e (Gof)(0), (Gof)'(2m) = e(Gof)'(0) 13.12

non ¢ difficile vedere che

1 1
Gy(z,y) = 56_|$—y| +a(@)e" Y +al@)e’ ", «f) = m 13.13

Le proprieta i),ii) seguono dalla forma esplicita di Gy date in (13.13).
Infatti il suo nucleo ¢é strettamente positivo per ogni 6. Anche la iii) é soddisfatta
perché 6 — Ky ¢ chiaramente analitica (come applicazione da C' agli operatori
di Hilbert-Schmidt) per ogni 0, |Jm6| < 2.

V)

Possiamo ora analizzare gli operatori Hyp = pz + V.

Teorema 13.5
Supponiamo che il potenziale V' sia continuo a tratti e sia periodico di periodo
2.
Allora
i)

Hy ha spettro puramente discreto ed ¢é reale analitico in 6

ii)

Hy e Hor_g sono (antiunitariamente) equivalenti per coniugazione comples-
sa.
iii)

Per 0 € (0,7) gli autovalori E,(6), n=1,2,..., di Hy sono non-degeneri.
iv)

Ogni E,(0) ¢ reale analitico in (0, 7) e continuo in [0, 7].
v)

Per n dispari (rispettivamente pari) E, () é strettamente crescente (rispet-
tivamente decrescente) con 6 in (0, 7). Inoltre

Ep(0) < Exy1(0)  Ep(w) < Epaa(n) k=1,2,.... 13.14

vi)
Gli autovettori ¢, (0) possono essere scelti reali analitici in 6 per 6 € (0, 7) U
(m,2m) e continui in 0 e 7 (con ¢, (0) = ¢p(27)).
¢



POTENZIALI PERIODICI. CELLE DI WIGNER-SEITZ E DI
BRILLOUIN . FUNZIONI DI BLOCH E DI WANNIER. CAMPI
102 ELETTROMAGNETICI DEBOLI.

Dimostrazione
i

Il punto i) segue dal fatto che l'affermazione ¢ vera per V = 0 e dalla
teoria delle perturbazioni regolari per operatori di Schrédinger che abbiamo
brevemente descritto nel cap. 10.

i)

1l punto ii) si verifica facilmente per V' = 0 e rimane valido per V reale
limitata rispetto a Hy.
iii)

Se E & un autovalore di Hy con 0 € (0,7) significa che —u’ + Vu = Eu
ha una soluzione, ma questo puo essere vero solamente al pitt per una delle
condizioni al bordo (13.12).

iv)

Consideriamo E1(0). Esso ¢ un autovalore semplice perché Hy ¢ il generatore
di un semigruppo che preserva la positivita. Poiché Hy é analitico in un intorno
di 0 ed E1(0) non & degenere, esiste un intorno di 0 in cui Hy ha un minimo
autovalore E;(6) non degenere e analitico.

Se 7 non fosse ’estremo superiore dell’intervallo di analiticita dovrebbe esistere
6o < 7 tale che E1(0) — oo quando 6 — 6y (notare che Hy ¢ limitato dal basso
perché V € L*°).

Pertanto ¢ sufficiente dimostrare che Ey(6) rimane finito al variare di 6 in [0, 7).
Ma questo & vero poiché E;(8) & il minimo autovalore di Hy.

Questo ragionamento puo essere ripetuto per E,(6), n > 1. Notare che E,,(0), n >
1 puo essere degenere (ad esempio lo é se V' = 0) ma non lo & E,,(¢) per e piccolo

e diverso da zero.

v

)

Iniziamo con il dimostrare che V6 FE{(0) < E;(#). Poiché e~ migliora la
positivita (vedi Capitolo 19), lautovettore ¢;(0) ¢ strettamente positivo e si
estende a una funzione periodica ¢~>0 su tutto R.

Considerando la sua restrizione all’intervallo (—2mn,27n) e chiamando Hj, 1'o-
peratore —% + V ristretto alle funzioni periodiche in questo intervallo, si ha
che F;(0) & anche il minimo autovalore di Hy.

Ne segue che qualunque sia n si ha che per ogni ¢ € C§°(—2mn, 27n)

<m[d2+vw>>&wmmw

da?

poiché al variare di n gli insiemi C§°(—27n,27n) coprono densamente L?(R) ne
deduciamo che, quasi ovunque in 6 si ha Ey(6) > E;(0).
Ma FE; é continuo, quindi la disuguaglianza vale per tutti i valori di 6.
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Consideriamo ora ’equazione differenziale

7d2u(x)

e + V(z)u(z) = Fu(x). 13.15

Siano uf(x) e uZ (z) le soluzioni con le condizioni al bordo uf’ (0) = 1, (uf)’(0) =
0euf(0) =0, (uf(0)) =1 rispettivamente.
Consideriamo la matrice Hessiana M (E) composta dal valore delle due funzioni
e delle loro derivate nel punto 27 e definiamo

D(E) = Tr M(E) = u?(2n) + (uf)' (27). 13.16

Notiamo che M (E) ha determinante 1 poiché il Wronskiano delle due soluzioni
uy ed ug & costante; indichiamo con A e A~ i suoi autovalori.

Se v(x) soddisfa (13.15) allora la matrice M(FE) da la relazione lineare tra il
vettore (v(0),v'(0)) e il vettore (v(27),v'(27)).

Ne segue che lequazione Hgip = E1) ha soluzione se e solamente se e? ¢
autovalore di M (E) e quindi se D(E) = 2 cos 6.

Pertanto vale la relazione

arccos[%D(El(F)))] =0 13.17

Sappiamo che D(FE) = 2 per E = F4(0).
Al crescere di 0 tra 0 e 7 la funzione D(FE) varia in modo monotono decrescente
tra 2 e —2.
Il primo valore di E per il quale D(E) = —2 & di conseguenza E1 (). Il successivo
valore di E per cui D(E) = —2 deve essere Ea(m).
Nell'intervallo (Ez(7), E2(0)) D(E) ¢ crescente e assume il valore 2 in corrispon-
denza a F5(0).
Si alternano cioé intervalli di energia in cui D(E) & crescente tra —2 e 2 e
intervalli in cui essa ¢ decrescente tra 2 e —2.
Questi intervalli (bande) sono rispettivamente [Ea;1+1(0), Eak41(7)] € [E2k (), Eax(0))].
La k™ banda puo toccare la (k+1)™? solo se Ey(7) = Ej11(m) oppure E(0) =
Ei+1(0) (quindi se il corrispondente autovalore ¢ doppio).
Notare che se V = 0 tutti gli autovalori sono doppi e tutte le bande si toccano.
vi)

Che gli autovalori ¢,,(0) possano essere scelti analitici in 6 in (0, 7) U (, 27)
e continui in (0, 27) segue dalla teoria delle perturbazioni regolari di operatori
autoaggiunti.

¢

Dall’analisi che abbiamo fatto segue
Teorema 13.6.
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Consideriamo l'operatore autoaggiunto H = —Z—z +V(z) su L*(R) con V (z)
periodico e continuo a tratti. Indichiamo con Ey(0), k& = 1,..., gli autovalori

dell’operatore H ristretto alle funzioni in [0, 2] con condizioni periodiche al
bordo, e con Fj(m) quelli dello stesso operatore differenziale ristretto alle fun-
zioni che soddisfano condizioni antiperiodiche (i valori che assumono in 0 e 27
sono fra loro opposti).

Allora

i)
o(H) = Ug([E2x11(0), Eggt1 (m)] U [Eak (1), B2k (0)])

ii)
H non ha spettro discreto
iii)
H ha spettro assolutamente continuo

Dimostrazione
1l punto i) segue dal teorema 13.1 poiché E,(#) ¢ continuo per ogni n.
Il punto ii) segue dal teorema 13.2. poiché E,(6) & strettamente monotona e
quindi per ogni Ey I'insieme dei valori di 6 per cui F(#) é un autovalore consiste
al pit di due punti.
11 punto iii) segue dai teorema 13.3 e 13.4.
@

Chiameremo gap ogni intervallo che separa due intervalli disgiunti dello spettro.
Notiamo che gli estremi dei gap sono dati dalle energie delle soluzioni periodiche
e antiperiodiche dell’ equazioni di Schrédinger. Gli autovalori corrispondenti a
soluzioni con altre condizioni al bordo sono interni allo spettro.

Questa caratteristica non ¢ pitl necessariamente vera nel caso di dimensione
maggiore di uno; in questo caso le autofunzione di bordo (quelle che corrispon-
dono ai bordi dello spettro) possono corrispondere a diverse condizioni al bordo
della cella di Wigner-Seitz.

Questo fatto costituisce una difficolta nell’estendere al caso di dimensione > 2
I’analisi che abbiamo fatto, che si basa su una fibrazione dello spazio di Hilbert
che ha come base L?(W) dove W ¢ la cella elementare di Wigner-Seitz.
Questa difficolta suggerisce di utilizzare un’altra fibrazione, che ha come base
la cella di Brioullin del reticolo duale.

Prima di analizzare quest’altra fibrazione diamo un esempio concreto dell’a-
nalisi che abbiamo fatto studiando [’equazione di Mathieu che corrisponde al
potenziale V() = p cos z.

Lemma 138.7
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Nel caso della hamiltoniana

2

:—E—I—,u cos x, u#0

tutti i gap sono aperti.
¢

Dimostrazione

Siano H, (rispettivamente H,) gli operatori autoaggiunti su L?(0,27) de-
finiti come restrizione dell’operatore differenziale H = —j—; 4+ u cos x a
funzioni che soddisfano condizioni al bordo di periodicita (rispettivamente di
antiperiodicita).
Dobbiamo dimostrare che H, e H, non hanno autovalori doppi.
Iniziamo con il determinare gli autovalori di H,. In trasformata di Fourier
I’operatore Hg (uguale a —d?/dx? ristretto alle funzioni periodiche) assume la

forma
1

Hp¢n = n2¢m On = \/T?eim”

quindi I'autovalore F corrisponde alla relazione in ¢2

(n? — E)an + g(an+1 tan 1) =0 27; lanl? = 1. 13.18
Dimostriamo che la soluzione, se esiste per un dato E, & unica.

Supponiamo infatti che vi siano due soluzioni distinte corrispondenti ad uno
stesso valore di F.

Sia {b,} un altra soluzione. Moltiplicando le due equazioni rispettivamente per
b, e per a, e sottraendo si ottiene, usando 'ipotesi pu # 0,

Cn = Apy1by — anbny1 = apbp—1 — an—1by = cp—1. 13.19
Ma entrambi i vettori {a,} e {b,} sono in ¢2. Ne risulta ¢, = 0 Vn e quindi

an_an = anbn+1. 13.20

Notiamo ora che se due consecutive costanti a,, sono nulle, la soluzione di (13.18)
¢ nulla (questo ¢ dovuto alla specifica forma del potenziale).

Quindi almeno una tra a, e a,y; deve essere non nulla, e lo stesso vale per le
by,

Se E ¢é doppiamente degenere, poiché il potenziale V' (z) ¢ pari possiamo assu-
mere che una soluzione sia pari e I’altra dispari.

Se quella data da {b,,} ¢ dispari, avremo by = 0. Quindi b; # 0. Corrisponden-
temente, quella data da {a,} sara pari, quindi a, = a_,.

D’altra parte la (13.18) per n = 0 da’ —Fag + pa; = 0.
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Poiché ag ed a; non possono essere entrambe nulle, segue che ag b; # 0. Ma
a1 bp = 0 e questo viola (13.19).

La contraddizione che abbiamo ottenuto dimostra che ’autovalore non puo
essere doppio; in altre parole, per il potenziale di Mathieu tutti i gap sono
aperti.

Q

Studiamo ora il caso di dimensioni maggiori di uno.
In questo caso non é in generale vero che le autofunzioni relative agli estremi
delle bande (che sono detti edge states ) soddisfino ad una particolare simmetria
nello spazio delle configurazioni.
E’ quindi conveniente adottare una descrizione duale, che corrisponde ad una
decomposizione dello spazio di Hilbert in fibre associate alla trasformata di
Fourier (quasi-momenti).
Cominciamo anche questa volta con il caso di una dimensione.
Supponiamo che V(z) € C*(R) cosi che 'operatore differenziale H = —dd—; +
V(z) é un’applicazione di S in se.

Prendendo trasformate di Fourier su ha

(Hf)(p) =p* flp) + \/% / Vip—p)f)dp 13.21

Se V(x) & periodico di periodo 2 si ha

Viz) = i V,ein®
con serie uniformemente convergente. Corrispondentemente la (13.21) si scrive
(Hf)(p) =p"f(p) + i Vaf(p—n).

Da questo segue il seguente teorema

Teorema 13.8
Sia H' = (%(Z) e costruiamo H = f[e_al 1 H'dg.

Per ¢ € (-1, 1] definiamo

o
(Hy@)m = (@ +m)°gm + > Vagm-—n  gEH 13.22
Allora, se H = —% + V(x) in L?(R) si ha, con U la trasformazione di Fourier

(&) N
UHU-! = /( Hydg,  [(UH@)m = flg+m)

~3,3]
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¢

Nota 13.1

L’espressione (13.22) definisce un operatore attraverso il suo nucleo inte-
grale. In questo caso particolare l'operatore assume la forma di un operatore
differenziale in un’altra rappresentazione.
Ma se consideriamo la restrizione di quest’operatore ad un suo sottospazio spet-
trale e successivamente eseguiamo la trasformazione di Fourier otteniamo in
generale un operatore pseudodifferenziale. Per questo motivo la teoria matema-
tica degli operatori di Schréodinger con potenziali periodici (teoria della materia
cristallina) utilizza estensivamente la teoria degli operatori pseudo-differenziali.

&

Nota 13.2

Abbiamo visto che 'operatore H = —% + V(z) dove V(x) ¢ periodico di
periodo 27 e continuo a tratti, & un operatore autoaggiunto e il suo spettro o(H)
consiste in un numero finito o infinito di intervalli dell’asse reale I}, = [Ag, A\gt1],
detti bande, intervallati da intervalli aperti, detti gaps.
Le autofunzioni generalizzate ¢ (x) relative all’autovalore FE € Iy nel caso uni-
dimensionale che abbiamo finora studiato sono funzioni continue che soddisfano
al bordo dell’intevallo [0, 27] condizioni del tipo

or(27m) = w(E)¢r(0)

dove w(FE) ¢ un funzione continua con |w(E)| =1, VE.

Ai bordi delle bande la funzione w(FE) pud assumere solamente i valori 1 oppure
-1. Notiamo che le autofunzioni ¢ g(x) sono definite per ciascun E € Ij, a meno
di una fase; questa fase puo, nel caso unidimensionale, essere scelta funzione
continua di E.

La funzione ¢ (z) definita su [0, 27], normalizzata ad uno, pud essere continua-
ta all’intero asse reale come funzione limitata QNSE rimanendo un’autofunzione
(generalizzata) dell’operatore H.

Indichiamo con ¢¥ la restrizione di ¢ all’intervallo [~ N7, Nr].

Vale naturalmente (¢, H¢N) = 2N (¢, Hp); passando al limite N — oo la
quantita (¢, Hop) & l’energia dello stato & per unita di lunghezza (misurata in
multipli di 27).

Questa considerazione elementare ¢ utile quando si considera un sistema di
elettroni distribuiti con densita costante in un potenziale periodico; con questa
notazione intenderemo un sistema che formalizzeremo con un limite N — oo
nello stesso modo in cui si procede nel fare il limite termodinamico in Meccanica
Statistica.

Ricordiamo che lo spettro di H ¢ assolutamente continuo. Nel caso unidimen-
sionale per potenziali sufficientemente regolari, le ¢g(x) sono continuabili come
funzioni di z in un intorno dell’asse reale.
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Se la misura spettrale o()) é analitica, per teoremi classici di Pailey-Wiener
[PW34] (in analogia con la trasformata di Fourier) per ogni funzione g a supporto
compatto la funzione

() = / 9\ (@) d‘;&” i 13.23

converge a zero esponenzialmente per || — oo, e l'esponente dipende dal
supporto di g.

Ne segue che ¢ possibile, partendo dalle funzioni di Bloch relative alla hamil-
toniana H e mediante un processo di ortogonalizzazione, costruire un sistema
ortonormale completo di funzioni &,(z) € L?(R3) ciascuna delle quali converge
a zero esponenzialmente al di fuori della cella di Wigner- Seitz (ma la rapidita
di convergenza dipende in generale dall’indice n.)

Questa collezione di funzioni prende il nome di funzioni di Wannier .
L’esistenza delle funzioni di Wannier permette di studiare osservabili (pertur-
bazioni) che abbiano supporto in una regione piccola nello spazio della configu-
razioni, dell’ordine di una cella di Wigner-Seitz.

Nel caso di dimensione > 2, la costruzione di funzioni di Wannier che decrescano
esponenzialmente non & sempre possibile per un motivo che illustreremo tra
poco.

&

Dalle considerazioni fatte finora risulta che si considerano potenziali periodici
nel caso di dimensione maggiori di uno é conveniente utilizzare la fibrazione
nello spazio degli impulsi.

Prima di fare questo, dobbiamo dare una generalizzazione al caso di poten-
ziali periodici delle stime di controllo degli operatori moltiplicazione per un
potenziale mediante operatori differenziali, in particolare il laplaciano.

I criteri che abbiamo dato in precedenza per potenziali in L? o di tipo Rollnik
non sono applicabili al caso periodico, perché un potenziale periodico non ¢é in
LP.

Utilizzando la periodicita (quindi in ultima analisi le fibrazioni che abbiamo
introdotto) & tuttavia sufficiente avere stime locali .

Definizione 13.2

Una funzione V su R? & detta essere uniformemente localmente in LP se e
solo se esiste una costante positiva M tale che [, |V (z)[Pd?z < M per ogni cubo
C di lato uno.

&

Con questa definizione la teoria delle perturbazioni precedentemente sviluppata
si estende a perturbazioni uniformemente localmente limitate (nel senso di Kato)
rispetto al laplaciano.
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Teorema 13.9

Siapg2perd§3,p>2perd:4ep>gperdza
La moltiplicazione per ogni funzione V che sia localmente uniformemente in
LP(R™) & un operatore in L?(R™) limitato rispetto al laplaciano con limitatore
Z€ro.

¢
Dimostrazione
Se % + % = % sappiamo che per ogni € > 0 esiste A, tale che

I£115 < el AFIIZ + Al 113 13.24

Per ogni cubo C definiamo

Ifle =/ f(x)HTddxr

Sia ora C' un cubo di lato unitario e C3 il cubo di lato 3 e stesso centro di C.
Utilizziamo un procedimento standard di localizzazione.

Sia n un funzione di classe C'>° con supporto strettamente contenuto in C e che
valga 1 su C.

Utilizzando (13.24) otteniamo

IF11Z.c <l f15 < el Al HIE + Aclln £113

< 3e|Afl3 .0 + BIVFIZ e, + DIFIE o, 13.25

dove abbiamo utilizzato le due identita
A(n f)=fAn+nAf+2Vn-Vf, (a4+b+c)? <3(a® +b* +c2)

Le costanti B e D non dipendono da C.
Sia ora £ € Z¢ e sia C¢ sia il cubo di lato uno centrato in & e C¢ 3 il cubo di
lato 3 centrato in &.
Per ipotesi
2= sup 1Vlp,ce < o0

Abbiamo dunque, per ; + 1 = 3

2
q,C¢ <

IV AE=Y IVIEe <D IVIEel
€ €

<IVIPY - GBelAflE e, +BIVIE e, + DIfI3 e,
¢
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B
< VI 37 el Al + (D + T f1I3 13.26

(notare che, tranne che per un insieme di misura zero, ogni x appartiene a
esattamente 3¢ dei C¢ 3) e abbiamo utilizzato la disuguaglianza di Plancherel

1
IVFIIZ < SIUAFIE + 5 1£115

che a sua volta é una conseguenza della disuguaglianza numerica a < 6 a® + %.

@

Diamo qualche dettaglio della decomposizione integrale di un operatore di Schro-
dinger in R? con potenziale periodico.

Se il reticolo I' di periodicita ha una base 71,...,7v4 € R? il reticolo duale ¢é
definito dalla base duale i, ...,v; € R? (definita da (v, v7) = 2md; ;).

Il dominio centrato fondamentale di I'*

d
ICZ{Zti’y;“)StiSl} 13.28

=1

¢ identificabile con la zona di Brillouin.

Generalizziamo ora al caso d > 1 ’analisi della decomposizione nello spazio dei
momenti che abbiamo fatto in modo esplicito nel caso d = 1.

Con stime analoghe a quelle fatte per il caso d = 1 e utilizzando il Teorema
13.18 si dimostra che detta Q la cella elementare data da

d
Qz{x : szti%osmgl}

i=1
seVELp(Q)dovep§28ed§3,p>2sed:4ep>%sedgf),allora
—A 4+ V ¢& unitariamente equivalente a
1 d 0
— Hyd", Hp=Hy+V
2T [O,27r)d

dove, per quasi tutti i valori di 6, Hj & l'operatore —A su L?(Q) con condizioni
al bordo

; 0 0. O
o(x +a;) = % p(2), &Z(x +aj) = €' afj(aﬁ) 13.29
Per ogni valore di 6, il potenziale V' ¢ infinitesimo nel senso di Kato rispetto a

Y.
Come conseguenza, ciascun Hy ha risolvente compatta e quindi ha un siste-
ma completo di autofunzioni ¢,,(#,z) che possono essere estese a tutto R?
utilizzando (13.29), e un corrispondente sistema di autovalori E,,(6).
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E’ possibile dimostrare che le funzioni F,,(#) sono misurabili e che le corrispon-
denti autofunzioni possono essere scelte misurabili.

Anche la decomposizione nello spazio dei momenti é fatta in modo analogo a
quello visto nel caso d = 1.

In questa rappresentazione 1'operatore H & equivalente a fl? Hidk dove Hj é
definito su ¢2(Z%) da (per semplicita di notazione poniamo «; = 77)

(Hig)m = (HYD)m + > Vi gm-1,  (HYg)m = (k+Y_ m;ja;) gm 1330
lezd

con dominio D = {g € lx(Z%) : 3, cam? |gm|* < oo}
In (13.30) m € Z% e Vy, sono i coefficienti di V come funzione su Q. Esplicita-
mente si ha
Vi = (VOIQ)_l/ eI X T V(z)diz 13.31
Q
e la relazione inversa é

V)= 3 Ve Eiate
lezd

Notare che questa ultima somma ¢é uniformemente convergente poiché V é

uniformemente localmente in L7 .

L’equazione (13.30) puo essere utilizzata per estendere la risolvente di Hj a
k € C? e la famiglia di operatori cosi ottenuta ¢ una famiglia intera in k € C?.
Vedremo che questo ¢ utile per la costruzione delle funzioni di Wannier a
decadimento esponenziale all’infinito.

Dimostriamo ora che 'operatore —A 4+ V' ha spettro assolutamente continuo.
Dal Teorema 13.9 deduciamo che, poiché V ¢ infinitesimo rispetto agli Hp, ¢
sufficiente studiare la possibilita di continuare analiticamente gli autovalori e le
autofunzioni di Hp.

Indichiamo con E,, (k) gli autovalori che dalla (13.30) risultano essere

En(k) = (k+)_ mjay)?

Per applicare il Teorema 13.2 bastera scegliere una base «;,j = 1,...,d tale
che il primo elemento sia nella direzione del primo vettore v; del reticolo nello
spazio delle configurazioni

k281’71+52a2+...+8d04d

Dalla forma (13.30) per H}

H,g = / ng..de/ dsi [Hg(s1y1 + - - + Saka)] 13.32
s1eEN S1EM; |
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dove s; = {s2,...,54} ¢ N e M, sono scelti in modo tale da coprire tutto il
dominio di integrazione.
Potremo allora considerare gli autovalori di H; come funzioni di s1, s, continue
in tutte le variabili e analitiche in $; in un intorno di M .
Infatti con questa scelta della base (notare che la base scelta dipende da k) si
ha

E,.(s,s1) = (1+81)a%+2(k}'51))2 13.33

p>2

Per per ciascun valore di m questa funzione di s é continuabile ad una funzione
analitica in z € C e continua in s, ; si pud vedere facilmente che anche gli
autovettori sono funzioni analitiche in z e continue in s .

Inoltre si puo vedere che se g > % e > d—1 la serie

fo) = D |Bm(x+iy,s0)+ 17" 13.34

meZzZa

converge, uniformemente in s, e se § > d — 1 si ha lim, 4 f3(y) =0.
Queste stime provvedono analiticita al di fuori dell’asse reale di un’opportuna
potenza della risolvente di HY , e quindi della risolvente di Hy.

Dalla formula esplicita si vede che per nessun valore di m la funzione s —
E,.(s,s4) @ costante.

Da queste stime si puo dedurre, utilizzando il Teorema 13.2, il seguente Teorema

Teorema 13.10
Se V € {g, con B < % sed>3e=2sed=2, 'operatore —A +V ha
spettro assolutamente continuo.

¢

Conviene ora introdurre come nel caso unidimensionale per ogni ¢ € S la
trasformazione di Bloch-Floguet

1 .
Uo) (k@) = — i > eG4 q), @k € R 13.35
yel

Abbiamo aggiunto nella definizione il fattore e=*#* per semplificare, nel seguito,

alcune espressioni. Se ¢(x) € L?(R?) la serie (13.35) converge nello spazio
L*(B, L*(W))
Si verifica facilmente che

U (k,x+7) = (U)(k,x)  (UP)(k+7",2) = 7 (Ug)(k,x). 13.36

Definizione
La funzione U¢ associata univocamente mediante (13.39) allo stato descritto
da ¢(x) viene indicata con in nome trasformata di Bloch (associata a ¢).



LA TEORIA DI BLOCH-FLOQUET 113

¢

Ne segue che per qualunque k& € R? la funzione (U¢)(k,-) é una funzione I'-
periodica e quindi pud essere riguardata come funzione di classe L? su T¢ =
R?/T cioé sul toro d-dimensionale.
Notare che il toro T¢ pud essere anche realizzato come cella unitaria con lati
identificati dall’azione di T'.
Il vettore k € R? viene detto quasi-momento (notare I’analogia con la trasfor-
mazione di Fourier).

La funzione (U¢)(k, z) & quasi-periodica nella variabile z e quindi puo essere
scritta nella forma

(Ug)(k,x) = e* %y (x) 13.37

dove v é per ciascun valore di k una funzione periodica in x.
Inoltre se ¢ (z) = ¢p(x + ), v €T allora

(Ug)(k,x) = e"*V(UP) (K, x) 13.38

Conviene notare che le funzioni di Bloch (13.37) e la trasformazione di Bloch-
Floquet giocano un ruolo analogo alle onde piane e alla trasformazione di Fourier
nel caso di potenziali che vanno a zero all’infinito.

Valgono in questo formalismo teoremi analoghi ai classici teoremi di Plancherel
e di Paley-Wiener per la trasformazione di Fourier [PW34].

Introduciamo lo spazio L2 delle funzioni localmente L2(R%) e che decadono
all’infinito in modo sufficientemente rapido

pels= Su]i?eM”d’HL?(Wﬂ) < oo
yeE

Notiamo che quando utilizzeremo per una funzione 1 la dicitura decadimento
esponenziale intenderemo sempre che esiste a > 0 per il quale ¢ € L2.

Se H & uno spazio di Hilbert e Q C C¢ utilizziamo la notazione A(Q2, ) lo spazio
della funzioni a valori in H analitiche in Q (con la topologia della convergenza
uniforme sui compatti).

Si hanno allora i seguenti risultati (vedere, ad esempio, [K93])
Teorema 13.10
1)
Se ¢ € L?(R%) la serie (13.35) converge nello spazio L2(T*, L2(W)) e vale
I'identita (analoga al teorema di Plancherel)

1 1
160y = ey L, 1@k Misomdk = oz [ N0 lsomd:

13.39
dove dk ¢ la misura di Lebesgue su R? e dz ¢ la misura di Haar su T*.
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2)

Per ogni 0 < a < oo 'applicazione ¢ — U¢ € un isomorfismo topologico tra
L2(R%) e A(Qq, L2(W)) dove €, & la striscia {z € C¢ : |Jmz| < a}. Questo &
I’analogo dei teoremi di Paley- Wiener.

3)
Vale la formula d’inversione

1

9(z) = vol(T*)1/2

/ R (UG (K, x)dk. 13.40
T

¢

Se H=—-A+V(z) con V periodico, la trasformazione di Bloch-Floquet riduce

H rispetto a T*. Se indichiamo con H (k) l'operatore H ristretto alle funzioni che

hanno fissato quasi-momento k € T* (un operatore autoaggiunto con risolvente

compatta se V € L), e ordiniamo in ordine crescente gli autovalori di H (k)
A(k) < XA (k) < ...

si dimostra facilmente che

a)

Le funzioni A sono continue, I'*-periodiche, analitiche a tratti.
b)

Lo spettro di H ¢é

dove I, ¢ l'insieme delle A, (k).

Una descrizione dettagliata delle funzioni di banda A e delle corrisponden-
ti onde di Bloch (o funzioni di Bloch) ¥y, (k,x) (soluzioni di H (k) (k,-) =
Am (K)m (K, -)) pud essere trovata su [W78]

Abbiamo notato che le funzioni di Bloch per l'operatore —A + V', V perio-
dico, sono 'analogo delle autofunzioni generalizzate nel caso di potenziali che
decrescono all’infinito.

Se V = 0 si tratta di onde piane, e la base duale (in trasformata di Fourier)
sono le misure di Dirac.

Considerazioni analoghe nel caso dei potenziali periodici portano alla definizione
di funzioni di Wannier .

Sebbene le funzioni di Bloch siano uno strumento utile per determinare pro-
prieta elettroniche di un cristallo, risulta molto difficile la visualizzazione di
alcune di queste proprieta, quali quelle che si riferiscono a legami chimici e altre
correlazioni locali.

Per confronto ricordiamo che le funzioni che corrispondono alle funzioni di Bloch
in assenza del potenziale sono le onde piane. In questo caso per studiare le
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proprieta locali conviene utilizzare le coordinate di posizione, cioé introdurre la
trasformata di Fourier.

Analogamente per studiare le proprieta locali nei cristalli conviene utilizzare
funzioni di Wannier, e sceglierle il piu localizzate possibile.

Per esempio nella moderna teoria della polarizzazione gioca un ruolo cruciale
la modificazione per 'azione di un campo elettrico delle funzioni di Wannier
localizzate alla superficie di un cristallo .

Poiché, come vedremo, le funzioni di Wannier si esprimono come integrali con
peso rispetto a k delle funzioni di Bloch ¢,,(k,z), la possibilita di una loro
localizzazione, almeno approssimata, in una regione di dimensioni confrontabili
con la cella di Wigner-Seitz dipende sia dal peso che viene scelto che dalla loro
regolarita nella variabile k.

Sia ¢y, (k,x) € L3(T*, L>(W)) una funzione di Bloch relativa alla funzione di
banda A, (k); notiamo che anche se 'autovalore A, (k) & semplice, come funzione
di z la funzione ¢, (k, z) & definita solo a meno di un fattore di fase che dipende
da k.

Questa liberta di scelta sara utile nel determinare proprieta della funzioni di
Wannier.

Definizione 13.3
Definiamo funzione di Wannier w,,(z) associata alla funzione di Bloch ¢,, (k, x)
la funzione

1

wm () = BT

/ e* ¢, (k,x)dk, z € R 13.41
T*

&

Dalla definizione segue che la funzione di Bloch ¢, (k,z) ¢ la trasformata di
Bloch-Floquet di w,,

Sm(kx) =Y e Dw, (x4 ) 13.42
yel’
Segue anche
_ 1 ik-y

Si puo facilmente verificare che le funzioni di Wannier appartengono a L?(R?),
che

1
2 2
(@) 2de = —— [ 16 (k, 2)|2dkd 13.44
| wa@Pds = s [ o (k)P
e che le funzioni di Wannier w,,(x) e wy,(x + ) sono ortogonali se le funzioni
¢m(k,x) sono scelte avere norma in L?(W) indipendente da k.

La proprieta pit importante della funzioni di Wannier ¢é la loro localizzabilita.
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Dal Teorema 13.10 si vede che il comportamento di ¢,,(k,z) come funzione di
k si riflette in proprieta locali della corrispondente funzione di Wannier.
In particolare si ha

a
)

Se > er lwmllz2ow4+) < 00 allora ¢, (k, ) ¢ una funzione continua su 7
a valori in L2(W)
b)

|wm || 2 (W+~) decade per v — oo pit rapidamente di ogni potenza di |y]~1
se e solo se ¢, (k,.) ¢ di classe C*° come funzione su T* a valori in L2(W).

c)
|wm | L2(wW+~) decade esponenzialmente se e solo se ¢, (k, .) ¢ analitica come
funzione su T* a valori in L?(W).

Da questo segue che nel caso in cui due bande si attraversano (I’autovalore
Am (k) diventa degenere per qualche valore di k) ci possono essere delle difficolta
nella continuazione (come funzione regolare) dell’autovalore e soprattutto della
corrispondente autofunzione.

In questo caso é piul conveniente utilizzare funzioni di Wannier associate ad una
banda (anziché ad un singolo autovalore).

Un sistema di Wannier {w, ..., w,,} associato ad una banda B composta da
funzioni di Bloch é per definizione una famiglia ortogonale di funzioni che hanno
la. proprieta che le loro traslate w; -, per i generatori vy, della cella di Wigner-
Seitz sono mutuamente ortogonali

(Wi, Wyyr) = 610y

e il proiettore sulla banda B si pud scrivere come

Pp = Z Z Wi ) (Wi~

i=1 el

dove m ¢ il numero di elementi nella banda.

E’ importante sapere sotto quali condizioni é possibile trovare un sistema di
Wannier composto da funzioni localizzate esponenzialmente.

Se d = 1 ¢é sempre possibile scegliere funzioni di Bloch che sono analitiche
(nei quasi momenti) e quindi trovare funzioni di Wannier che sono localizzate
esponenzialmente [Ko59).

Per d > 2 e m = 1 lesistenza di funzioni di Wannier localizzate esponenzial-
mente & stata dimostrata da Nenciu [Ne83] sotto I'ipotesi di simmetria per in-
versione del tempo (coniugazione complessa e riflessione rispetto al centro della
cella elementare).

Una dimostrazione alternativa (e pit costruttiva) ¢ contenuta in [HS99].
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Una semplificazione viene dal fatto [Gr57] che lesistenza di funzioni di Bloch
continue ¢ equivalente all’esistenza di funzioni di Bloch analitiche (spesso a que-
sto ci si riferisce parlando di principio di Oka). Questo significa che Desistenza
di funzioni di Bloch continue implica, attraverso teoremi di tipo Paley-Wiener,
esistenza di funzioni di Wannier localizzate esponenzialmente.

Per m > 2 Thouless [Th84] ha notato che vi sono ostruzioni di natura topologica
all’esistenza di funzioni di Wannier localizzate esponenzialmente.

Tali funzioni non possono esistere se non si annulla la prima classe di Chern ¢;
del fibrato che ha come base la cella di Brillouin, identificata con il toro T, e
come fibra lo spazio vettoriale generato dalle funzioni di Bloch (la condizione ¢
necessaria ma non sufficiente).

Ricordiamo brevemente la definizione delle classi di Chern (o numeri di
Chern) [Ch46]. Per una breve introduzione si puo consultare [Jo05].
I rappresentanti delle classi di Chern {¢,} di un fibrato vettoriale ¥ di rango
complesso m con base una varieta liscia M sono dati dai polinomi caratteristici
della forma di curvatura Q di V definiti come coefficienti della serie formale in
potenze di t della funzione

it . B 1
det([—zQF):zk:ck(V)t, Q:dw—f—iw/\w

dove abbiamo indicato con w una 1-forma di connessione su M.

Le classi di Chern sono classi di comologia, che non variano se alla forma si
aggiunge un differenziale esatto.

Questo implica che esse non dipendono dalla scelt di una connessione su M.
Se il fibrato ¢ banale (diffeomorfo a M x V) si ha ¢ = 0 Yk > 0 (il reciproco
non ¢ vero in generale).

Un caso speciale importante ¢ quello in cui V & un fibrato di rette (m = 1). In
questo caso la sola classe di Chern non nulla é ¢;.

Poiché 'esistenza di funzioni di Wannier localizzate esponenzialmente ¢ equiva-
lente al fatto che il fibrato di Bloch sia banale, la condizione ¢; = 0 & necessaria
(ma in generale non sufficiente) per la loro esistenza.

Simon [Si83] e Nenciu [Ne83] hanno notato che una condizione che assicura
c1 = 0 ¢é la presenza di simmetria per inversione temporale. Si noti che la
presenza di un campo magnetico distrugge questa simmetria.

Utilizzando questo risultato Panati [Pa07] ha dimostrato che il fibrato di Bloch
¢ banale (& isomorfo a un fibrato prodotto della spazio base per lo spazio delle
fibre) in assenza di campo magnetico per ogni valore di m se d < 3.
Ricordiamo che m ¢ numero di funzioni di Bloch nella fibra e d ¢ la dimensione
dello spazio.
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Questo risultato copre la dimensione fisica (d = 3) ma ad esmpio non il caso
in cui sia presente un campo esterno periodico nel tempo, caso in cui la cella
elementare ha dimensone 4.

La limitazione nelle dimensioni dello spazio base é connessa con la classificazione
dei fibrati vettoriali [Pe59]; si ha ¢; = 0 se 25 > d.

Nota 13.2

I risultati che abbiamo citato sono validi in assenza di campo magnetico. La
presenza di un campo magnetico modifica la topologia del fibrato di Bloch e lo
rende in generale non banale.
Tuttavia se il campo magnetico é sufficientemente debole si pud far uso della
teoria delle perturbazioni regolari per dimostrare [Ne91] che il fibrato & banale
se lo ¢ in assenza di campo magnetico (poiché i numeri di Chern sono numeri
interi, una piccola perturbazione non li puo alterare).
Nel caso di campi magnetici forti i risultati conosciuti sono pochi.
Nel limite in cui il campo magnetico & molto grande (e costante) un’analisi dello
spettro é stata fatta da Landau e poi da Hofstadter.

&

Iniziamo con una discussione del caso in cui un autovalore rimane isolato per
ogni valore di k € B.
Dobbiamo trovare una sezione analitica (o differenziabile) del fibrato di di-
mensione complessa uno su 7% delle soluzioni di (H(k) — A\ (k)l)u = 0 in
L2(W).
Se tale sezione esiste, il fibrato & banale (isomorfo al prodotto topologico T* x C').
L’ostruzione a che questo avvenga é puramente topologica.
Per vedere questo, notiamo che se autovalore A, (k) rimane isolato per ogni
valore di k la teoria delle perturbazioni regolari garantisce che esso si puo esten-
dere ad un piccolo intorno di T* in C% come funzione analitica e quindi I'intero
fibrato puo essere esteso come fibrato analitico A%,

A% = U ker (Hy — X\;(k)), z=¢*, |Imk| <a. 13.45

m

Proposizione 13.12

11 fibrato A,, su T* ¢ topologicamente banale se e solo se il fibrato analitico
A% ¢ banale come fibrato analitico (I'isomorfismo con il fibrato prodotto pud
essere realizzato con trasformazioni analitiche)

o

La dimostrazione di questa proposizione segue da un teorema di Grauert ([G57])

Dobbiamo quindi solo analizzare le possibili ostruzioni topologiche; se queste
non esistono, é possibile scegliere le funzioni di Bloch in modo che formino un
fibrato analitico.
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Abbiamo visto che questo implica che le funzioni di Wannier possono essere
scelte avere un decadimento esponenziale e quindi possono essere utilizzate per
descrivere proprieta locali del cristallo.

Le ostruzioni topologiche sono frequenti in geometria. Ad esempio é un’ostru-
zione topologica che impedisce di avere un segmento orientato su un anello
di Moebius o un campo vettoriale senza zeri che sia tangente ad una sfera in
dimensione tre.

Nello studio di potenziali periodici la possibilita di un’ostruzione topologica ¢é do-
vuta al fatto che la cella elementare non & topologicamente banale (¢ diffeomorfa
a un toro).

Nel caso delle funzioni di Bloch l'ostruzione topologica all’esistenza di funzioni
di Wannier localizzate ¢ assente nel caso in cui 'autovalore \,, (k) al variare di
k ¢ semplice e non interseca altri autovalori. Si ha infatti

Teorema 13.13 (Nenciu)

Se A (k) ¢ una famiglia analitica che non interseca alcun altro autovalore di
H(k) allora il fibrato A} per piccoli valori di Jm k ¢ banale in senso analitico.
Esiste quindi un sistema ortonormale completo di funzioni di Wannier w,, ()
che decadono esponenzialmente e tali che per ogni v € I' le funzioni wp, , =
Wy, (x — ) sono mutuamente ortogonali.

&

Per la dimostrazione si puo vedere [Ne83|.

Il teorema, con la stessa dimostrazione, vale per hamiltoniane pitt generali che
siano operatori autoaggiunti L strettamente ellittici periodici a coefficienti reali
(questo esclude ad esempio le presenza di campo magnetico).

Notiamo che, se i coeflicienti sono reali, e se ¢, (k,z) & un’autofunzione di H
all'autovalore (reale) A con quasi-momento k, allora ¢y (k, ) & un’autofunzione
allo stesso valore di energia e con quasi-momento —k (in terminologia fisica,
questo corrisponde a una trasformazione che inverte I'asse dei tempi).

La dimostrazione di Nenciu utilizza in modo essenziale questa proprieta.

Nel caso in cui esista una collezione di m > 1 bande che sia separata dal resto
dello spettro ma al suo interno ammetta intersezioni, indichiamo con S I"'unione
di queste bande.

L’intero spazio di Hilbert si decompone in una somma diretta, invariante per
evoluzione temporale, Hg @’Hé dove Hg € 'unione dei sottospazi che corrispon-
dono alle bande contenute in S.

Una funzione @ € Hg corrisponde sotto la trasformazione di Bloch-Floquet, a
una famiglia di funzioni, parametrizzate da k € B, che per ciascun k appar-
tengono al sottospazio spettrale Hg ; dell’operatore di Floquet corrispondente

as.
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Corrispondentemente definiamo funzione di Wannier generalizzata ogni funzione
in R? che pud essere rappresentata nella forma

1
w(z) = vol(B)

/ e* 2k, x)dk 13.46
B

dove ¢(k,-) € Hg -

Possiamo chiederci se esista una famiglia di m funzioni di Wannier generalizzate
wj, j = 1,...,m , ciascuna con decadimento esponenziale, tali che insieme
alle loro traslate sul reticolo I" formino un sistema ortogonale completo nel
sottospazio Hg.

E’ naturale considerare, invece delle autofunzioni di Bloch (o equivalentemente
il loro proiettori) i proiettori sull’insieme di autofunzioni associate alla banda S

1

" 2mi

Ps(k) / (¢TI — Hy) td¢ 13.47
Ck

dove per ogni valore di k, C) € un circuito chiuso che racchiude gli autovalori

che appartengono a S. In (13.47) possiamo estendere k a un piccolo intorno

complesso di R%.

Procedendo come nel caso m = 1, possiamo costruire adesso il fibrato vettoriale

(di dimensione m) su un intorno complesso Q, di R¢

As = U.cq, Ps(2)(L*(W)) 13.48
Con queste notazioni e queste ipotesi si ottiene

Teorema 13.14

Condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza di m funzioni di Wannier
generalizzate che insieme alle loro traslate sul reticolo I' formino un sistema
ortonormale completo in Hg e che siano esponenzialmente localizzate, € che il
fibrato Ag sia topologicamente banale.

&

Per la dimostrazione si puo vedere il libro di P. Kuchment citato in bibliografia
generale.

L’estensione del teorema di Nenciu a casi piti generali presenta nuovi problemi.
E’ elementare la dimostrazione che il fibrato ¢ topologicamente (e quindi anali-
ticamente) banale se esiste una famiglia di m funzioni di Wannier generalizzate
wy, (x) che insieme alle loro traslate sul reticolo formano un sistema ortonormale
completo e che soddisfano

Z ||wn||L2(W+’y) < o0
yer

Sotto quest’ipotesi quindi esiste un insieme completo di funzioni di Wannier con
decadimento esponenziale.
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Nota 15.5.

Il reciproco non ¢ necessariamente vero. Recentemente G. Panati [P07] ha
dimostrato che la banalita del fibrato di Bloch in dimensione d < 3 sotto l'ipotesi
che la hamiltoniana sia un operatore ellittico autoaggiunto con coefficienti reali
(e quindi invariante per riflessione temporale).

Quest’ultima condizione é necessaria; la condizione d < 3 ¢é utilizzata nella
dimostrazione attraverso proprieta delle rappresentazioni di O(3).

P. Kuchment ha dimostrato che se m ¢ il numero di bande contenute in S e
S é separato dal resto dello spettro, esiste sempre un numero M > m tale che
esistono M funzioni di Wannier che decadono esponenzialmente e che, insieme
alle loro traslate per I' formano un sistema completo di funzioni in Hg (nel senso
che l'insieme delle loro combinazioni lineari finite & denso in Kg).

Questo ¢ dovuto essenzialmente al fatto che, per un teorema di Whitney, ¢
sempre possibile immergere in modo analitico una superficie di dimensione m
in RM qualunque sia il suo grado topologico pur di prendere M abbastanza

grande.
Nel nostro caso, questo risultato viene utilizzato per ogni punto k € B e il
risultato viene raccordato con continuita su tutto B. &

Consideriamo ora un modello di solido nell’ambito delle approssimazione fatte;
questo modello va sotto il nome di modello a un elettrone perché considera gli
elettroni come non interagenti.

Il reticolo degli atomi verra considerato riempire tutto R? e quindi infinito & il
numero di atomi e quindi di elettroni (consideriamo un sistema neutro).
Converra introdurre la nozione di densita degli stati e tener conto del fatto che gli
elettroni soddisfano la statistica di Fermi. Questo portera a definire la superficie
di Fermi.

Sia B la cella di Brillouin e per k € B siano E, (k) gli autovalori di Hj, ordinati
in ordine crescente.

La misura di densita di stati p € la misura su R definita da

w(E) = p((—o0, E)) = % > v({keB : E(k) < E}) 13.49

dove abbiamo indicato con v la misura di Lebesgue.

Poiché lim,,_, o Fyp(k) = +oo uniformemente in B risulta che p(—o0, E] < 0o e
da un’analisi pitt accurata segue che p € assolutamente continua rispetto alla mi-

sura di Lebesgue. Chiameremo densita degli stati la derivata di Radon-Nikodym
dp
dE
Nella teoria dello stato solido il sistema é un cristallo di dimensioni macroscopi-

che; poiché si considerano effetti che non sono legati alla taglia specifica (purche
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macroscopica) gli effetti di bordo vengono assunti trascurabili ed & pertanto
conveniente modellizzare il sistema come un reticolo infinito.
Questo richiede un controllo del processo di limite.
Se W ¢ la cella di Wigner-Seitz, sia Wy, N € Z la cella di volume N3v(W)
ottenuta dilatando in modo omogeneo di un fattore N le dimensioni lineari (con-
sideriamo un solido in dimensione 3). Sia H,, l'operatore —Ap +V in L2(Wy)
definito con condizioni periodiche al bordo. Sia Py la proiezione spettrale di
Hp e definiamo
dim Py (—o0, E|
N3

(notare che il fattore 2 proviene dal fatto che l’elettrone ha spin % e d’altra parte
la hamiltoniana non dipende dallo spin, quindi tutti i livelli sono doppiamente
degeneri).
Si ha il seguente teorema che connette la densita degli stati dei sistemi descritti
dalle hamiltoniane Hj, con una densita degli stati associata al sistema infinito.
Notare la sostanziale identita con il procedimento di limite termodinamico che
fa passare da quantita riferite ai sistemi microscopici a quantita riferite a sistemi
macroscopici.

Teorema 13. 15

limy_o0 pv = p

¢

Cenni di dimostrazione

Il punto cruciale nella dimostrazione sta nel dimostrare che ogni funzione su
Wy con condizioni periodiche al bordo ristretto alle celle elementari contenute
in Wy definisce N funzioni sulle singole celle con condizioni al bordo tali che
la differenza di fase & un multiplo di ¢! .
Se K = {Z?:l tia;, 0<t; < 1}, rispetto alla decomposizione dello spazio di

Hilbert L2(Wy) = @gl,_ﬁlz,ﬁS:oLQ (W) la hamiltoniana H,, ha la forma

pn(—00, E] =2 13.50

= 3 B B
Hy= Y H (J\;al + NQOQ + ]\‘;0@) 13.51
B1,B2,83=0

dove abbiamo indicato con H (k) le fibre dell’operatore H che abbiamo costruito
nel volume infinito. Conseguentemente

2 s
pn (=00, B} = <5 N°{n; i € {0,1,..N =1} : Ex Z% < E} 13.52
J

Poiché la funzione E & continua, questa espressione converge a p(oo, E] per
m — oo.
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¢

Se il cristallo si trova in equilibrio a temperatura zero (cosi che il suo stato
d’equilibrio corrisponde a numero di occupazione uno per tutti i livelli d’energia
sotto una soglia) il livello di Fermi Ep corrisponde al massimo numero Ef tale
che E > Er implica p(E) = 0.

Corrispondentemente si dice superficie di Fermi il sottoinsieme delle k della zona
di Brillouin tale che E(k) = E(F).

In questo schema descrittivo, un materiale cristallino ¢ interpretato come isolan-
te se il livello di Fermi si colloca in un gap tra due bande, mentre & interpretato
come conduttore se il livello di Fermi sta all’interno di una banda, che viene
detta banda di conduzione.

Questo interpretazione é coerente con i dati sperimentali, ma la sua giustifi-
cazione microscopica si ritiene ora che risieda nella struttura dell’autofunzione
dello stato di massima energia tra quelli occupati (stato al livello di Fermi) e
nella sua deformazione in presenza di un piccolo campo elettrico esterno (la
deformazione viene calcolata al primo ordine della teoria delle perturbazioni).

Nota 13.4

Questa struttura € stata analizzata in qualche dettaglio da W.Kohn [Ko64];
per modelli interpretativi pit recenti si pud vedere ad esempio [VK93|, [Re94],
[RS99], [SWMOO] .
Tali modelli ascrivono la polarizzazione elettrica e la conduzione al fatto che la
struttura dell’autofunzione dello stato fondamentale di un sistema di elettroni
sia diversa nel caso di conduttori rispetto al caso di isolanti.
Nel caso di isolanti sono presenti nella decomposizione in onde di Bloch piu stati
e questo comporta la possibilita di utilizzare una base di Wannier localizzata.
Ne segue che la deformazione prodotta dal campo elettrico nel caso degli iso-
lanti é localizzata essenzialmente in un intorno del bordo mentre nel caso dei
conduttori ¢ estesa a tutto il materiale.
Nel caso dei conduttori la modificazione da origine a fenomeni di trasporto e
alla corrente elettrica; analiticamente questo si riflette nel fatto che il tensore
di localizzazione (il valor medio nello stato fondamentale del prodotto xjzy,)
diverge nel limite termodinamico nel caso di conduttori mentre converge ad un
limite finito nel caso dei materiali isolanti.
Una trattazione analoga puod essere fatta per il fenomeno della polarizzazione
elettrica. Alla diversa struttura di localizzazione delle funzioni di Wannier, sia
all’interno che vicino alla superficie viene attribuita la magnetizzazione orbitale
dei solidi cristallini isolanti (vedere ad esempio [TCVRO05]).
Si puo notare che in questo caso & necessario far uso della base costituita dalle
funzioni di Wannier perché il vettore x x & é mal definito nella base di Bloch.
Questa interessante analisi tuttavia non é stata ancor sviluppata sufficientemen-
te dal punto di vista matematico.

&
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Consideriamo ora brevemente il caso in cui il cristallo sia sottoposto ad un
campo magnetico. Trattiamo innanzitutto il caso in cui il campo magnetico M
& uniforme.
Nell’ipotesi che l'interazione tra elettroni sia trascurabile il moto di un elettrone
in un reticolo cristallino I' € R ¢ descritto dalla hamiltoniana, in unita A =
2m=35=1

Hy=(—iVa4+Mx2)>+V(z) z€R® 13.53

dove V(x) ¢ un potenziale reale periodico rispetto a I'. Assumeremo sempre che
la funzione V sia regolare (ad esempio di classe C*°).
Indichiamo con ey, ez, e3 la base che genera I' e con {ef} la base duale (che
genera la cella di Brillouin B) cosi che (e;, €}) = 270, ;.
L’operatore Hy & autoaggiunto e commuta con le traslazioni magnetiche T, (in-
trodotte da Zak) che abbiamo descritto brevemente nell’appendice del Capitolo
3, date da

(Tyf)(z) = =D (2 — ). 13.54

Assumiamo che per ogni scelta di ¢, j si abbia (M, e; X ¢;) € 47 Z (il flusso del
campo magnetico attraverso ogni faccia del reticolo ¢ un multiplo di 47).
Sotto quest’ipotesi G = {T),, v € I'} ¢ un gruppo abeliano e possiamo ridurre
Hy sui caratteri di G ponendo

Dy={pecH} (R, T,p=e "¢ ~yel keG} 1355

Utilizzando la decomposizione di L?(R?) come integrale diretto su G* si vede che
loperatore Hy(k) che appare nella decomposizione & un operatore autoaggiunto
con risolvente compatta.
Denotiamo con Ej(k) < Es(k) < .. 1 suoi autovalori; lo spettro di Hy sara
dunque

Ukeg Upo_y Em(k). 13.56

Notiamo che per tutti i valori di m si ha
v el = E,(k+~") = En(k). 13.57

Dalla teoria delle perturbazioni regolari si ha che E,, (k) ¢ una funzione continua
in k e analitica nell’intorno dei punti k per i quali vale la disuguaglianza stretta

Ep_i1(k) < En(k) < Emar (k) 13.58

La regione E,, (k) al variare di k € G* & la m™® banda magnetica .
Nel seguito sara conveniente utilizzare su ciascuna fibra anziché Hy(k) opera-
tore

Ho(k) = e=™** Hy(k) " = (=iV, + M x z + k)? 13.59
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con dominio

DH,(I) = {¢ € Hi,o(R), T, ¢=¢, veT}

Considereremo D come sottospazio di L?(R3).

Analizziamo il caso in cui al solido cristallino, soggetto al campo magnetico uni-
forme, sia applicato anche un campo elettrico lentamente variabile nello spazio
e diretto nel piano Il perpendicolare al versore M. Questo da luogo ad un
corrente nel piano I, (effetto Hall).

Consideriamo sempre 'approssimazione in cui gli elettroni non interagiscono fra
loro.
La hamiltoniana H. del sistema sara

H.=(—iV+M x z+ A(e ))* + V(z) + W(e z) 13.60

dove W, Ay, As, As sono funzioni lisce limitate con tutte le loro derivate.

Per la nostra analisi adottiamo un metodo multiscala, e introduciamo una
variabile indipendente y. Alla fini dell’analisi formale porremo y = € x.
Introduciamo conseguentemente un nuova hamiltoniana

H(z,y) = (—iVy —ieV, + M x x4+ A(y))> + V(z) + W(y 13.61

Ad ogni funzione ¢(x,y) su R® x R? associamo la funzione w(z) = ¢(x, ex).
Il metodo adiabatico si fonda sulla seguente identita

(Heo) ¢(z, ex) = (Hew)(z) 13.62
Questa identita permette di risolvere I’equazione di Schrédinger per H. unifor-

memente in € risolvendo ’equazione per H. uniformemente in y, .

A questo fine faremo le seguenti ipotesi

a)
La banda magnetica m™® che desideriamo analizzare ¢ isolata (soddisfa cioé
(13.58)) per ogni valore di k.

b)
Per ogni v* € T'* risulta

ok +~*,z) = O Dk, z). 13.63

c)
11 flusso del campo magnetico M attraverso ogni faccia della cella elementare
& un multiplo intero di 4.

Nota 13.5
Le ipotesi fatte hanno le conseguenza seguenti.
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- Sotto 'ipotesi a) possiamo scegliere le autofunzioni ¢, (x, k) associate a E,, (k)
come funzioni analitiche in k a valori in D.

- I ruolo dell’ipotesi b) & quello di garantire che il fibrato di dimensione complessa
1 sul toro R3/T'* dato dalla funzione di Bloch (a valori complessi ) ¢(x, k) sia
banale (riconducibile con una trasformazione continua ad un fibrato prodotto).

Notiamo che in generale si ha
¢($7 k + ,y*) _ ei(’Y*.$+0(k’V*))¢)(x’ k)

dove 6(y*,k) & una funzione a valore reale determinata dalla struttura del
fibrato.
Poiché il gruppo di gauge € abeliano, si ha

0(k, Zmie;‘) = Zmﬂ (k,el) =ca 13.64

La costante c, rappresenta la seconda classe di Chern del fibrato.

Il ruolo dell’ipotesi ¢ é di rendere nulla la costante cs.

Notare che, come abbiamo visto nel Captolo 7, 'introduzione del campo ma-
gnetico altera l’algebra di Weyl introducendo una 2-forma e potrebbe quindi
alterare la seconda classe di Chern.

Se questo termine non é nullo, la derivata rispetto a k della funzione ¢(z, k) non
& ovunque limitata nella cella elementare, e non sono soddisfatte le condizioni
di regolarita che utilizzeremo in seguito nell’analisi multiscala.

&

Nota 13.6

La condizione ¢) puo essere sostituita con la condizione
)

Il flusso del campo magnetico attraverso ogni faccia della cella elementare
¢ un multiplo razionale di 47. Infatti , poiché le considerazioni che abbiamo
fatto si riferiscono al limite in cui il sistema copre l'intero reticolo, possiamo
considerare una cella elementare i cui lati siano multipli della cella di Wigner-
Seitz per un fattore N arbitrario.

Se & soddisfatta ¢’), scegliendo opportunamente N il flusso del campo magnetico
attraverso ogni faccia della nuova cella soddisfa c).

&

Sotto le ipotesi a), b), ¢) é possibile utilizzare il metodo adiabatico (multiscala)
, che provvede una sviluppo della hamiltoniana in serie asintotica in €, e quindi
per iterazione descrive il moto dell’elettrone.

Si ha infatti

Teorema 13.16 [Te03]
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Per ogni intero N esistono operatori Py : L?(R3) — L?(W x R?) che sono
approssimativamente isometrici (cioé Py Py = I + O(eVT1)) e possono essere
scritti nella forma Py = Fy + €F} + ... + €V Fiy con F,, limitati per ogni n.
Esiste inoltre una hamiltoniana effettiva

Hl;=ho+ehi+ehy+ ..+ hy 13.65
tali che risulti, per ogni u, € S(R3); x € Q
ﬁe(PN(xa Y, EDya G)uac - PN(Z', Y, 6‘Dye)lq'e]\}]‘f(ya Dy)uz(y) = O(ENJrl)

Inoltre se poniamo IIy = Py Py risulta che Iy ¢ una proiezione approssimata
0% =1y, 1% =Ty + O(eVT1) ed ¢ tale che

NyH.¢=HIlyg+ O(N ) 13.66

per ¢ €S. O

Nota 13.7

Le hamiltoniane effettive non dipendono da x € W (ma da z dipendono gli
operatori Py). La funzione d’onda dell’elettrone & ¢(z) = uy(ex).
Notiamo anche che all’ordine zero si ha

ho(y, k) = Em(k + A(y)) + W(y) 13.67

La formula (13.67) prende in nome di sostituzione di Peierls; notare che il
termine E,,(k + A(y)) che sostituisce 'energia cinetica & un operatore pseudo-
differenziale (la sue trasformata di Fourier non ¢ un polinomio).

&

Cenni di dimostrazione del Teorema 13.16
Definiamo come prima H, (k)

H (k) = e " H.e*® = (iV, —ieV,+ M xz+ A(y) + k) +V (2) + W (y) 13.68
e notiamo che

3
~ 1 (K, (y—2)) ~
HEPN(xayaeDyae)u = <> /eZ(k(€ ))He(k)PN(x,y,k,e)u(z)dk

2me

Sviluppando in € si ottiene

H(k) = Ho(k) + eHy (k) 4+ € Hy (k) + ...

dove
Hy(k) = Ho(k+ A(y)) + W(y) Ha(k) = -4,
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Hy(k) = =2i[~iVy + M x x4+ k+ A(y)] -V, — iV, - A(y) 13.69

A questo punto la dimostrazione di (13.66) e (13.67) viene effettuata per itera-
zione, e questo procedimento provvede anche la costruzione esplicita dei simboli
Fy, F1,... e delle hamiltoniane hg, hj....

Nel corso della dimostrazione utilizziamo l'alternativa di Fredholm; il termine
arbitrario viene scelto in modo tale da soddisfare (13.66).

Diamo solo il primo passo di questo procedimento.

Poniamo
hO(yv k) = Em(k + A(y)) + W(y)v FO(xvyv k) = ¢(x’ k+ A(y))

Tenendo conto dei termini fino al prim’ordine incluso dobbiamo avere
(Ho(k) — ho)Fy = —i—2 - == — (Hy (k) — hy) Fp 13.70

Per I'alternativa di Fredholm condizione necessaria per avere una soluzione unica

della (13.70) & che il termine a destra nella (13.70) sia ortogonale al nucleo

dell’operatore (pseudodifferenziale) Ho(k) — ho che indichiamo con n%-.
Questo porta a scegliere h(y, k) e da Fy(x,y, k) a meno di un elemento del

nucleo. Il conseguente risultato per F; é

~ OFy Oh ~
Fi(z,y,k) = (Ho(k) — ho) ™" [Zakoﬁko + h1Fy — Hl(k)FO] + a1 (y, k)n%
13.71

dove a1 (y, k) € una funzione indeterminata. Questa funzione viene determinata
dalla condizione Iy I = I + O(eN+1).
Qui diamo solo ’espressione per Hq

35 | P A (2.9 (6 b+ Al b0+ A)

13.72

hl(yv k) =

dove
Ev(k) = (Fol . k), Ha () Fo(-,, k) )

L) d¢p 0O
L=70m [<M(y,/€)8,i’a,i>’<M(y k)al;ZS a/f> <M( 573 Bkzﬂ

M(y7 k) = fIO(k) - hO(y7 k‘l)
09(z.k + Aly)) . 9¢(x.k+ AQy)) |
dy Y ok

I(Em(k+ Aly)) + W(y))
ok ’ dy

Oz, k + A(y)) =

’y:



OSTRUZIONI TOPOLOGICHE PER CAMPI MAGNETICI COSTANTI 129

Si pud notare che il termine i<¢(-, k+ A(y)), o(, k + A(y))> ¢ precisamente il
termine che genera la fase geometrica di Berry, che abbiamo brevemente discusso

in appendice al Capitolo 3.
@

Conviene anche notare la forma che questo risultato assume in rappresentazione
di Heisenberg.
Per un osservabile B(y, € D,) l'evoluzione & data da

dB
ie— = [Her, B| 13.74
ds

(il coefficiente € origina dalla differenza della scala dei tempi tipico dell’appros-
simazione adiabatica).
Il simbolo b(y,§) dell’operatore B nella sua dipendenza dal tempo segue le
traiettorie del sistema classico
L aI{eff
=5

'76Heff
¢==5"

cony € R, £€Q.

Nota 13.8

Si possono ancora modificare gli operatori Il con l'aggiunta di termini che
differiscono da Iy per un operatore limitato di norma O(¢¥*1!) in modo tale
da ottenere proiettori my (gli operatori essendo limitati, la serie formale che si
ottiene converge per € abbastanza piccolo).
La serie formale che definisce Hy pud essere modificata in modo tale che il
gruppo generato da H gf lasci invariante Iy (il corrispondente spazio & cosi un
sottospazio invariante ).
Come sempre nella teoria delle perturbazioni regolari, il proiettore viene modi-
ficato all’ordine uno in € ma ’energia viene modificata solo all’ordine due.
Pertanto hy ha la forma (13.72).

&

Un’analisi della teoria delle perturbazioni per interazione con un piccolo campo
magnetico si trova in [Ne02].

Per una presentazione del metodo adiabatico, con particolare riferimento all’o-
peratore di Schrodinger in potenziali periodici e in presenza di deboli campi
elettromagnetici esterni si puo utilmente consultare il libro di S.Teufel [Te03].

APPENDICE 13A: OSTRUZIONI TOPOLOGICHE PER CAMPI MAGNETICI
COSTANTI

Descriviamo brevemente in questa Appendice gli effetti topologici che entrano,
nella descrizione degli stati di un elettrone costretto a muoversi nel piano II,
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sottoposto ad un ad un potenziale V' periodico e sotto ’azione di un campo
magnetico uniforme B perpendicolare al piano II.
L’equazione di Schoedinger stazionaria per il sistema ¢

H¢= (27171(]) —eA)? + U(x)) ¢p=E¢p  p=—ihV 134.1
dove A é un potenziale vettore tale che risulti rotA = B.

Per semplicita consideriamo il caso in cui il reticolo di Bravais bidimensionale
' & generato da due vettori a, b € R?; sia A = na +mb, n,m € Z un vettore
nel reticolo.

Definiamo (vedere Capitolo 3) l'operatore di traslazione magnetica

T\(B) = Tye 'zn(Bro)d 4 c B2 13A4.2

dove T, é l'operatore di traslazione nel reticolo di Bravais T'.
Si ha .
T\T, = e*™ T, T 13A.3

dove abbiamo indicato con ¢ = %ab il flusso del campo magnetico attraverso
la cella elementare.

Consideriamo il caso ® razionale, & = % dove gli interi p e ¢ sono relativamente
primi e p < q.

Considerando un nuovo reticolo di Bravais I'g definito da vettori R’ = n(qa)+b,
e corrispondentemente una nuova cella elementare (la cella elementare magne-
tica per il campo razionale B) si possono diagonalizzare simultaneamente la
hamiltoniana e le traslazioni magnetiche TB relative al nuovo reticolo I'g.

Gli autovettori di 7, qa € di Tb sono rispettivamente eik1aa ¢ oik2b Jove k; sono
quasi-momenti con range 0 < k1 < 3—2 e 0 <ky < 27”

Le corrispondenti autofunzioni possono essere scritte in forma di Bloch.

w,‘fl,kg(x,y) = ei(k”*kzy)u%hkg(x,y). 13A.4

Nella (13A.4) a ¢ un indice di banda e le funzioni uy . (7, y) soddisfano

uf g+ qa,y) = e U (@y) U, 2,y +b) = €T ug  (2,y)

13A.5

Gli autovalori E(k1, ko) variano con continuitd rispetto a k1, ko e I'insieme di

valori presi al variare in una cella di Brillouin formano un sottobanda magnetica.

Per una trasformazione di gauge A — A + V¢ si ha ¢ — e*i%; ne segue che

ha significato fisico solamente il cambiamento della fase della funzione d’onda

sull’intero contorno della cella elementare magnetica.

Questo cambiamento di fase risulta essere 27p.

Ponendo

Ugth ((t, y) = ‘uzl,kfz (ZL’, y)|ei9k17k2 (@.9)
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si ottiene

1 dOx, k, (7, Y)
P=or / T

dove l'integrale & eseguito in senso orario lungo il contorno della cella elementare
magnetica.
L’intero p & una proprieta topologica della funzione di Bloch.

Notiamo che la funzione di Bloch nella cella magnetica elementare ha un’altra
proprieta topologica relativa alla conduttanza di Hall; non tratteremo qui la
connessione tra queste due proprieta.

Abbiamo considerato la funzione di Bloch wuy, k,(z,y)ma, poiché le funzioni
d’onda sono definite dagli stati a meno di una fase, &€ conveniente considerare
un fibrato principale U(1) sulla cella magnetica (che ricordiamo ha la topologia
di un toro T?).

Un fibrato principale U(1) su T2 & definito da funzioni di transizione tra domini
che si sovrappongono parzialmente. Ciascuno di questi domini é topologicamen-
te banale (contraibile) .

Il toro bidimensionale pud essere ricoperto da quattro tali domini che possono
essere scelti corrispondere ad intorni W;, j = 1,...4, dei quattro vertici nel-
la rappresentazione del toro T2 come quadrato (omettendo le idenficazioni ai
bordi).

In ciascuno di questi domini la funzione di Bloch puo essere scelta continua (e
anche C'™).

Assumiamo che la funzione di Bloch che consideriamo non si annulli nella regioni
di sovrapposizione (questo puo essere sempre ottenuto perché i suoi zeri sono
punti isolati).

In ciascuno dei quattro domini il fibrato principale che stiamo considerando &
pertanto banale (isomorfo a W; x U(1)).

Poiché i W; sono contraibili ¢ possibile scegliere la fase cosi da avere che

eiaj(klxk2) = w 13A.6
|uk1,k2 (xvy)‘

¢ liscia in ciascun W; (tranne eventualmente negli zeri di ug, x,(x,v)).
Ma in generale non & possible continuare queste funzioni in modo da avere
continuita globale per 0;, avere cioé una convenzione di fase continua su tutto
Wj.
Indichiamo con U, ; le funzioni di transizione nelle regioni di sovrapposizione
W; nW;

Uy, = ei(Os0aska)=0ikn k) = giffiln k) 134.7

Il fibrato principale é completamente caratterizzato da queste funzioni di tran-
sizione.
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Per trascivere il formalismo utilizzando la forma differenziali ricordiamo che si
possono scrivere le uno-forme di connessione w (i cui coefficienti in una base
scelta provvedono la funzioni di transizione) come

_ _ _ 0
w=4g 1Ag+g ldg = A+7’d£a A= a,u(kla k2)dklt a(kla kZ) = (uk17k27 Ok u/ﬁ,kz)
m
13A.8
dove g = €€ € U(1).
E’ facile vedere che questa scelta provvede un forma di connessione. E’ sufficiente
notare che w ¢é invariante per la trasformazione di gauge

if(k1,k2)

u;{:l,k’Q (‘r) y) =€ ukl1k2 (x’ y)

dove f(k1, ko) & un’arbitraria funzione liscia.
La curvatura di questa connessione é

Oay

F=dA=
Ok,

dky A dk, 13A.9

Per definizione la sua prima forma di Chern é iF L’integrale su T2 ¢ il primo
numero di Chern.

_ L _ L Oay,
o 2w T2 - 2w T2 3dkl,

c1 dk, N dk,, 13A.10
Questo numero ¢ sempre un intero e dipende solo dalle proprieta topologiche del
fibrato principale costruito con la funzioni di Bloch in ciascun intorno W;, j =
1,...,4.

Se non & nullo costituisce un’ostruzione alla possibilita di costruire funzioni di
Bloch che siano continue sull’intero toro T°2.
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CAPITOLO 14
FORMULA DI LIE-TROTTER E FEYNMAN-KAC.
PROCESSO DI WIENER.

14.1 FoORMULA DI LIE-TROTTER

Siano A e B matrici N x N. La formula di Lie per il prodotto di esponenziali

afferma che N

eAB = lim (e%eg)

n—oo

Questa formula ¢ di facile verifica mediante lo sviluppo degli esponenziali.
Un modo piu elegante per dimostrarla consiste nel sostituire A con tA e B con
tB, notare che l'identita é vera per t = 0 e dimostrare che la derivata del termine
a sinistra e la derivata del termine a destra soddisfano la stessa equazione con
la stessa condizione a t = 0.
E anche facile estendere questa formula al caso in cui A e B siano operatori
chiusi e limitati in uno spazio di Hilbert o su uno spazio di Banach, con la
stessa dimostrazione.

Trotter ha dato una estensione al caso in cui A, B e la chiusura di A + B sono
generatori di semigruppi di classe CY.

Qui consideriamo due casi, in ordine crescente di difficolta, per operatori su uno
spazio di Hilbert #.

Teorema 14.1
Siano A e B operatori autoaggiunti e sia A+ B autoaggiunto con D(A+B) =
D(A) N D(B) denso in H. Allora vale
i)
e MATE) — g lim (eii%eﬂ'T)" teR 14.1

n— oo

uniformemente per ¢ in un compatto di R.
Se inoltre A e B sono limitati inferiormente, vale

i)
et ATB) _ ¢ _ lim [e—%e—ﬂ te RT 14.2

n—oo

La convergenza ¢ uniforme per ¢ in ogni compatto di R*.

Dimostrazione

135
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Dimostriamo il punto i). La dimostrazione del punto ii) & analoga, tenendo
presente che, se A e B sono autoaggiunti e limitati dal basso e se t appartiene
ad ogni compatto di R*, gli operatori e t4, e tB ¢ HA+E) sono limitati
uniformemente in t.
Siccome gli operatori e~ 4 ed e~®F sono limitati, & sufficiente dimostrare la
(14.1) su un insieme denso, che scegliamo essere D(A) N D(B).

Per ¢ in H e per ogni s > 0 vale 'identita

% (e—isAe—isB _ I) ¢ _ % (e—isA _ I) ¢ + %e—isA (e—isB _ I) ¢

Poiché ¢ € D(A) N D(B) il termine a destra converge, quando s — 0, a —i(A +
B)¢.

Inoltre )
lim ~ (e—iS<A+B> - 1) ¢=—i(A+B)o¢

s—0 8

Pertanto si ha per s — 0

1(w‘&“e*isB —e @B 4 0 ¢ e D(A)N D(B) 14.3
S

D’altra parte ‘ ‘ .
[eszt/nefztB/n}n o efzt(AJrB)d) _

n—1
Z[efiAt/nefitB/n]k[efiAt/nefitB/n _ e*it(A%»B)/n]67it(n7k71)(A+B)/n¢
k=0

Moltiplicando e dividendo per ¢t si ottiene

H[e—itA/ne—itB/n]n(b _ e—it(A+B)¢H2 <

|t| max (t/n)_l H [e—itA/ne—itB/n _ e—it(A+B)/n]¢((n k- 1)t/n>H
k=0,..,(n—1) 2
con ¢(r) = e "A+tB) g,
L’applicazione r — ¢(r) & continua da [0, t] allo spazio di Banach D(A)ND(B)
con la norma del grafico dell’operatore A + B, quindi {¢(r)|r < t} & limitato,
quindi compatto nell'insieme chiuso D(A + B) (con la norma del grafico). La
convergenza puntuale assicurata dalla 14.3 si estende quindi a convergenza uni-
forme su tutto l'insieme ¢(r) = e~ m(A+B)g r < t. La formula risulta quindi
provata in D(A) N D(B).
Poiché l'insieme D(A) N D(B) & denso in H e gli operatori considerati sono
equilimitati il Teorema 14.1 é dimostrato.

Q
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Nota 14.1

La convergenza per compattezza non provvede alcuna stima dell’errore che
si compie fermandosi all’ordine ng nell’operazione di limite.

&

Notiamo che nella dimostrazione del Teorema 14.1 abbiamo fatto uso essenziale
dell'ipotesi D(A+ B) = D(A)ND(B) (quindi D(A)ND(B) ¢ un insieme chiuso
nella norma del grafico).
In generale si ha solo che D(A) N D(B) ¢ un sottoinsieme aperto di D(A + B).
Quindi I'insieme {¢(7)||7| < [t|} ¢ in generale un insieme aperto e 'argomento
di compattezza non puod essere utilizzato.
Le conclusioni del Teorema 14.1 valgono anche nel caso in cui 'operatore A+ B
sia essenzialmente autoaggiunto su D(A) N D(B), ma la dimostrazione diventa
molto piu laboriosa.

Teorema 14.2
Siano A e B operatori autoaggiunti, e sia A+ B essenzialmente autoaggiunto
su D(A) N D(B). Allora vale

i)
e HATE) — lim(e_i%e_i%)" t € R, 14.5
uniformemente sui compatti di R.

Se inoltre A e B sono limitati inferiormente, vale

ii)
tA tB

eft(A“'B) =S — hm(ei n e n )n t e R+ 146

con convergenza uniforme in ogni compatto di R*.

¢

Dimostrazione
Anche in questo caso dimostreremo solamente il punto i). La dimostrazione
del punto ii) & analoga.

La dimostrazione verra fatta in una successione di passi.

Passo 1
Sia {C1,Cy,...,Cy} una successione di operatori limitati con JmC,, < 0, e
sia C un operatore autoaggiunto tale che

lim C,¢ =C¢

n—oo
per ¢ in un dominio D denso in D(C) nella norma del grafico.
Sotto queste condizioni si ha

s— lim (C, —2)"'=(C—2)""! 14.7

n— oo
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per Jmz >0

o

Dimostrazione
Notiamo che se Jmz > 0 la successione C,, — z ha un inverso limitato
uniformemente in n ed é quindi sufficiente dimostrare

lim (Cp, —2) " '¢ = (C —2)"1¢

n— oo

per ¢ in un insieme denso di H, che sceglieremo essere (C' — z)D(C).
Posto ¢ = (C' — )¢ si ha

[(Cn = 2)7 = (C =)Mol = [(Cr = 2)7H(Co = 2)¢ + (Cor — 2) 7 (C = Cu)yp — ¥

= [[(Cn = 2)7HC = Ca) ||, < (Gmz) THI(C = C)tblly —nsoc O

Q
Passo 2
Sotto le ipotesi del passo 1, vale
s— lim e " = ¢7#C 14.8
n—oo
uniformemente sui compatti in RT.
¢

Dimostrazione
Fissato ¥ € H notiamo che il sottospazio generato da 1) mediante funzioni
limitate di C), e C ¢é separabile.
Pertanto possiamo assumere che H sia separabile.
Set>0siha |e’”C" < 1. Questo segue da

d ) ) t )
e 1" = (716, (G = Cl)e ) =

= |t| (e, Im(C,)e 1 p) <0 14.9

Pertanto & sufficiente dimostrare il passo 2 per ¢ € D.
Diamo la dimostrazione per assurdo.
Supponiamo che per ¢ € D non valga

lim e—itcn _ e—itC

Allora esistono successioni crescenti {n'}, t(n') > 0 tali che

e_it(”/)cnl(b . e—it(n’)C¢ > >0
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Questo implica che esiste una succesione {n’,l, € H |l,,-| = 1} tale che
(U, e ) — (17,7 > 6

Poiché la sfera unitaria in H é debolmente compatta, esiste una sottosuccessione,
che indicheremo ancora con {n'}, tale che l,,, = I, |l| < 1e

|(ln/a e—it(n/)Cn/ ¢) o (17 e—it(n')C¢)| >4

per n sufficientemente grande.
Poiché

{(Lr, e )}

& una successione equilimitata in ¢ > 0 per il lemma di Ascoli-Arzela esiste
un’altra sottosuccessione, che indichiamo sempre con {n’}, tale che

(lnﬂeiit(nl)c(ﬁ) — F(t)

uniformemente sui compatti di ¢ > 0, dove F(¢) ¢ una funzione continua in ¢.
Pertanto

|P(t(n) = (1, e " "%)| > §
Poiché queste funzioni sono continue, la relazione vale in tutto un intorno di
t(n).
Consideriamo ora la trasformata di Laplace di F(¢).
Dal teorema di convergenza dominata di Lebesgue e dal risultato del Passo 1

oo . o i , .
/ F(2)e™dt = lim (L, e HM)Cw )it =
0

k—oo Jq
(=) lim (L, (Cor = 2)7'¢) = —i(1,(C —2)9)  Tmz >0 14.10

Pertanto le trasformate di Laplace di F(t) e di (I,e~%“¢) coincidono, contro
I'ipotesi fatta.

Q@
Passo &8
Sia T' un operatore di contrazione (|T'| < 1).
Allora
t— etT=1
& un semigruppo di contrazione. Inoltre
|0 -9 < valT-nel, w1 veen 14.11
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Dimostrazione
Poiché T ¢ limitato, e/T—1 & continuo. E una contrazione perché

t7lT7L
et(T—I)H — ot Z = <etetlTl < 1 14.12
Inoltre si ha o
n(T—1) _m _ _n lk k_mn
e T =e Z o (T )

0
e quindi, utilizzando [|(T7 — I)g|| = || = T*(T — D¢|| < j|(T — I)¢||

e k

n - mn —n n

eV~ T)g] < e [Zk,n—k IT-nel 1413
S

D’altra parte

1
k kN 2
e " Z %|nfk| <e™" (Z o ) = 67"/2(7126]‘37(27171)ne”+n26")% =vn

k!
14.14
Q@
Dopo questi passi possiamo completare la dimostrazione del Teorema 14.2.
Sia
F(t) = e A8, t>0
AN t
o, =it (F()—I), C=A+B 14.15
n n
Allora per ¢ € D(A) N D(B)
t\NTTT s e
Cho=1i|— [e ne "ff}gb:
n
o | (t\ T, e t\h s
et | [ 2 —itE 7 i 2 -t 7
ie [(n) @ -nori(L) )4
— (A+B)p=C¢, n— o0
Dai Passi 1 e 2 si ottiene
s— lim e"F(G)=D = g Jim e #Cn = ¢~itC
n—oo n— oo
D’altra parte, per il Passo 3,
n(FL_I) t\" t t
=D _p (LY gl <vall(F (L) =1) 6| = -2)caell 1416
n 9 n 5  Vn
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Combinando questi risultati

. S A i+ B
H {e—zt(A—&-B) _ e—ztﬁe—th} (bH _ ’
2

)

\/ﬁllCn(ﬁIIQ

Questa espressione tende a zero quando n — oo.
Questo completa la dimostrazione del teorema 14.2.

2

< H(e—itc _ e—itCn)¢’|2 +

Q

Va notato anche qui che non si hanno stime dell’errore che si compie fermandosi
ad n finito perché i passi 1 e 2 utilizzano risultati di compattezza e pertanto
non provvedono tali stime.

Utilizzeremo ora la formula di Trotter-Kato per ottenere (formalmente) la for-
mula di Feynman dell’integrale sui cammini.

Come vedremo in seguito, ’espressione che otterremo ¢é solamente formale, per-
ché una teoria dell’integrazione non esiste sullo spazio dei cammini per i quali
hanno significato le espressioni che otteremo nel limite.

Vedremo successivamente come porre rimedio a questo stato di cose definendo
opportunamente un nuovo spazio di misura.

Consideriamo per il momento un potenziale V(x) che sia una funzione continua
e limitata, e indichiamo con Hy ’operatore —§A.

Abbiamo visto nel capitolo 10 che 'operatore Hy + V(z) & autoaggiunto e ha
dominio D(Hy).

La forma esplicita del nucleo di e~ o &

Jz—y|?

Golz — y;t) = (2int) "2~ 5 14.17

Segue dal teorema 14.2 che per ogni ¢ € L?(R?) esiste in L?(R?) il limite forte

Nd
2

, 2imt\ .
(e*”qu)(m) = stlirn (?\7; ) /e*ZSN(””1"""’L’N’t)cbo(:vN)dxl...de 14.18
—00
dove
o |1 — a4 N t
SN(SC,Il,...,CCN):§%+;V(Ii)ﬁ o =2 14.19

Abbiamo utilizzato la notazione

G(x)dVz = lim /"/ngG(x)de'

Rd R—o0
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Poniamo xj, = x(t;) e consideriamo le N-ple (x1,t1), ..., (N, tN), tn = "ﬁt come
cammini rettilinei a tratti.
Possiamo interpretare Sy (1, ..., zn,t) come integrale dell’azione corrisponden-
te al caso libero sul cammino considerato e il suo integrale su x1,..,zx come
integrale su questa classe di cammini.
Notiamo infatti che

lzios —@® wi w8

D

i _ i 2 ~ . . . . . . . .
e che m;% & Ienergia cinetica associata all’unica soluzione delle equazioni

N
del moto libero che corrisponde al dato iniziale x;_1,t;_1 e al dato finale x;, ;.

Quindi, per V = 0, la funzione Sy é l'integrale dell’azione classica per il moto
libero lungo la traiettoria considerata e per V = 0 differisce da questo per un
termine additivo che si configura come una modificazione impulsiva che ha luogo
ai tempi 1, ..., tN.

Saremmo dunque portati a interpretare il limite a destra in (14.18) come inte-
grale dell’azione su una classe limite di cammini.

Se questa interpretazione sia possibile, quale possa essere questa classe di tra-
iettorie e quale sia la misura che deve essere utilizzata nell’integrazione sono
domande a cui non ¢é possibile rispondere con un’analisi formale.

Notiamo che i cammini utilizzati nel caso N < 400 sono continui e differenziabili
a tratti ma che I'insieme dei punti in cui la derivata a destra differisce dalla
derivata a sinistra diventa denso in [0, ¢] quando N — cc.

Non ¢é pertanto ovvio che i cammini limite possano essere scelti differenziabili
0 quantomeno che esista una misura limite tale che i cammini assolutamene
continui formino un insieme misurabile (cosi che risulti definito 'integrale del
quadrato della velocita).

Consideriamo solo il caso d = 1 e denotiamo con I'y la classe di funzioni
(cammini) assolutamente continue.
Procedendo in modo formale, per ciascun cammino v € I'y identifichiamo la

tk
variabile xj con il valore che la coordinata assume al tempo v Su7

Per ciascuna traiettoria in I'y con v(t) = z, ¥(0) = 2’ abbiamo formalmente (se
il limite esiste) da (4.18)

. . / ,
A}gn —iSn (2, x1, . 2y oy &N 1, T, t) ey dag. dey 1 = —1S (Va0 1)
oo

Stnon) = [ |gHOP V)]

z(.)EYy

(notare che per cammini differenziabili lim;_, # =)
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Notiamo che S(7z,47,¢) ¢ lazione classica valutata tra il tempo 0 ed il tem-
po t lungo la traiettoria ;.. Indicando con dy il un prodotto (formale)
continuo di copie della misura di Lebesgue potremmo quindi scrivere il nucleo
integrale (e''f)(z,2’) come integrale su traiettorie v assolutamente continue
nell’intervallo [0, ¢]

e M (z ) = C’/ e 0awri) dry 14.20
el (0)=2', y(t)==
dove C' & una costate di normalizzazione. Y
2imt\ 2
La scrittura (14.20) ¢ puramente formale. 11 coefliciente Z—Zz; in (14.18)

diverge quando N — oo e la misura dry resta imprecisata (la misura di Lebesgue
su R non ¢é una misura di probabilita e quindi la misura definita formalmente su
R come prodotto diretto continuo della misura di Lebesgue non é una misura
regolare).

Pertanto, mentre il limite indicato esiste certamente come nucleo integrale di
un operatore, grazie al teorema di Lie-Trotter, I'interpretazione del limite come
integrale su una classe di traiettorie ¢ mal definita e, se non presa con le dovute
precauzioni, é fonte di errori.

La difficoltd maggiore sta nella definizione di una misura limite; il termine
e~#Sn(#1,2N-1) ¢ fortemente oscillante (nella classe di traiettorie considera-
ta) e per ottenere un limite bisogna far ricorso alla teoria della fase stazionaria
in spazi a dimensione crescente.

Un idea naturale consiste nell’utilizzare teoremi di fase stazionaria per il caso
libero, in cui le integrazioni sono gaussiane (ma con argomento immaginario) e
trattare il caso V' # 0 con metodi di punto fisso.

Si puo dimostrare [A04]| che per alcune classi di potenziali, in particolare per
quelli che sono trasformata di Fourier di una misura, é possibile dare signifi-
cato al limite indicato a destra nell’equazione (14.18) come limite di integrali
oscillanti.

Questo permette di interpretare 'integrale (14.20) nel senso di integrali di Fre-
snel nell’ambito di una teoria di fase stazionaria in uno spazio di dimensione
infinito.

In ogni caso, non trattandosi di una teoria della misura, non valgono i teoremi
di convergenza dominata di Lebesgue ed ¢ difficile dare stime e confrontare
i risultati per diverse scelte del potenziale V' senza utilizzare 1'espressione in
termini di nuclei di operatori.

Per completezza riproduciamo qui, in forma piu estesa, i commenti che abbiamo
fatto nell’Appendice C al Capitolo 8.
Se t — s & sufficientemente piccolo (dati = e y) l'integrale di Azione

Stsiza) = [ £ (ratr, 22 ) ar
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(con L(t, g, q') lagrangiana del sistema) é stazionario in corrispondenza all’orbita
classica (in generale unica) che congiunge y ad x in un tempo ¢ — s.
Si puo dimostrare [M51], [F80] che, se il potenziale é sufficientemente regolare,

il propagatore (soluzione fondamentale) U (¢, s) soddisfa, per ciascuna funzione
¢ € L*(RY)

U(t, 5)d(z) = / lim I(8:¢, 5: 2, 1)(y)dy

Rd 6—0

dove il limite ¢ inteso nel senso delle distribuzioni, {t;} provvede una partizione

dell'intervallo [s,t] in parti uguali di lunghezza 6§ = 52 e

d
— 2

I(6:t,s: =it = / / OV a(t; t; 1z, @,

(6;t, 832, y) Jj=1 [27T(tj—tj_1) Rd pa a(]? =1L, Lj 1)

exp{—iS(t;, tj_1;zj, x;-1) I~ da,
La funzione a ¢é definita da

a(t, s a:(t),x(s)) _ epré f:(‘rfs)Axw(‘r,s;a:(T),y)dT

con w definito da

1z -yl

S(t,s,) = 5

+ (t=s)w(t, s;z,y)

Questa espressione ¢ ottenuta utilizzando il teorema della fase stazionaria e con
una stima dei termini residui.

Notiamo che in ciascun intervallo I’azione S ¢é l'integrale della lagrangiana sulla
traiettoria classica corrispondente al potenziale V', ma le traiettorie in intervalli
consecutivi non si congiungono in modo differenziabile perché abbiamo scelto
condizioni di Dirichlet agli estremi.

L’insieme dei punti di non differenziabilita diventa denso quando N — oo e al
tempo stesso la misura limite non esiste.

Tuttavia ’espressione ottenuta ha il vantaggio, rispetto alla (14.18), che per
N finito in ciascun intervallo di differenziabilitd viene wutilizzata la soluzione
dell’equazione classica con potenziale V' anziché il moto libero.

Per questo motivo ’approcio descritto qui sopra, sviluppato sopratutto da Fu-
jiwara [F80] & stato utilizzato con successo nello studio dell’approssimazione
semi-classica nel regime di scattering [Y79).

In questo regime, come abbiamo osservato in casi semplici nel Capitolo 3 e
preciseremo ulteriormente nei Capitoli 17 e 18, I'evoluzione quantistica della
funzione d’onda ha legami piu stretti con le soluzione della dinamica classica e
pertanto il metodo delle partizioni di Fujiwara puo non risultare cosi singolare.
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Va notato che lo studio del limite semiclassico in regime di scattering puo essere
fatto anche mediante lo studio della proprieta del nucleo integrale della risol-
tH

1
vente , Jmz # 0 (anziché del nucleo di e™** come viene fatto in questo
—z

Capitolo) come integrale su una classe di traiettorie.
Questo procedimento porta a dimostrare una formula di traccia (Gutzwiller)
ma l'argomento esula dagli scopi di questo Capitolo.

Nota 14.2

Esiste una generalizzazione del concetto di integrale che rende possibile, per
una conveniente classe di potenziali, la costruzione di funzioni generalizzate
(dette talvolta integrandi di Feymann) con metodi perturbativi.
Questa generalizzazione va sotto il nome di teoria del rumore bianco (white noise
analysis) che & formalmente la derivata del moto browniano.
La misura p associata al rumore bianco é introdotta per dualita dalla funzione
caratteristica

C(f) = e 2/l fes

che viene interpretata come

c(h = [ e due)

dove p ¢ un’opportuna misura su S’.
Utilizzando lo spazio L?(S’,u) una versione (non la versione introdotta da
Wiener) del moto Browniano B(t,w) ¢ data da

B(t,w) = /Otw(s)ds.

In questo senso il rumore bianco appare come la derivata (distribuzionale) del
moto browniano.

Una versione non formale del processo “rumore bianco” [K96] conduce a defi-
nire le distribuzioni di Hida che diventano cosi i candidati naturali per essere
integrandi di Feynman.

Con questa generalizzazione si puo, sotto opportune ipotesi sul potenziale V,
fare una continuazione a valori reali del tempo t del nucleo integrale del semi-
gruppo e~ (cioé considerare il nucleo integrale del gruppo ad un parametro
e e analizzare la possibilita di scrivere per una classe di potenziali il gruppo
e (=2+V) come integrale oscillante di tipo Feynman su uno spazio di traiettorie
nello spazio delle fasi classico.

Noi non discuteremo piu oltre questo procedimento. Dettagli possono essere
trovati su [HK93], [BK95].

&
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Nota 14.3

Una versione alternativa di integrali oscillanti ¢ stata introdotta in [AH77]
come generalizzazione dell’'integrale di Fresnel [ R e2% da.
Questi integrali possono essere interpretati come integrali di Feyman per un’op-
portuna classe di potenziali (quelli che sono somma di un termine quadratico
positivo e di una funzione che é la trasformata di Fourier a una misura di
variazione limitata).
Gli integrali cosi introdotti non possono essere interpretati come integrali ri-
spetto a una misura complessa (la cui variazione totale sarebbe infinita).
Essi devono essere interpretati come integrali di Riemann impropri, la cui con-
vergenza ¢ dovuta alle oscillazioni dell’integrando, nel senso dell’integrale di

Fresnel in R!
/ e3 dr = V27
R

La teoria iniziata in [AH77] tende a una generalizzazione di questo procedimento
per uno spazio di dimensione infinita, provvedendo sotto opportune condizioni
un integrale di Fresnel infinito-dimensionale.

Se f ¢é la trasformata di Fourier di una misura a valori complessi a variazione
limitata su uno spazio di Hilbert separabile H, la definizione in [AH77] ¢ data

per dualita,
/f(m)eﬁuxwdxz/ e 11 dp
H H

L’integrale a destra é assolutamente convergente e ben definito come integrale
di Lebesgue.

In [AKT77] viene dimostrato che in questo modo per potenziali che sono la tra-
sformata di Fourier di una misura a variazione limitata é possibile interpreta-
re U'integrale di Feynman come integrale di Fresnel infinito dimensionale sullo
spazio di Hilbert (detto spazio di Cameron) dei cammini con prodotto scalare

(715 72) :/0 A1(8)2(s)ds

dove * ¢é la derivata distribuzionale del cammino ~y.
Viene anche descritta un’applicazione allo studio del limite semiclassico.
Per un’esposizione dettagliata di questo procedimento rimandiamo a [AH77] e
a [M09].
&

14.2 MisurA DI WIENER

Una formulazione che introduce una misura sulle traiettorie continue (e che puo
ammettere, in casi favorevoli, un’estensione a dimensione infinita) pud essere
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ottenuta se si utilizza la formula di Trotter-Kato (14.2) relativa a semigruppi di
contrazione .

Questo ¢ dovuto al fatto che il nucleo integrale di e *H0 ha proprieta di regola-
rizzazione ed ¢ di tipo positivo.

Questo permette di intepretarlo come funzione di transizione per un processo
stocastico (il moto Browniano).

La soluzione u(t,z), x € R? dell’equazione del calore

ou 1
— = —Au, U= = U
o 9 t=0 0
per dati iniziali positivi é strettamente positiva per t > 0 ed é data da

=—v)?

u(t,z) = (27‘(‘t>_% /e‘Tu(O,y)dy.

Wiener ha dimostrato che u(t, ) puo essere rappresentato come valor medio del
dato iniziale rispetto ad una misura (misura di Wiener) sulle traiettorie continue
che partono in y al tempo 0 e che si trovano in x al tempo t.

Questa misura individua il moto Browniano, un processo stocastico che ora
descriveremo.

Notiamo che il fatto che le traiettorie considerate siano continue é rilevante
perché permette di dare significato a espressioni quali V' (z(t)).

Variando il processo stocastico in modo opportuno si possono ugualmente rap-

ou 1
presentare le soluzioni di 5 §Au — Vu almeno sotto opportune ipotesi sul

potenziale V (x).

Da questo si possono anche dedurre proprieta di regolarita della risolvente di
A+ V.

Tratteremo brevemente questo caso alla fine di questo Capitolo e torneremo in
Appendice 14.A e nel Capitolo 19 sul problema della costruzione di misure su
spazi di traiettorie (o su distribuzioni nel caso di processi che si svolgono su
R?, d > 2) mediante semigruppi che preservano la positivita.

Dedichiamo una parte di questo capitolo a una breve introduzione alla teoria dei
processi stocastici, di cui avremo bisogno per una trattazione, anche elementare,
della formula di Feynmann-Kac.

Alcuni elementi di teoria della probabilita, in particolare la determinazioni di
stime a-priori, verranno dati nell’Appendice 14.A.

Nell’appendice 14.B descriveremo due derivazioni alternative del moto brownia-
no; la prima ¢é la presentazione originale di Wiener, 'altra é la derivazione del
moto browniano come limite della passeggiata aleatoria, nello spirito dell’analisi
del moto browniano fatta da Einstein.
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14.3 VARIABILI CASUALI GAUSSIANE, PROCESSI STOCASTICI

Ricordiamo che una wvariabile casuale (random variable) & una funzione misu-
rabile f su uno spazio di misura di probabilitL (Q, M, u). Q ¢ I'insieme dei
possibili “eventi elementari”, M ¢ la famiglia dei sottoinsiemi di 2 misurabili
(ricordiamo che deve avere la struttura di una o - algebra, cioé di essere chiusa
per unioni e intersezioni numerabili di insiemi ) e x4 & una misura di probabilita
(1(Q) = 1) definita sulla o-algebra pu .

Se la funzione f & p-integrabile indichiamo con E,(f) = [ fdu la sua media e
con V(f) la sua varianza definita come V,(f) = E,(f?) — (E.(f))*

Notare che V,(f) > 0.

La variabile casuale f & detta variabile casuale gaussiana se la densita di pro-
babilita con cui f é distribuita é la distribuzione di Gauss

z—a)?
(v bﬂ')_l/ze_( Ex dz, a€R, b>0 14.21

ovvero se la misura degli insieme di livello {w|f(w) < ¢} & data da

t )2
(vbw)_l/Z/ e~ 3 dx, a€R, b>0

— 00

La media (aspettazione) della variabile casuale f ¢ allora data da

E(f) = (Vo) 1/ / re- S g =

e la sua varianza é Varf = b.

Notare che la distribuzione di una variabile gaussiana é completamente deter-
minata dai due parametri reali a e b, la sua media e la sua varianza.

Noi identificheremo sempre due variabili casuali che abbiano la stessa distribu-
zione indipendentemente dallo spazio di probabilita (2, M, u) in cui vengono
realizzate come funzioni.

Due funzioni misurabili f e g su di uno spazio di misura (€, M, ) rappresentano
variabili casuali indipendenti se per ogni coppia di insiemi misurabili I e J di R
si ha

mwlf(w) €I, g(w) € J} = pf{w|f(w) € I} p{wlg(w) € J} 14.22

Nello stesso modo si definisce I'indipendenza di N funzioni misurabili quando si
considerano N-ple di funzioni misurabili su uno spazio di misura (2, M, u).

Nel caso di variabili gaussiane f,g, con media nulla (ci si puo ricondurre a
questo caso sottraendo un’opportuna funzione costante) essere indipendenti &
equivalente a soddisfare la condizione

E(fg) =0 14.23
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Nel caso di N variabili gaussiane di media zero, 1’essere indipendenti é equiva-
lente al verificarsi di (14.23) per ogni coppia di variabili.

Ricordiamo qui brevemente la definizione di processo stocastico. Una defini-
zione pitt completa verra data nel capitolo 19, nel quale tratteremo le forme di
Dirichlet.

Definizione 14.1 (processo stocastico in R?)
Dato uno spazio di misura €2 con insiemi misurabili M e misura p la famiglia
di variabili casuali &, t > 0 definisce un processo stocastico a valori in R se
a)
L’applicazione
&:Q— R?

¢ p misurabile V¢ € [0, 00)

b)
VweQ, VteR"Y &(w)eR?

c)
I'applicazione (t,w) — &(w) & congiuntamente misurabile (su R* si prende
la misura indotta dai boreliani).

&

Notiamo che un processo stocastico puo essere definito su qualsiasi spazio topo-
logico X considerato come spazio di misura (anziché su Rd), ad esempio su uno
spazio di funzioni o di distribuzioni.

Questo é importante ad esempio nella trattazione di sistemi a infiniti gradi di
liberta.

La o-algebra naturale é costituita dagli insiemi di Borel di X.

Si fa spesso I'ipotesi che la misura sia di Radon, cioé localmente finita (per ogni
x € X esiste un intorno U, tale che pu(U,) < o) e stretta (tight) , per ogni
insieme di Borel B vale

w(B) = SIIl(p{u(K), K c B}

(K sono gli insiemi compatti.)
In particolare la misura di Gauss in R? ¢ una misura di Radon.

I processi che analizzeremo sono tutti processi di Markov.
Un processo stocastico ¢ detto essere un Processo di Markov se non ha memoria

La definizione precisa ¢ la seguente.

Sia T' > —oo. Supponiamo che la famiglia &; sia definita per ogni ¢t > T.
Indichiamo con F<; la o-algebra generata dalle variabili casuali £, T <s<t
e con F>¢,, t1 > t, la o-algebra generata dalle variabili casuali &, s > t;
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(generata significa che ¢ la piu piccola o-algebra che contiene gli insiemi di
livello delle variabili casuali indicate) .

Diremo che la collezione di o-algebre F cosituisce una filtrazione.

Ricordiamo che data una o-algebra F di funzioni misurabili in uno spazio di
probabilita (Q, M pu), una sotto o-algebra G e una funzione f su Q) integrabile
rispetto alla misura p, il condizionamento di f rispetto a G (indicato con Cg(f))
¢ quella (unica) funzione f; € G tale che per tutte le g limitate in G vale

/Qflgdu:/Qfgdu

Definizione 14.2 ( processo di Markov)

Un processo stocastico {£;}, ¢ € [0,400) ¢ detto essere un processo di
Markov (o equivalentemente possedere la proprietda di Markov) se, per ogni
coppia T' < 7 < t vale la seguente relazione

C]"ST (Et) = C]:T(Et)a C]'-St (gt) = f(t)

In altre parole, la dipendenza di & da F<, puo essere espressa come dipendenza
solo dalla o-algebra generata da &, (il futuro dipende dal passato solamente
attraverso il presente).

¢

Se la famiglia {£;} & associata ad una evoluzione in uno spazio di Banach,
la proprieta di essere markoviana si traduce nella proprieta dell’evoluzione di
formare un semigruppo.

Si puo notare che ’evoluzione descritta da un sistema hamiltoniano classico in
R?d ¢ markoviana (le soluzioni sono univocamente determinate dal dato iniziale)
se si pone Q = R%¢) 14 la misura di Lebesgue e M i boreliani di R?<.

Nota 14.4

Un processo stocastico & individuato dalle distribuzioni congiunte di qualun-
que collezione finita delle variabili casuali &. Le diverse realizzazioni differiscono
tra loro per la scelta dello spazio €2 e degli insiemi misurabili M.
La scelta di una specifica rappresentazione del processo € spesso legata alla op-
portunita di introdurre, come ulteriori funzioni misurabili, specifiche espressioni
che compaiono come limiti deboli di funzioni misurabili delle &;.
L’esistenza di tali limiti dipende in generale dallo spazio di probabilita scelto .
Ad esempio 'esistenza del limite lim & =&

t—s ‘t — 5|p

rappresentazione in cui le funzioni Hoélder-continue di ordine p costituiscono un
insieme di misura piena.

1
, p< 5 dipende dalla scelta di una

&
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Introduciamo ora un modo generale per costruire processi stocastici, in parti-
colare quelli di Markov, mettendoli in connessione con la teoria dei semigruppi
che preservano la positivita .

Una discussione pit approfondita verra fatta nel Capitolo 19.

Per il momento, il nostro interesse principale risiede nella connessione tra pro-
cessi stocastici e operatori di Schréedinger ed in particolare nella formula di
Feynman-Kac.

Iniziamo discutendo un caso particolare, il moto Browniano.
Indichiamo con

la—qa’|%

Kto(q,q’) = (47rt)_%e_ i ¢.¢ €eRY t>0

il nucleo integrale dell’operatore e,

La soluzione dell’equazione del calore
3
Ou_ 1y~ O
ot 2 T oq?
con dato iniziale ug(q) € L™ & data da

uy(q) = /K?(q, q"uo(q')dq, t>0 14.24

I facile verificare che il nucleo K;(q,¢') ha le proprieta seguenti

a)

K{(q.¢)>0 Vg, ¢ t>0.
b)
/Kf(q, q¢)dg =1 vt > 0.

K&_s(q,q’) = /Kto(q,r)Kg(r7 q)dr t,s > 0.

La proprieta c) riflette il fatto che l’equazione & autonoma e quindi le sue
soluzioni danno luogo ad un semigruppo.

Definiamo ora una misura sulle funzioni continue x(t), t € [0,T] tali che z(0) =
g, z(T) =4

Indicheremo con il simbolo ugf/q,T questa misura; essa sara chiamata misura di
Wiener condizionata o (q,q';[0,T]). Da essa ricaveremo la misura di Wiener
sulle traiettorie nell'intervallo [0,T] con x(0) = 0 per traslazione e integrazione
sul punto finale mediante un’opportuna misura su R>.

La massa totale della misura ugf/q/T ¢ K%(q,q).
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Per definizione sono misurabili i sottoinsiemi di funzioni continue definiti da
{z(s) : 2(0) = qo, z(T) = q, z(tx) € I,k =1,.N} = M({tr}, I) 14.25

dove t; sono punti arbitrari in (0,T) con tx < tx4+1 e I sono insiemi misurabili
in R3.

Questi sottoinsiemi sono detti cilindrici perché la funzione caratteristica di
M ({tx}, I);) appartiene alla o—algebra delle funzioni misurabili delle variabili
casuali &, ,...&, -

Questa o-algebra dipende quindi solo da una parte delle coordinate ed é indivi-
duata pertanto da un insieme che ha la struttura di un cilindro.

La misura dell’insieme M ({tx}, I) & per definizione

WV (M ([t} I) = / day... / dan K° (a0, ) K°._, (g1, 42)- KO, (qn+4)
I In

14.26
Si ha allora

Teorema 14.3 (Wiener)

La misura MZE/;]’T cosi definita & contabilmente additiva sulla collezione degli
insiemi cilindrici e ha un’estensione unica ad una misura completamente additiva
sugli insiemi di Borel della spazio delle funzioni continue ¢(s), 0 < s < T tali
che ¢(0) = qo, q(T") = ¢

¢
Nota 14.5

L’esistenza e unicitd é conseguenza del seguente teorema di Kolmogorof che

ha un ruolo fondamentale nella misura; ne diamo una dimostrazione nell’appen-

dice A.
&

Premettiamo alcune definizioni

Sia I un insieme infinito (non necessariamente numerabile) di indici, e per ogni
a € [ sia X, uno spazio metrico localmente compatto e separabile.

Sia F' un sottoinsieme finito di I e poniamo

XF = ®a6FXa 14.27

con la topologia prodotto.

Indichiamo con Bp i boreliani di Xg e indichiamo con F la collezione di sot-
toinsiemi finiti di 1.

Se F, G € F con F C G consideriamo la naturale proiezione di X su Xp che
indicheremo con Wg.

Allora (7%)~! applica B in BE (abbiamo indicato con BE i boreliani di G che
sono cilindrici rispetto ad F') e provvede una probabilita condizionata.
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Data questa struttura possiamo enunciare il seguente Teorema

Teorema 14.4 (Kolmogorov)
Supponiamo che su ciascun X esista una misura completamente additiva
di massa 1, che indicheremo con pp, con la proprieta

pr(A) = ne((78) 7' (A)) 14.28

(questa & una condizione di compatibilita ).
Allora esiste uno spazio di probabilita {X,Bx,p}, con misura di probabilita
completamente additiva pxy e una proiezione naturale 7p di X su Xp tale che
pr = p(rpt).

¢

Nel caso specifico della misura di Wiener, I'insieme I & Uintervallo [0, 7.

Nota 14.6

Lo spazio X con le proprieta descritte non é unico. La non unicita dipende
dalle diverse scelte dell’applicazione w}l .
In particolare nel caso del moto browniano Wiener ha dimostrato che é pos-
sibile scegliere X coincidente con le funzioni continue in [0,7] (daremo una
dimostrazione nell’appendice B a questo Capitolo).
In generale, come vedremo in seguito, la scelta naturale per lo spazio X che
verrebbe fatta utilizzando la rappresentazione con semigruppi € uno spazio di
distribuzioni.
Se per ciascun sottoinsieme finito di I la misura che costruiamo é una misu-
ra prodotto di misure di probabilita definite su ciascuna delle componenti del
sottoinsieme, la misura di probabilita descritta dal teorema di Kolmogorov pud
essere scelta come misura prodotto.

&

In generale, nel teorema di Kolmogorov, non é garantita la misurabilita di un
determinato sottoinsieme di X che non sia in Xg.

Ad esempio nel caso della misura di Wiener condizionata é garantita la misura-
bilita degli insiemi di funzioni continue in M ({¢x}, Ix) ma non dell’insieme delle
funzioni continue ortogonali ad una data funzione continua.

Per garantire la misurabilita di insiemi preassegnati e che non sono cilindrici
occorre specificare piu precisamente la scelta di 71;1.

Se X, = Re I =10,T] ad esempio, si pud far uso di risultati di compattez-
za e convergenza nella teoria delle funzioni di variabile reale per dimostrare il
seguente criterio

Criterio di Wiener
Sia
W = {C([0,T],R%), z(0) = xo, =(T) =z} 14.29
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L’insieme W ha misura di Wiener condizionata uno se per ogni insieme nume-
rabile N € [0,T] ¢ uguale ad uno la misura delle funzioni la cui valutazione nei
punti di N é uniformemente continua.

¢

In particolare, una condizione sufficiente ¢ data dal seguente

Teorema 14.5
Se un processo stocastico £(s) a valori in R soddisfa per qualche a, 8 >

0, 0<(C<x
E(|¢ —&l?) < Ot — 5|+ 14.30

per 0 < s < ¢ < 1, allora esiste una misura su C[0,1] ed un corrispondente
processo che ha le stesse distribuzioni finito-dimensionali di &;.

o

Dimostrazione

La dimostrazione é costruttiva e consiste nello scegliere approssimazioni
successive del processo di valutazione a tempi fissati, e dimostrare poi che la
convergenza uniforme & quasi certa.
Notiamo che per qualunque valore di 0 < s < 1 il valore di &(w) = z(t) € R?
risulta definito per ogni w.
Il problema é dimostrare ’esistenza di una realizzazione del processo per la quale
con probabilitd uno z(t) pud essere scelto continuo .
Al passo n per ciascun w scegliamo x,, (t) essere uguale a £ (w) = x(t) per t = %
Per gli altri tempi scegliamo z(t) per interpolazione lineare

o= (=) () o2 (5 ) ()

Jj j+1
per t € [55, 5%)
Possiamo stimare la differenza

sup |zn41(t) — zn(t)] = sup sup  |zp4a(t) — x(t)|
0<t<1 1<g<2n iZl<< b

2j—1 2j—1

Tntl \ ony1 ) T P\ gt
j—1 2j—1

r on - 2n+1

Ne segue che per ogni v positivo

= sup
1<j<an

9

< sup max{
1<j<an

P [ sup |Tpa1(t) — z, ()] > 2“’”} <
0<t<1
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2" lsup P |:£L‘ <2j]+1) —z (‘72;:_11> | < Contlo—(n+1)(1+a)9gny(1+8)
J

Nell’ultima diseguaglianza abbiamo fatto uso dell’ipotesi (14.30).
Scegliendo v in modo tale che 1+ (14 8)y < 1+ « otteniamo

ZP[ sup |xn+1(t) - xn(t)‘ > 2_7”] <0
n 0<¢t<1

Facciamo ora uso del Lemma di Borel-Cantelli (vedi appendice A) per concludere
che con probabilita uno esiste nella topologia uniforme il limite
. —

nlgrgo p(t) = (1)
Dal lemma di compattezza di Ascoli-Arzela ne segue che z*(¢) ¢ una funzione
continua.
Per costruzione si ha con probabilita uno x(t) = z*(¢) sui punti diadici.
Entrambi i processi € e £* sono contJnui in probabilitd; ne segue che essi hanno

le stesse distribuzioni finito dimensionali e vale P[¢(t) = £*(t)] = 1 per ogni
0<t <1

@
Nota 14.6

Facendo uso delle norme di Holder anziché della norma dell’estremo superiore
si dimostra che c¢’¢ una realizzazione del processo &* che ha come supporto
funzioni che soddisfano una condizione di Holder con esponente § se § < %

In questo modo si giunge a dimostrare che per - si puo scegliere un qualunque
numero minore di i.

Considerando disuguaglianze relative a momenti di ordine maggiore di due si
possono ottenere realizzazioni in spazi di funzioni che soddisfano condizioni di
Holder di ordine piu elevato. Per esempio nel caso del moto browniano si ha

pVIIER) = E(5)P"] = enl([E(t) — E(5)])" = calt — 5|

e il procedimento cui abbiamo accennato provvede spazi di traiettorie con qua-
lunque esponente di Holder pitt piccolo di ”2711 per qualunque n finito.
Ne segue che il moto browniano puo essere realizzato in spazi di funzioni Holder

continue con esponente minore di %

&

Nota 14.7
La condizione (14.30) puo essere espressa nel seguente modo

/ ly — a2 P, o(dx A dy) < CJt — 5|1+ 14.31

Se (14.31) ¢ verificata il processo di Wiener puo realizzato sulle funzioni continue.
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In questo caso é possibile definire il processo come processo di valutazione
ponendo & (w) = w(t), w € W.
Nel seguito utilizzeremo questa realizzazione; ad esempio intenderemo con V (£(t))
la variabile stocastica (misurabile se V' (x) ha sufficienti proprita di regolarita)
V(w(t)).

&

Vogliamo ora estendere lo spazio di misura considerando traiettorie nell’inter-
vallo [0, 7] con la condizione z(0) = 0 ma senza alcuna condizione sul valore di
xr.

Per questo poniamo zy = 0 e definiamo sullo spazio delle traiettorie continue
nell’intervallo [0, 7] con x(0) = 0 una misura p¥ definita sugli insiemi cilindri-
ci come in precedenza ma adesso considerando xp come una variabile casuale
distribuita secondo la misura di Lebesgue.

La misura pY¥ ¢ ancora gaussiana (la misura di Lebesgue ¢ un caso particolare
di misura gaussiana); la chiameremo misura di Wiener nell’intervallo [0,T] e
chiameremo Processo di Wiener su [0, T il processo stocastico (di valutazione)
corrispondente.

Si verifica per un calcolo esplicito che, indicando con E7 I'integrale rispetto alla
misura g%V, si ha

2
YO<t<T Er(&) =0  Ep(&)= (27rt)_3/2/q26_%7dq =t

3

Er(&&s) = (2mt) ™2 /q/e_%qe_gdq’dq =s s<t 14.32
Dunque
Br(&,&) =min(t,s)  Er((&—&)°)=t—-s 0<ts<T 1433
Inoltre si possono verificare per calcolo diretto
Er((§—&)(& —&)) =0, 0<s<o<7<T

Er((& — &) (6 —&)*) =t —1)(0 —s) 0<s<o<T<t<T 14.34

Da queste indentita segue che le variabili casuali (& —&;) e (§, —&s) sono variabili
indipendenti se i segmenti (a, b) e (¢, d) sono disgiunti.

Dunque il processo di Wiener ¢ a incrementi indipendenti su intervalli tem-
porali disgiunti.
Notare per contrasto che il processo condizionato a essere portato da traiettorie
in cui entrambi i punti estremi siano fissati (ponte browniano ) non ha incrementi
indipendenti.

Nota 14.8



VARIABILI CASUALI GAUSSIANE, PROCESSI STOCASTICI 157

Siano Ay (&) k =1,..., N funzioni misurabili.
Utilizziamo il simbolo E7™ per indicare I'aspettazione rispetto alla misura di
Wiener pr condizionata a ¢(0) = zg, ¢(T) = =.
Si ha
Ep™ (Y Ap(&,)) =
(e_tlHOAle_(tQ_tl)HoAQ....e(t"_t"—l)HoANe_(T_t")HO)(x, xo) 14.35

dove Ay, é Poperatore di moltiplicazione per la funzione Ay (z).

&

Sara conveniente nel seguito considerare traiettorie definite nell’intervallo [T, T)]
conz(-T)=xzex(T)=2a.

In modo analogo a quanto fatto finora, si ha, indicando con ,u[w_’gf[/’T] la misura
di Wiener condizionata a x(—T) =z e z(T) = 2’

E/tfz’;/%] (I, A(&,)) = (e_(tl_T)HOAle_(tz_tl)HoAQ...e_(tNl —tN)HDANe_(T_tN)HO)(‘r’x/)

14.37
&

Nota 14.9

Abbiamo gia notato che la costruzione dello spazio di misura X e della
corrispondente misura non & unica; in particolare segue dal teorema 14.5 che il
processo di Wiener puo essere rappresentato anche nello spazio funzioni continue
di classe Holder o, con 0 < v < 3.
La realizzazione cosi ottenuta rappresenta ancora il processo di Wiener Poiché
le distribuzioni congiunte di un insieme finito di variabili {&,(¢)} sono le stesse.
E interessante notare che il processo non pud essere rappresentato sullo spa-
zio della funzioni Hélder continue di ordine % (in particolare sullo spazio delle
funzioni assolutamente continue).
Infatti dovrebbe esistere una costante A tale che con probabilitd uno

(@) —x(s)
Az Osggzt Vt—s

n
giore del massimo del valore assoluto di IV variabli gaussiane indipendenti con
N arbitrariamente grande.

Siccome la variabili gaussiane hanno valore in un insieme illimitato tale costante
A non puo esistere.

1 ;
Ma il termine a destra é maggiore di sup \/x (‘H_> —x (J) | quindi mag-
7 n

&

Abbiamo considerato finora processi di Wiener a valori su’asse reale. Notiamo
adesso che le formule che abbiamo scritto valgono ugualmente per processi a
valori in R%.
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14.4 LA FORMULA DI FEYMAN-KAC
14.4.1 POTENZIALI CONTINUI E LIMITATI

Da (14,37) scegliendo A; = V(&) dove V (il potenziale) é una funzione continua
e limitata si ottiene

(e 2THHV)Y (g o) = Nlim AWy w11 SN &V (a(-T+57) z, 2 € RY
hxde el
14.38
(abbiamo scelto di dividere I'intervallo [-T,T] in 2N intervalli disgiunti di uguale

lunghezza).
Il limite in (14.38) va inteso in distribuzione.

D’altra parte, per il teorema di Trotter-Kato, con A = Hy e B = V, abbiamo
per i nuclei integrali

N
B . _2THy a7V
e 2T(H°+V)(x,x/): lim le” 28 e~ 28 (gg’x') 14.39
N—oc0

La convergenza in (14.39) ¢ nel senso della convergenza debole in L*(R3) x
L?(R?) e il limite ¢ il nucleo integrale dell’operatore e~2T (Ho+V),

Scegliamo una realizzazione del processo in cui la misura é portata da funzioni
continue e il processo é di valutazione.
Allora nella (14.38) si puo fare la posizione

€t (w) = w(?) 14.40

Essendo continuo e limitato V(x) ¢ integrabile secondo Riemann.
L’esponenziale nel termine a destra in (14.39) converge puntualmente, come
funzione di z, ', per ogni traiettoria w ed il suo limite &

+T
V(w(t))dt
-T

Se V ¢é limitato 'integrando in (14.39) ¢ limitato superiormente da una costante,
che naturalmente ¢é integrabile per la misura di Wiener (che ¢ una misura finita).
Dunque per il teorema della convergenza dominata di Lebesgue, (ricordare che
la misura di Wiener ¢ completamente additiva) il termine destra in (14.39)
converge a

/ eJ2r VEEds gy o (14.41)

Si noti ora che, essendo V(z) limitato, i nuclei integrali a destra in (14.39)
sono uniformemente limitati, e quindi, ancora per il teorema di convergenza
dominata, la loro successione converge in L}, (R x R).
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Quindi converge nel senso delle distribuzioni, ed essendo unico il limite in questo
senso nel caso di potenziali limitati dal basso e continui, si ottiene

(e=2TH ) (g L/dq¢ (A;/ f+vaundez,2T) 14.42

La (14.42) ¢ conosciuta con nome di formula di Feynman-Kac .
Essa é stata ottenuta in modo formale da R.Feynman considerando il gruppo ad
un parametro e~ e dimostrata in modo rigoroso di V.Kac per il semigruppo

1
eftH, H = 7§A + V

Abbiamo dimostrato la validitadella formula di Feynman-Kac nel caso di po-
tenziali continui e limitati.

14.4.2 IPOTESI MENO RESTRITTIVE SUL POTENZIALE

Teorema 14.5 (formula di Feynman-Kac)
Sia
V=V,-V, V.,>0 V,eL}.(RY), V_ecS8,

dove S, indica la classe di Stummel, e sia
H=Hy+V, Hy = -A.

Allora, per gni ¢ € L?(R?) vale, per ogni x € R'et € RT

+f w(s S

(il secondo integrale ¢ su traiettorie tali che al tempo —t la loro posizione sia y)

&

Dimostrazione

Abbiamo gia visto che la formula vale se V € L>(R%) N L'(R).
Dimostriamola sotto le ipotesi meno restrittive V. € L'°¢(R%) e V_ € S (classe
di Stummel).
Ricordiamo la definizione di classe di Stummel: si dice che V' € S se

d=3 : sup/ V(y)]> < o0
z€R3 J|z—y|<1

d=14 limg_o sup / log |z — y| ™'V (y)?dy < oo
zeR* J|z—y|<a
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d>5 :lim sup / lz — y[*~ MV (y)?dy < oo
a=0,cp4 lz—y|<«a

Poniamo V,, = max(V, —n). Allora V,, € L* e si ha V,(z) — V(z) Vz.
Per convergenza monotona

t

/ Vo tw(s)ds o [ Viw(s)ds 14.44

e quindi, ancora per convergenza monotona, per ogni ¢ € L2 (Rd)

+t w(s))ds TtV (w(s))ds
/q’)(y)dy/ el=¢ Valw()d AW ot — /dy/ /efft V(w(s)d A(Y)dWy g2t
Q Q

Supponiamo ora che V soddisfi le ipotesi del teorema.
Poniamo V,,(z) = min(V(z),n). Si ha V,(z) = V(z) per n — co. Ma C° ¢ un
core per H e quindi

o~ t(Ho+Va tH

) e
La formula di Feynman-Kac vale per Hy + V,,; passando al limite m — oo e
utilizzando il teorema della convergenza dominata, si conclude la dimostrazione
del teorema 14.4.

Q@

Nota 14.10

A stretto rigore, sotto le nostre ipotesi sul potenziale la variabile casuale
V(w(t)) non & necessariamente misurabile rispetto a dW, ,.;—7 7).
Notiamo che l'integrando in (14.43) ¢ il limite di funzioni regolari su §2.
Poiché la misura dW, ,.._7 1] ¢ regolare e l'integrale ¢ equilimitato rispetto
ad N, per il criterio di Lebesgue possiamo effettuare una modificazione in un
insieme di misura zero e sostituire V (w(¢)) con una funzione misurabile V senza
alterare il valore dell’integrale.
Pertanto l'integrale | V (w(t))dt risulta definito senza ambiguita e risulta misu-
rabile per la misura dW, ,.._1 7)-

&

Nota 14.11
Segue direttamente dalla formula di Feynman-Kac che per ogni ¢ 'operatore
et preserva la positivita.

Vedremo in seguito il ruolo che questa proprieta gioca nello studio dei processi
di Markov.

&
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14.5 FORMULA DI FEYMAN-KAC PER PROCESSI PIU GENERALI

Il processo di Wiener non ¢ invariante per traslazioni nel tempo Poiché la misura
¢ portata dalle traiettorie tali che z(—=T) = ¢/, z(T) =q.
Il processo di Wiener non ammette pertanto misure che siano invarianti per
traslazione nel tempo.
Possiamo attribuire questo al fatto che I'operatore A ha spettro puramente
continuo.
Dalla costruzione che abbiamo fatto utilizzando semigruppi € facile capire che
per costruSre un processo che ha una misura invariante ¢ necessario utilizzare
un operatore positivo che ha 0 come punto dello spettro discreto.
Per questo si puo utilizzare un operatore —A + V' con un potenziale V(x) op-
portunamente scelto ma la scelta di V' come potenziale armonico provvede un
nucleo integrale di natura cosi semplice da poter avere una descrizione esplicita
del processo associato.
Costruiamo quindi in modo esplicito un processo stocastico associato alla ha-
miltoniana

A 22 d

Hy=——+——— 4 14.4
0 2+2 ok r€R 5

Questo processo € chiamato processo di Ohrstein-Uhlenbeck: .
Il nucleo integrale del corrispondente semigruppo ¢ in nucleo di Meher che é
dato esplicitamente da

“ty—a)?

_ (e""y—z)"
KO (2,y) = (1— e 2)~ 1270+ 525 14.46

Indichiamo brevemente come questa formula puo essere ricavata.
Trattiamo solamente il caso d = 1.
Utilizzando gli operatori di creazione e di annichilazione

e og). o)

x

Ho(a*)"Qo = n(a*)"QO QO = —e 2 14.47

si ottiene

M

S~

Pertanto .
i, at et o
e o EQy =" VY Q 14.48

(entrambi i termini sono funzioni analitiche in ¢ perché a* (Hp + 1)_% ¢ un
operatore limitato).
Utilizzando le relazioni di commutazione tra a e a*

_ iy 8 —ye 22
/e Ho(g y)e™e™ T =e " VE° e 2 14.49
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Da questo si ricava la (14.46)

Notiamo che

22 _ 3?2

1 .
lim K7 =—e 7 7 =P 14.50
ti>r£<> t($7y> ﬂe 0(x7y)
Questo é il nucleo integrale dell’operatore di proiezione sullo stato fondamentale
dell’oscillatore armonico, come ci si aspetta essendo Hj strettamene negativo
nel sottospazio ortogonale.

Procedendo come abbiamo fatto per 'operatore A si verifica che questo nucleo
integrale definisce un processo chiamato ponte di Ohrstein- Uhlenbeck e una cor-

rispondente misura uqoquz_T sui cammini continui nell’intervallo [-T.7] tali che

o(=T) = a1, ¢(T) = gz.
Come nel caso del processo d Wiener se V() é sufficientemente regolare il nuceo
integrale di

1. 1, d
H=— A+ 2° S +V 14.51
5A+ 5" — 5+ (z)
&
T
- s))ds
KT(y,y’)z/e Jor ViEEDds g, 00 14.52

dove come prima £ é il processo di valutazione e duqoll)]qz;[fT,T] é la misura
associata al ponte di Ohrstein-Uhlembeck.

Se Mr ¢ lo spazio di funzioni continue nell’intervallo [—7T', T a valori in R<.
Definiamo una misura ®¢(7") su My come prodotto di uggf,;[_T,T] per una misu-
ra su R? x R? assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue con den-
sitd in ciascun fattore I’autofunzione Qg dello stato fondamentale dell’oscllatore
armonico

d®y(T) = dpg) i1 Q0(y)dyQo(y')dy' 14.53

Se Ay & operatore che agisce come moltiplicazione per le funzioni Ag(z), k =
1,..,n si ha

(Qo, Aye=tzmtHo g e=(tn—tn=1Ho 4 ) — / ), A (€())dDo(t). 14.54

Dall'invarianza di Qg per 'azione di e?*"0 segue che per T' < S la misura ®¢(7")
puo essere riguardata come condizionamento di ®¢(S) ai cammini in [T, 7.
Per |s| < T le variabili casuali {r(s) hanno la stessa distribuzione di £g(t)
quando S > T e possone essere realizzate nello stesso spazio di probabilita (a
rigore avremo dovuto chiamarle con nomi diversi).

Essendo soddisfatta la condizione di compatibilitd possiamo, utilizzando il teo-
rema di Kolmogorov, definire con un procedimento di limite il processo di
Ohrstein-Uhlembeck (un processo di Markov) e la corrispondente misura pg.
Ma non siamo garantiti che questo processo sia realizzabile sulle traiettorie con-
tinue su (—o0o, 00) (la convergenza ¢ solo in probabilita e non quasi sicuramente).
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Conviene dunque cambiare prospettiva e vedere lo spazio di misura come colle-
zione di funzioni misurabili (e non considerare solamente le funzioni caratteri-
stiche di insiemi misurabili).

In corrispondenza ad ogni funzione continua a supporto compatto possiamo
definire senza ambiguita la funzione misurabile

o(f) = / f(@)esda.

Notiamo che la misura limite ¢ gaussiana (come limite debole di misure gaus-
siane) ed ¢ pertanto completamente determinata dalla sua media e dalla sua
covarianza.

Indicheremo con E(f) la media della funzione misurabile f rispetto alla misura
limite.

Determiniamo queste quantita.

Per ogni scelta di t1 e to
1
/f(tl)duo = O7 /f(tl)f(tg)duo = 56_‘t2_t1| 14.55
Per ogni funzione continua f : R — R?% a supporto compatto si ha

E@(N)o@)©) = (f9)-1  (fr9)-1 = / PR+ 1)k 1456

Ricordando che §(t) € H~! questo ¢ consistente con la definizione precendente.
Infatti ¢(6(t)) = &.

Un calcolo esplicito da

Bo()*") = @n= DU, B =0, Be?D)=e 2
14.57

Questo permette di determinare la distribuzione del limite di una successione di
variablili casuali ¢( f;) dove le funzioni f,,(z) sono continue a supporto compatto
e convergono nella topologia di H~! a un elemento f € H~!.

11 limite esiste in distribuzione e pertanto definisce una variabilie casuale ¢(f).
Lo spazio di misura nel quale la collezione di ¢(f) puod essere definita co-
me collezione di funzioni misurabili resta definito modulo I'equivalenza delle
distribuzioni congiunte delle ¢(f), f € H~!

La misura limite soddisfa

E(o(f)o(g) = (f,9)—1 14.58

e valgono le (14.57).
E un misura gaussiana essendo il limite di misure gaussiane.
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Questa misura puo essere certamente realizzata sullo spazio D’ duale dello spazio
D di funzioni infinitamente differenziabili e a supporto compatto.

Vedremo in Appendice A che puo essere realizzata in spazi molto piu piccoli,
ma non nello spazio della funzioni continue.

Consideriamo ore una hamiltoniana H > 0 che ha zero come autovalore iso-
lato. Senza perdita di generalitd possiamo assumere che la corrispondente
autofunzione Q(y) sia positiva.

Poiché Q(y) > 0 si ha (©2,Q) # 0 e inoltre

(Q, Qo)Q = limtﬁooe_tHQO

Definiamo .

dur = Z{«leffT VEaDds g, 14.59
dove Z; & una costante numerica scelta in modo che g sia un misura di proba-
bilita.
Per costruzione

—1 _ _ _ _ _ _
e Q| (6 (=DHQ, fre~ )i g, e~ t")HQo) :/kak(fk(tk))dut

14.60
Ne segue che il termine a sinistra converge per t — oo.
Pertanto converge anche il termine a sinistra e
(Q’fle—(tQ—tl)Hh_._e—(tn,_l—tn)HQ) = thm /kak(ﬁk)dut 14.61
— 00

Prima di aver preso il limite la misura era definita sull’insieme delle funzioni
continue a supporto compatto.

Un argomento simile a quello utilizzato nel caso della misura di Ohrstein-
Uhlembeck permette quindi di definire una misura limite su D’.

Ma adesso la misura non € pitl gaussiana e puo essere difficile scrivere le funzioni
di correlazione o anche dimostrare 'unicita del limite. .

La misura limite & definita da

(I (€)= Jim [ 10060

Dobbiamo dimostrare che questa misura definisce un processo di Markov. Per
far questo utilizziamo il teorema di Minlos che adesso formuliamo.

Come notato qui sopra questa procedura astratta non permette di garantire che
il processo sia realizzabile nello spazio della funzioni continue.

Vedremo nel seguito di questo capitolo che la realizzabilita sullo spazio di fun-
zioni continue puo essere dimostrata mantenendo come misura quella di Wiener
(o di Ohrstein-Uhlenbeck) e modificando invece le singole traiettorie.
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Per dimostrare che il processo limite esiste unico dobbiamo ricordare il signifi-
cato di convergenza in misura (convergenza in probabilitd)
Se f € D, supp(f) C [-T,T] definiamo la funzione caratteristica

dr(f) = / Dy 14.62

E facile dimostrare che

1)
fo—= f in Do Op(fn) = Or(f)

2)

N
> Geidr((fi— f;) =0

ij=1
per qualunque scelta di funzioni f; e numeri complessi c;.
3)

or(0)=1

Notiamo che &7 (f) = Pg(f) se S > T.

Ponendo ®(f) = limr_,cc Pr(f) si ottiene un funzionale su D’ con le proprieta
1),2),3).

Notare che dobbiamo richiedere f € D perché utilizziamo funzioni che hanno
supporto finito ma arbitrario.

Siamo ora in condizione di utilizzare il seguente teorema:

Teorema 14.6 (Minlos)

Sia ®(f) un funzionale lineare su D con le proprieta 1),2),3) descritte sopra.
Esiste unica una misura di probabilita su D’ tale che ®,(f) = [ e®dpu(¢).
Chiameremo ®,, funzionale caratteristico della misura u.

¢

Il teorema di Minlos generalizza un teorema di Bochner che adesso formuliamo
e dimostriamo.

Ricordiamo che una funzione f su R™ é detta essere di tipo positivo se é continua,
limitata e per ogni scelta di Ay, ..., A\, € R" la matrice

Fij=f(hi— X)) 14.6314.56

€ positiva.

Teorema 14.7 (Bochner)
Il cono della funzioni di tipo positivo coincide con le trasformate di Fourier
delle misure finite positive su R"™.

&
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Dimostrazione

1)

Se p € una misura finita positiva, si ha
N .
S A0 = A6 & = [ duta)| 30 e 2 0 14.64
ij 1

2)

Sia f una funzione continua di tipo positivo.
Sia H lo spazio delle funzioni a valori complessi che sono diverse da zero solo in
numero finito di punti (questo é ovviamente uno spazio vettoriale per addizione
puntuale) con prodotto scalare

G0)r= Y. o) fl@—y)e@y) = Uwp,Us)); VEER 14.65

z,y€ RN

dove
Uip(z) = ¢(z — 1)

Sia E l'ideale della funzioni per le quali (¢, ¢)s = 0.

Allora Uy passa al quoziente H/Z.

Inoltre U; ¢é fortemente continuo (perché f é continua) e quindi, utilizzando il
teorema di Stone e il teorema spettrale, si pud dimostrare che esiste una famiglia
di proiettori Py su R" tale che

(¢7 Ut¢)f = /eiw\d(qﬁa PA¢)f 14.66

Sia ora 50 la classe di equivalenza in H /= della funzione ¢q definita da : ¢g =1
sex=0,¢p0=0sex#0.

Siha Uipg =1sex=teUpyg=0sex#t.

Allora

f(t) = (Ut(ZOa(EO) = /e‘md(%,PA%o) 14.67

Dunque f(t) ¢ la trasformata di Fourier di una misura positiva.

Q

La generalizzazione del Teorema di Bochner che viene utilizzata per dimostrare
il Teorema di Minlos ¢ il seguente Teorema di Bochner-Schwartz che enunceremo
senza dimostrarlo.

Ricordiamo che una distribuzione T' € D’'(R™) ¢é detta di essere di tipo positivo
se per ogni ¥ € D(R™) con ¢(—x) = (x) si ha

T( ) >0 14.68
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Vale allora

Teorema 14.18 (Bochner-Schwartz)
Un distribuzione T € D'(R™) ¢ di tipo positivo se e solo se T' € S'(R") ed ¢
la trasformata di Fourier di una misura positiva e a crescita al pit, esponenziale.

¢

Terminiamo questo Capitolo con una breve discussione delle modificazioni del
moto browniano.

Nell’analisi della formula di Feynman-Kac abbiamo preso in esamo modificazioni
ottenute aggiungendo al laplaciano una funzione V(x) (il potenziale) .

Nel caso particolare del potenziale armonico abbiamo utilizzato il fatto che la
hamiltoniana ha uno stato fondamentale unico e che il nucleo del semigruppo
associato ha una espressione particolarmente semplice.

Consideriamo qui un caso piu generale in cui 'operatore

1
H=-A+V(z) =€ R4 14.69

& positivo e ha zero come autovalore isolato con autofunzione ¢q che assumiamo
essere strettamente positiva.
Come conseguenza per ogni ¢ € L?(R?), normalizzata a uno si ha

lim e ¢ = ce Py, c=(¢o,?)

t—o0

dove Py, ¢ il proiettore ortogonale su ¢g.
Poiché abbiamo richiesto che lo stato fondamentale sia strettamente positivo,
sotto la trasformazione unitaria

¢ € L*(R?, dx) — o € L*(R%, po(z)dx) 14.70

data da ¢(x) = y/¢o(x) ¥(x) lo stato fondamentale é trasformato nella funzione
identicamente uguale ad uno e la hamiltoniana viene trasformata nell’operatore

R
Vo

Ne concludiamo che se a(x) & una funzione strettamente positiva differenziabile
che appartiene L'(R?) I'operatore

14.71

H = —%A _C@V, C)

H, = —%A @)V,  b) = ~ V(ogla(z))  14.72

é il generatore di un processo stocastico che ha una misura invariante.
Denoteremo questo processo con il nome processo dello stato fondamentale
(dell’operatore H).
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Nel caso dell’oscillatore armonico si tratta del processo di Ornstein-Uhlembeck.
Il processo stato fondamentale € una modificazione del moto browniano e il
campo vettoriale b(z) prende il nome di drift.

Consideriamo ora il processo ottenuto modificando il laplaciano con un campo
vettoriale b(z) che puo non essere un campo gradiente.

Vogliamo interpretare il processo che otteniamo come un processo ottenuto
modificando le singole traiettorie anziché modificare la misura.

Questo provvedera una processo che €& automaticamente realizzato sullo spazio
delle funzioni continue su intervalli di tempo finiti.

Il generatore del semigruppo ¢ adesso

1d? d
L=—-—+0bx)— 14.73
2 d? ( )d:v
Assumiamo sempre che il campo vettoriale b(x) sia Lipshitz continuo.
Consideriamo la misura P? sulle traiettorie continue che iniziano in x al tempo
t = 0 ottenuta per dualita dall’applicazione ®; tra traiettorie continue data ad
ogni tempo t > 0 da

B — &(t), Et)=ax+p5() +/0 b(&(s))ds z(t) € R? 14.74

dove (8 ¢ il moto e facciamo uso dell’applicazione di valutazione

Poiché abbiamo assunto che il campo vettoriale sia Lipshitz continuo possiamo
far uso del metodo di iterazione di Picard per dimostrare che ’applicazione
considerata é ben definita e uno a uno.

Richiamiamo alcune definizioni.

Definizione

Dato una spazio di probabilita {2, F, P} e una filtrazione F; € F (una
famiglia di sotto-sigma algebre tali che F; C F; se s < t) una famiglia di
variabili casuali M (¢) ¢ detta essere una martingala se
(1)

Per quasi tutte le w la funzione M (¢,w) ha limite destro e sinistro ed ¢
continua a destra.
(2)

Per ogni ¢ > 0 la funzione M (t) ¢ misurabile e integrabile
3)

Quasi sicuramente si ha che per 0 < s < ¢ si ha E(M(t), Fs)M(t) = M(s),
dove E(X,F,) denota aspettazione condizionata di X relativamente alla o
algebra F, ( una subalgebra di F<;.

¢

11 ruolo di questa definizione puo essere visto dal seguente teorema
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Teorema 14.19 (formula di Girsanov).

Sia P? la misura definita dal moto browniano sullo spazio  delle traiettorie
continue che cominciano a z al tempo 0. Sia b(x) un campo vettoriale Lipshitz
continuo.

Denotiamo con P? la misura associata al processo stocastico con generatore
(14.73).

Allora la misura P? ¢ assolutamente continua rispetto a P2.

La sua derivata di Radon-Nykodym ¢ data da

d
Rf(w) — o bEs(W))ds—5 [5 1b]* (£s(w))ds |b|2 — Zbi 14.75
k=1

Il processo definito da P? & un processo di Markov perché R; & una martingala
rispetto alla filtrazione {Q, 7, P, }.
Abbiamo indicato con &,(w) applicazione di valutazione.

¢

Dimostrazione
Noi daremo solo la dimostrazione nel caso in cui il campo vettoriale é limitato.
La dimostrazione nel caso generale si ottiene per approssimazione e con un
procedimento di limite. R
Definiamo una nuova misura @, sulle funzioni continue ponendo
dQq
dP,

=R!

dove R} & dato in (14.75).

Dimostriamo prima che R? ¢ una martingale rispetto alla filtrazione data dal
moto browniano.

Per ispezione diretta questo é vero quando il campo vettoriale b é una funzio-
ne costante a tratti (una funzione semplice) b,. Indichiamo con Rf” questa
martingala.

Si verifica facilmente che (R?)% < Rb,e!C” dove where C(w) & scelto in modo
tale che C'(w) > |bs(w)| per 0 < s < t.

Ogni funzione limitata progressivamente misurabile b pud essere approssimata
mediante funzioni misurabili uniformemente limitate che sono costanti a tratti.
Pertanto prendendo il limite le martingale Ri’” sono equilimitate in L2(Pp) e il
limite & ancora una matringala.

Poiché le distribuzioni sono consistenti a tempi diversi segue che

Ri(0,w) = eJo (0=b(x(s))dz(s)—5 [5 (b(x(s))—0)*ds 14.76

& una martingala per ogni 6.
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Questo implica che
S4(0) = elo 0dx(9)= 5~ [ Ob(a(s))ds

— P =[] b(a(s)ds)— 15 14.77

é una martingala rispetto alla filtrazione definita da Cj)\a:
Questo significa che il processo

y(t) = z(t) —x — /0 b(x(s))ds

& distribuito come il moto browniAano.
Poiché @, (y(.)) = z(.) ne segue Q, = Q.
Q

Nota 14.11

Conviene notare nella formula di Girsanov il termine quadratico nell’espo-
nenziale; esso ha origine nel fatto che il moto browniano é un processo direzionale
e non reversibile.
Esiste un processo inverso ma non ¢ identico al moto browniano e non é mar-
koviano rispetto alla filtrazione browniana.
Il moto browniano ha incrementi indipendenti su intervalli temporali disgiunti
ma non su intervalli che abbiano un punto in comune. Per questi ultimi la
modificazione dell’incremento (rispetto alla somma) ¢ del secondo ordine.
Questo da ragione della presenza del termine quadratico nel drift.
Nel caso di variabili gaussiane, che sono completamente caratterizzate dalla
media e dalla varianza, intervengono solo la media e la varianza degli incrementi
e questo porta a (14.75).
Il termine quadratico ¢ la differenza tra i quadrato della media degli incrementi
(infinitesimi) e 'incremento della media dei quadrati.

&

APPENDICE 14A: ELEMENTI DI TEORIA DELLA PROBABILITA

Vogliamo ritornare brevemente sul tema delle diverse realizzazioni del processo
di Wiener.

Studiamo qui il problema dal punto di vista dei semigruppi, o equivalentemente
utilizzando le funzioni di transizione.

La stessa analisi, con risultati simili, puo essere fatta per il processo di Ohrstein-
Uhlembek.

Iniziamo dando alcuni elementi di teoria della probabilita, in particolare prov-
vedono stime a priori e teoremi particolarmente utili.

Iniziamo con semplici definizioni.
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Definizione 14A.1

Uno spazio di probabilita ¢ una tripla {Q2, F, P} dove € ¢ un insieme, F ¢
una o— algebra di sottoinsiemi C; di (i sottoinsieme P —misurabili) e P & una
misura regolare di probabilita su ) (cioé una misura regolare tale che P(2) = 1.
La funzione P su F che gode delle proprieta

)

vCeF P(C)>0

P(Q) =1

C;eF, i=12., CNC=0=PUZC)=>Y P(C)
=1

Il numero P(C) & detto probabilita di C.
¢

Nota 1/A.1

Una collezione F di sottoinsiemi di 2 & detta essere una o—algebra se
C,C5,..Ck.. € F implica U;C; € F e inoltre Q — C; € F.
E facile vedere che se Cy,Cy, ..., C... € F allora N;C; € F.

Definizioni equivalenti di o—algebra sono la seguenti
Se C; € F, C; C Cyiyq allora P(U;C;) = lim; o P(C;)
Se C; € F, Ci11 C C; allora P(N;C;) = lim; oo P(C;)

Conviene notare che in assenza di o— additivita vale solamente P(U;C;) <

Zip(ci)'
&

Definizione 1/A.2
Sia A una famiglia di sottoinsiemi di €.

Chiameremo o—algebra generata da A la pit piccola o—algebra di sottoinsiemi
di © che contiene A; essa viene indicata con il simbolo F(.A)

¢
Nelle applicazioni frequentemente €2 é uno spazio metrico; in questo caso indi-
chiamo con w un suo generico punto e utilizziamo come o—algebra 1’ algebra di
Borel su ) (la o—algebra generata dagli aperti di Q).
Noi considereremo solamente questo caso.

Definizione 14A.3
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Sia ¢ una variabile casuale, cioé una funzione {(w) che ¢ P-misurabile a valori
reali sullo spazio metrico ).
Se esiste una funzione positiva p(t) tale che per ogni intervallo [a, b] si ha

b

P({a < flw) < b}) = / p(t)dt

a

diciamo che la variabile casuale £ ha una distribuzione di probabilita con densita
p(t).
Piu in generale si puo definire una distribuzione di probabilita nel caso esista
una misura di Borel positiva pu per la quale per ogni boreliano di 8 di R e per
ogni funzione continua f, si abbia P(f(w) € 8) = u(B).
¢

Definizione 14A./

L’ aspettazione matematica (o valor medio ) E(§) della variabile casuale £ ¢
il numero

E(¢) = / ¢(w)dP(w) 14A4.1

(abbiamo usato la notazione &(w) per indicare la funzione misurabile che indi-
vidua &)
La sua varianza ¢ definita, se F(£)? < oo, come

Var(§) = E(§ — E(§)?) = E(&*) — (B())? 14A.2

R b—a\?
E facile vedere che se a < & < b allora Var(§) < a4

Inoltre valgono le seguenti disuguaglianze di Chebyshev .

Disequaglianza di Chebyshev I
Se £ >0 e E() < oo allora per ogni ¢t > 0 vale

Plw: [{(w)>1t) < @ 14A.3
&
Dimostrazione
Paslew 20 s [ Eape) < 1r
wilg)zt ¢ t
Q

Diseguaglianza di Chebyshev 11
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Se Var(§) < oo allora

Var
Pl 6(w) — B(E) 2 1) < Vo) 144.4
¢
Dimostrazione
Utilizziamo la diseguaglianza di Chebyshev I per la variabile casuale n =
(& — ()
Abbiamo
{wile=E@©zt}={w:n>t}
Pertanto E()  Vart
ar
Pw:ltw)—BE) 2t) < =P =22
t t
Q

Definizione 14A.5
Due variabili casuali £ e & (definite sullo stesso spazio di probabilita ) si
dicono indipendenti se

P(&1(w) € B, &(w) € Bz) = P(&1(w) € B1)P(2(w) € B)

Analogamente si definisce I'indipendenza di una collezione finita di variabili
casuali; nel caso di una collezione infinita, I'indipendenza é richiesta per ogni
sottocollezione finita.

&

Un risultato importante ¢ descritto dai due teoremi limite di De Moivre-Laplace,
che noi enunceremo senza dimostrazione.
Consideriamo la distribuzione binomiale con probabilita p, 1 —p 0 <p <1:

|

Py = m#“(l —p)Nk 14A.5
Questa ¢ 'aspettazione matematica del numero k in N misurazioni fatte in
condizioni identiche se p é la probabilita di ottenere il risultato k£ in ogni singola
misurazione.

Vogliamo determinare la probabilita asintotica per grandi valori di N di ottenere
il numero k.

Teorema limite locale di De Moivre-Laplace
Se k & tale che esistono 0 < a < b tali che per ogni N si abbia Np+ av/N <
k< Np+bVN, allora

P ~I5 (14 Ry (k
- 2Np(1-p))
Nk = S Np(1—p)© (1+ By ()
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dove il resto Ry (k) converge a zero quando N — oo uniformemente in k

lim max |[Ry(k)| =0
N—0o Np+avVN<k<Np+bVN
&
Teorema limite integrale di De Moivre-Laplace
Siano a < b numeri reali.
Allora
1 L[y A
i = — T 14A.6
NE)noo Z 2 a ¢ v
pta P(lj\;P) S%Sp_,’_b p(1—p)
%

Questo € un risultato classico nella teoria degli errori; per grandi valori di N la
deviazione del valore ottenuto % dalla probabilta p segue una legge gaussiana.

Consideriamo ora risultati che riguardano successioni di variabili casuali indi-
pendenti.
Una prima relazione importante € la seguente

Disuguaglianza di Kolmogorov
Sia &1, &9, .., una successione di variabili casuali indipendenti che soddisfano

E(&)=0, Var(§)<oo i=1,.n
Allora

1 n
Pw :| max &1+ .. +&| > ¢c}) < = Var (&) 14A.7
ot k=1

Dimostrazione
Indichiamo con Aj I'insieme dei punti w per i quali vale

max{|§1|, |€1 +£2‘, ....|£1+..€k_1|}<6, |£1+£k| >c 1<k<n
e con 7 la sua funzione indicatrice, che é per costruzione misurabile rispetto
alle {;, 1<j7<n.
Gli insiemi Ay sono due a due disgiunti e per definizione
P(max{|&1], &1 +&l, ]G+ &o1l} <) = P(A1UAU..UA,) = > P(Ay)
k=1

Da E(&) =0 Vkeda > ,_, & < 1 segue

Var (&4 ..+ &) = B((&1+ &)%) 2 Y E(i(& + ..60)%)

k=1
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Consideriamo ora l'identita
E(m(&1 + -+ &)%) = Bl (&1 + . + &)+

2B (&1 + - + &) (Ghr + - + &) + E(m(bik + 1+ ..+ £,)7) 14A.8

Per la definizione Zj, & maggiore o uguale a c2P(Ay).

Il secondo termine ¢é nullo perché le due variabili nel prodotto sono indipendenti
e hanno media zero.

Il terzo termine ¢& positivo.

Ne deduciamo

Var (&4 ..+ &) > @Y P(Ay)
k=1

Ma le & sono variabili indipendenti e quindi il termine a sinistraé Y, _, Var (&).

Q

Legge 1-0 di Kolmogorov

Sia (€2, B, 1) uno spazio di probabilita e sia £, &, ... una collezione di di va-
riabili casuali indipendenti e ugualmente distribuite (permutabili). Supponiamo
che un insieme A sia misurabile rispetto a &,,&,41, ... per ogni valore dell’indice
n.
Allora u(A) = 0 oppure p(A) = 1 dove u(A) é la misura dell’insieme A
(Pintegrale della sua funzione indicatrice ).

¢

Dimostrazione

Per definizione di misura prodotto esiste un intero N sufficientemente grande
e un insieme A, misurabile rispetto alla collezione &1, .. n (quindi un insieme
cilindrico) tale che |p(A) — p(A4e)| < e.
D’altra parte possiamo costruire mediante la sostituzione & — &4y un altro
insieme A’ con u(A) = pu(A’) e tale che A’ e A, siano indipendenti.
Quindi, indicando con Z(A) la funzione indicatrice di A e con P(A) l'aspetta-
zione di Z(A)

P(AI N Ae) = P(AI)P(Ae) = P(A)P(Ae)
Ma lim._,o P(A' N A.) = P(A’) e quindi P(A)?> = P(A), cio¢ P(A) = 0 o
P(A)=1.
Q

Consideriamo ora alcuni importanti risultati relativi alla convergenza di suc-
cessioni di variabili casuali: la legge dei grandi numeri e il teorema del limite
centrale .

Premettiamo alcune definizioni generali di convergenza.
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Definizione 14A.6
Sia & una successione di variabili casuali (a valori reali). Diciamo che la
successione converge alla variabile casuale &

in probabilita (in misura) se

Ve >0 le P(l&, — & >¢€) =0. 14A.9

quasi certamente (almost surely) se per quasi tutti gli w (cioé tranne che per
un insieme di misura nulla)

lim &, (w) = &(w). 14A.10

n—oo
¢

Notiamo che convergenza quasi certa implica convergenza in probabilita; il
conversonon € vero.

Sia {&,} una successione di variabili casuali con media finita E(£,,) < oo.
Indichiamo con ¢, = %(fl + ..&,) la media aritmetica.

Utilizzando la legge 0-1 di Kolmogorov, si puo dimostrare il Lemma di Borel-
Cantelli, che dice essenzialmente che se &1, &s, ..., &, & una successione di variabili
casuali indipendenti e ugualmente distribuite in uno spazio di probabilita 2, la
misura dell'insieme di w per cui la serie ) &, (w) converge puo essere solamente
0 oppure 1.

Analogamente sotto le stesse condizioni pud essere solamente 0 oppure 1 la
misura dell’insieme delle w per le quali vale

Nel seguito identificheremo un insieme A con la sua funzione indicatrice 74.

Lemma di Borel-Cantelli 1

Sia A, una successione di funzioni indicatrici misurabili (una successione di
eventi) in uno spazio di probabilita {€2, 7, P} e supponiamo che ) P(A,,) < cc.
Sia 14 la funzione indicatrice dell’insieme A dei punti w per i quali esiste una
successione infinita {n;(w)} per i quali valga w € 4;, i =1,2,..,n.
Allora P(A) = 0 (con probabilta uno non ci sono insiemi con questa proprieta).

o

Dimostrazione
Scriviamo A nel modo seguente.

A =Uply Upy An
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Allora
P(A) < P(U;2,An) <Y P(Ay) 50, k= o0 14A.11
n=~k

Poiché > ¥ P(Ag) < oo.
@

Lemma di Borel-Cantelli IT

Sia {4, } una successione di eventi mutuamente indipendenti in uno spazio
di probabilita {2, 7, P} e supponiamo che ) P(A,) = cc.
Sia n4 la funzione indicatrice dell’insieme A dei punti w per i quali esiste una
successione infinita {n;(w)} per i quali valga w € 4;, i =1,2,..n.
Allora A ha misura uno.

¢
Dimostrazione
Indichiamo con A€ il complemento di A in €. Scriviamo A°¢ come
A® = U2, N22y A
e quindi P(A°) < >, P(Ng2, A%) per ogni n.
Siccome le A,, sono indipendenti anche le A¢ sono indipendenti. Pertanto
P(Np=rpAS) =112, (1 — P(A,)) =0 14A.12
Poiché >~>° | P(A,) = c0.
Q

Diamo ora qualche indicazione su uno dei teoremi pit utilizzati nelle applica-
zioni, la legge dei grandi numeri .
Premettiamo alcune definizioni .

Definizione 14A.7

La successione di variabili casuali &, soddisfa
La legge (debole) dei grandi numeri se ¢, — E((,) converge a zero in probabilita
quando n — oo (cioé per ogni € > 0 si ha lim, o P(|¢, — E((n)] = 0).

La legge forte dei grandi numeri se ¢, — F((,) converge a zero quasi certamente
(cioé per quasi tutti gli w si ha lim, (¢, — E(()) = 0).

¢
Notiamo che nella legge debole non si esclude che gli insiemi considerati dipen-
dano da n e quindi non si esclude che I'insieme in cui si ha convergenza abbia
misura zero..

In questo contesto, valgono i seguenti Teoremi
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Teorema di Kolmogorov I
Una successione di variabili casuali mutuamente indipendenti {;} tale che
valga 7| 4 Var(§;) < oo soddisfa la legge forte dei grandi numeri.
¢

Teorema di Kolmogorov 11

Una successione {,} di variabili casuali mutuamente indipendenti e identi-
camente distribuite con medie E(¢,,) uniformemente limitate soddisfa la Legge
forte dei grandi numeri.

¢

Nota 14A.2

Entrambe le leggi dei grandi numeri implicano che per una successione di
variabili casuali {¢,} la variabile casuale media aritmetica my = + Zivﬂ &k
quando N & molto grande differisce di poco dalla sua aspettazione (media in
probabilita).
Quindi asintoticamente non dipende da w.
In altre parole, la variabile casuale my tende, quando N — oo a una variabile
non casuale (una variabile certa ). Questa proprieta si puo esprimere dicendo
che regolarita non casuali appaiono con grande probabilitd in una lunga catena
di variabili casuali.
L’affermazione che un gas occupa sempre tutto il volume disponibile é una
versione empirica della legge dei grandi numeri.

&

Noi daremo una dimostrazione solo del Teorema di Kolmogorov I .

Per la dimostrazione del Teorema II bisogna dimostrare che U'ipotesi che le &
siano ugualmente distribuite e che la media sia finita implica Y .o, Z%Varﬁi < 00
( e quindi valgono le conclusioni del Teorema di Kolmogorov I).

Per questo si utilizzano le proprieta di una misura prodotto di misure identiche
tra loro.

Per la dimostrazione del Teorema di Kolmogorov I facciamo uso della disugua-
glianza di Kolmogorov che abbiamo dimostrato (eq. 14A.7) e che qui ricordiamo

1<k<

P ([, 166+ 60 — (B(6) + B() >t)5122 ()

Dimostrazione del Teorema di Kolmogorov I

Utilizzando eventualmente casuali & — F/(§) possiamo assumere che E(&;) =
0 Vk.
Dobbiamo dimostrare che {y = % Ziv &; converge a zero quasi ovunque quando
N — oo.
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Fissiamo € > 0 e consideriamo l'evento (insieme misurabile) B(e) composto dai
punti w € Q tali che esista N = N(w) tale che per tutti gli n > N(w) si abbia

[Cn(w)] <e

Per definizione dunque

B(e) = Ux—1 Nusnw) (] [Gu(w)] < €} 14A4.13

Definiamo
= >
m(€) = {wl Qm}lnéai(szm Cnl > €}

Dalla disuguaglianza di Kolmogorov abbiamo

P(Bn(e)) = P max |Zl =1"| > ¢ n}

2m 1 < n <27n

< P[ max \Z&\ > 2™

2777 l<n<2177
n 2m
1 2m—2 m— 1
<=2 P| E max | E &l >e€2 E Var¢; 14A.14
€ 1<n<2m
=1
Ne deduciamo
oo oo
1 1 >, Varé;
> P(Bn 332 Var(€) ) Sy
m=1 i=1 n>m;, 27n,,i—1§2-§2)m i=1

e quest’ultima somma ¢ finita per ipotesi.

Dal Lemma di Borel-Cantelli sappiamo che per quasi tutti gli w esiste un intero
M (w) tale che per m > M

MaTam-1<p<om|Cn| < € 14A.15

Pertanto P(B(e)) = 1 per ogni € > 0. In particolare P(NyB(3) =1
Se w € NiB(3) allora esiste N (w, k) tale che per ogni n > N(w, k) siha |¢,| < ¢
Quindi, per quasi tutti gli w si ha lim,_, , = 0.

Q

Un’ importante conseguenza della legge forte dei grandi numeri € il Teorema del
Limite Centrale.

Nella sua versione pitt comunemente nota questo teorema riguarda la somma di
variabili casuali indipendenti e identicamente distribuite.

Esso ha un ruolo essenziale ad esempio in Meccanica Statistica; in questo
contesto permette di connettere la Meccanica Statistica con la Termodinamica.
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Per la legge dei grandi numeri (nella versione forte) la differenza tra la media
aritmetica di N variabili casuali indipendenti & e la media aritmetica delle
aspettazioni E (&) converge a zero.

E naturale chiedersi quale ¢ la velocita di convergenza.

Dalla disuguaglianza di Chebicheffsi deduce che ’errore € di ordine di grandezza

VN.

Pertanto ¢ interessante studiare la convergenza di

1 N
= - N¢., E&) =0 14A4.16
(N i ;f (&)

Il teorema del limite centrale afferma sostanzialmente che le variabili casuali (n
non convergono in generale a un limite, ma le loro distribuzioni hanno un limite
che non dipende (sotto convenienti ipotesi) dai dettagli delle distribuzioni delle
&.

Sara conveniente ricordare la definizione funzione caratteristica di una variabile
casuale.

Definizione 14A.8
La funzione caratteristica ¢¢ della variabile casuale £ & per definizione

pe(\) = E(e™) NeR 14A.17

&

E facile vedere che la funzione caratteristica ¢¢ individua completamente la
distribuzione della variabile casuale £ e che convergenza debole delle funzioni
caratteristiche ¢ equivalente alla convergenza in distribuzione (non in probabili-
ta).

L’utilizzazione della funzione caratteristica semplifica ’analisi nel caso di somme
di variabili casuali indipendenti.

Indichiamo con (n la somma di N variabili casuali indipendenti §;, i =1,.., N.
E facile veder che la funzione caratteristica di (n ¢ il prodotto delle funzioni
caratteristiche dei fattori

¢CN ()‘) = HkN:1¢€1« ()‘)
Con questa notazione vale

Teorema del Limite Centrale

Sia {1, ..&,..} una successione di variabili casuali indipendenti e identica-
mente distribuite con comune distribuzione f(z) tale che il momento secondo
sia finito.
Indichiamo con M = E(&,) la loro comune aspettazione e con V = Var(§,) =
E(€2) — (E(£,))? la loro comune varianza.
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Allora quando N — oo la distribuzione della somma bilanciata

N
1
n—M 14A.18
' mnzzl(f )

converge debolmente verso la distribuzione gaussiana normale (che ha densita
2

e ).

¢

Dimostrazione
La funzione caratteristica della distribuzione gaussiana normale é

1 . z2 A2
d(A) = EE(GMw_T) =e Z

mentre la funzione caratteristica della variabile casuale 7 ¢ data da

B A —iN3m
P =@ (W) ¢

dove ¢ ¢é la funzione caratteristica di ciascuna delle &,.
E sufficiente dunque dimostrare che per ogni A

A2
li A)=e 14A.1
Ngnoo ¢WN ( ) € 9
Poiché my esiste la funzione ¢(\) & due volte differenziabile con derivata asso-
lutamente continua.
Quindi per valori piccoli di A si ha

/\2
d(A) =1+1im\ — 5 M2 +0(\?)

Ne segue che, per ciascun valore fissato di A

A2 A\ Y A2
Gy =1 — <) +o0 (N> ——Neooo € 2 14A.20

(notare che i termini lineari in A sommano a zero per simmetria).

Q

Nota 1/A.3

Sono conosciute anche generalizzazioni del teorema limite centrale a casi
piu generali, come ad esempio al caso in cui le variabili casuali non abbiano la
stessa distribuzione o siano solo approssimativamente indipendenti o ancora che
si consideri somme pesate in modo diverso.
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In particolare si pud dimostrare che se le variabili casuali sono identicamente

distribuite con funzione di distribuzione p(x) con p(z) = p(—z) e p(z) ~ P
x

per a € (0,2) allora la distribuzione della somma

v (a) = N7 (& + ..x)

converge per N — oo a una distribuzione limite la cui funzione caratteristica
ha la forma Ce "% b > 0.

&

Terminiamo questa collezione di risultati nella teoria delle variabili casuali ri-
guardante sistemi di variabili indipendenti analizzando teoremi che affermano
lesistenza di spazi di misura in cui immergere il sistema dato preservando le
probabilita congiunte.

Queste costruzioni sono analoghe alla costruzione di spazi di probabilita prodot-
to (non necessariamente numerabile) di una collezione di spazi di probabilita.
Va sempre notato che la costruzione (e quindi lo spazio di probabilita risultante)
non é unica, e insiemi misurabili di misura piena in uno spazio ottenuto con una
costruzione possono risultare di misura zero per un’altra costruzione.

Iniziamo con un teorema di Kolmogorov sull’esistenza di uno spazio di misura
nel quale vengano realizzate tutte le variabili casuali di una collezione (non
necessariamente numerabile) data mediante le probabilita congiunte.

Teorema 14A.1(Kolmogorov)

Sia I un insieme non necessariamente numerabile.
Sia F la collezione dei sottoinsiemi finiti di I e assumiamo che per ogni F' €
F esista una misura completamente additiva di massa uno pp sui boreliani
B(RNU)) (abbiamo indicato con N(F) il numero di elementi in F)
Supponiamo che queste misure siano compatibili.
Allora esiste (X, Mu) e funzioni {f,, « € I} tali che u; sia la probabilita
congiunta di {f, « € I'}. Inoltre, se F ¢é la piu piccola o-algebra che contiene
tutte la f, misurabili, la misura p ottenuta & unica a meno di omeomorfismi.

o

Dimostrazione
Sia R = R U oo la compattificazione ad un punto della retta reale R, e
poniamo

X =(R)!

Sia Cf;y I'insieme delle funzioni che dipendono solo da un numero finito di o.
Per f € Cy;yp definiamo

1) = [ Hadus(a) 144.21
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dove ¢! ¢ 1a collezione delle z, da cui f dipende. Per costruzione X ¢ compatto
nella topologia prodotto. Per il teorema di Stone-Weierstrass C';;, € denso in
C(X) (nella topologia di C'(X)). Infatti i polinomi in C';, coincidono con quelli
in C(X).

Dunque il funzionale [ si estende a C'(X). Per il teorema di rappresentazione di
Riesz-Markov, essendo X compatto esiste una misura di Baire pu su X tale che

I(f) = / F@)du(z) 144.22

Sia f, uguale a &, se |z4| < 00, 0 altrimenti.
Allora se J & un insieme finito, duy é la probabilita congiunta di f,, « € J.
Questo dimostra ’esistenza.

Per dimostrare 'unicita, ¢ sufficiente dimostrare che C't;, & denso in L*(X, dp).
Sia dunque H la chiusura di Cy;y, in L?(X, dpu).

Se A @ un boreliano in X, allora £(A) (la funzione indicatrice di A) puo essere
approssimata in L?(X, du) mediante funzioni continue, e quindi anche mediante
&(A4,), A, C By, (1 Boreliani cilindrici con base finito dimensionale).
Dunque l'insieme delle £(A) & chiuso per intersezioni finite. Poiché il comple-
mentare di un insieme cilindrico & anch’esso cilindrico, 'insieme delle £(A) ¢
anche chiuso per complementazione e per unione numerabile (per convergenza
dominata).

Pertanto

{A : B(A) e} 14A4.23

& una o-algebra.
Ma F ¢ la piu piccola o-algebra che contiene i boreliani. Se ne deduce che

{A: Z(A)eH=H 144.24

dunque
H = L*(X,dp)

Nota 1/A./
Si puo utilizzare R’ come modello Poiché

wl{r © Ja, |ze| < o0} =1 Vo
e, per ogni J finito

wle |z =00 YaeJ} =0 14A.25
Dalla o-additivita della misura si deduce allora che

p(R' = R") =0
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In molti casi dalla struttura della funzione caratteristica della misura si pud
individuare un sottospazio di D’ da cui pud essere portata la misura in una
specifica realizzazione.

Consideriamo il caso del teorema di Minlos e assumiamo che la funzione carat-
teristica ® sia continua nella topologia di S.

Vogliamo dimostrare che esiste una realizzazione tale che u(S’) =1

Per ogni funzione f € S poniamo

dove ¢,, & ennesimo polinomio di Hermite (trattiamo qui solo il caso di funzioni
di una sola variabile reale; il caso R? si tratta in modo analogo).

Poniamo
Su={f : Y (A+n*)Ma,|* = |fl3; < o0} 14A.26}

n

dove M ¢ un intero, positivo o negativo.
Si noti che i polinomi di Hermite costituiscono un sistema ortonormale rispetto
alla misura di Gauss.
Si ha allora
S=NySu

(con la topologia di Frechet data dalle seminorme |.|ps) e
S = UnmSum

Con queste notazioni la dualita tra S e S’ & rappresentata da

77(5) = Z(wnvyn)v ne S’ §es

n

n={y}t,  {={zn}
Per dimostrare che u(S’) = 1, dato € > 0 scegliamo M e ¢ cosi che
<6 = B —1<e 14A4.27
Questo ¢ possibile perché ® ¢ continuo in S e la topologia di S’ & data dalle

seminorme |.|ps.
Ne deduciamo che

2
Re ©(¢) > 1—6—5—2|§|?M, Vee S 14A.28
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Infatti se |{]ar < d la disuguaglianza é ovvia. Se |€|p > 0 si utilizza Uindentita
Re (&) > —1. Quest’ultima disuguaglianza segue da ®(£) < &(0).

Notare che Pintero M in (14A.27) dipende in generale da e.

Fissiamo ora {g,} e definiamo su RV

va
dog, = IV (21ag,) ~te™ 2 i dy, 14A4.29
Si ha
/daam =1, /yiyjdo'am = aq;0; /ei(z,y)dga’n — e % Z qnzg
14A.30

Consideriamo la funzione definita su S’ da

() = / N gy ny),  n= 2Palz) +1f

1

z = z(n), /n’Pk(:c)d:E =0, k<N 14A.31

Abbiamo indicato con P,, ’ennesimo polinomio di Hermite. Si ha

/S W (m)dpn = / dp / GOV dgy 1 (y)

Re 1(n) > inf Red(y) 14A.32
Y
dove la relazione tra le y = {y1, y2, ..} e i loro rappresentativi nello spazio delle

funzioni in S ¢ data da
y=> yPi(x)

Da (14A.32), (14A.30) si deduce
_a 2c
/S,due 2 g qnxiZl—e—6—2

an(l +nH)M = Kjr < 400

n

se

Prendendo ora il limite & — 0 e utilizzando la convergenza dominata si ha infine

p{n anxi <400} >1—e€ 14A.33
n

Poiché M dipende in generale da € si deduce che per ogni € la misura di un op-
portuno sottoinsieme di &’ (che dipende in generale da e in modo non monotono)
¢ maggiore di 1 — e. Dunque p(S’) = 1.
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Nei casi in cui si puo scegliere M indipendente da € si pu6 concludere che, se
{gn} somno tali che

> (1 +n*)M < oo 14A.34

allora la misura si puo scegliere essere concentrata sull’insieme

= z.Pul@)} D gua? <oo 14A4.35

Tuttavia anche questo risultato non é ottimale.

Ad esempio se queste considerazioni si applicano alla misura di Wiener esse
portano a concludere che per ciascun valore di € esiste una rappresentazione
in cui hanno misura piena le traiettorie descritte da funzioni in H_;,5_. e le
traiettorie continue formano un insieme che é contenuto in un insieme misurabile
di misura zero.

Ma noi gia sappiamo che esiste una realizzazione in cui le funzioni continue
costituiscono un insieme di misura piena.

Nota 14A.5

Quest’ultima considerazione é particolarmente importate quando si cerca di
costruire una misura sulle traiettorie a valori distribuzioni in R*t?, come si deve
fare nella trattazione dei campi quantizzati (d ¢ il numero di dimensioni dello
spazio, un punto di R*! verra indicato con {z, t}, = € R%; il caso che abbiamo
trattato in questo capitolo ¢ il caso di dimensioni spaziali zero).
Per definire il campo quantizzato a tempo fissato ty é necessario che sia misu-
rabile una funzione di valutazione a tempo fissato, e per questo & necessario
che le traiettorie che costituiscono lo spazio di probabilita siano continue in ¢ (e
assumano valori, ad esempio in S’'(R?)).
La costruzione della misura Gaussiana nel caso d > 1 con stime tipo Kolmogorov
non ¢é sufficiente per questo proposito.
Si puo procedere alternativamente costruendo la misura (e il suo spazio) con
un procedimento che é simile a quello utilizzato da Wiener (utilizzando oppor-
tune generalizzazioni del moto browniano) o costruendo una specifica realizza-
zione del processo in cui per una successione f,(x,t) — g(z) 6(¢) con f, e g
funzioni regolari il limite £(g(x),8(¢)) = lim, 00 &(f (2, t) esiste come funzione
misurabile.

&

APPENDICE 14B: COSTRUZIONI ALTERNATIVE DEL MOTO BROWNIANO

Diamo in questa appendice due descrizioni del moto browniano alternative a
quella descritta nel corso del capitolo.

Una ¢ la descrizione originale di Wiener, ’altra ¢ sostanzialmente la formulazione
data da Einstein come limite della passeggiata aleatoria.
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1) Costruzione del moto Browniano data da Wiener.

Siano ¢y, co, ... variabili gaussiane indipendenti di media zero e varianza uno.
Utilizzando opportune stime della misura del sottoinsieme insieme di €2 in cui
una variabile casuale eccede un valore prefissato (stime di Kolmogorov, vedi Ap-
pendice 14.A) e teoremi elementari di teoria della misura, in particolare relativi
a misure prodotto, si pud dimostrare che la serie

2n

Xn(t) = eot + Z Z 2s1n7rkf 1481

n=1fg=2n—1

converge in distribuzione (cio¢ le distribuzioni convergono in L(R)) uniforme-
mente nei compatti con probabilitd uno quando N — oo.

Per il lemma d Borel-Cantelli ha misura zero 'insieme delle w tali che le distri-
buzioni della successione

V2 senmkt
Xn(t,w) _c0t+z Z en (W)~ 14B.2

n1k2n1

non convergono uniformemente in L'(R).

La funzione limite (14B.1) & continua ed ¢ zero per ¢ = 0 Poiché ciascun termine
¢ zero.

Ne deduciamo che per ogni fissato valore di T € R™ abbiamo posto una cor-
rispondenza ®p tra un insieme di misura piena Y di punti w nello spazio di
probabilita (2, M, ) e funzioni continue in [0, 7] nulle nell’origine.

Definiamo ora una misura di probabilita u’ sulle funzioni continue X in [0,77)
nulle all’origine mediante

W@ (Y) =nY), W(Xr-27'(Y)) =0

Questa misura é la misura di Wiener .

Wiener ha dimostrato che Y & denso in X7 nella topologia delle funzioni conti-
nue.

Si noti che le X,,(¢) sono per ogni ¢ variabili casuali gaussiane, (essendo somme
di variabili gaussiane indipendenti) e quindi ¢ una variabile gaussiana anche il
loro limite in distribuzione

&(w) = limy 0o XN (1) 14B.3

Data la corrispondenza tra un insieme di misura uno in €2 e un insieme denso
di funzioni continue, la funzione &; puo essere riguardata come un elemento nel
duale delle funzioni continue.

Dalle definizioni segue che &, associa alla funzione x(t) il numero x(t¢).
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Dalla definizione si verifica anche che
E(&)=0 14B.4

Egualmente, utilizzando le formule di prostaferesi e I'indipendenza delle ¢ , ed
effettuando il limite che definisce &, si dimostra

B(6t,) = / £(x())€x(x())dyt’ = min(t, 5) 14B.5

Poiché le & sono variabili gaussiane, le (14B.4) e (14B.5) determinano comple-
tamente la loro distribuzione.
Da (14B.5) si vede che le variabili casuali & e & non sono indipendenti.

Nota 14B.1

Abbiamo assunto che le variabili casuali abbiano valore in R.
Un’analoga costruzione si puo effettuare supponendo che le ¢, abbiano valore in
RY e che, data una base in R? | le c; siano per ogni scelta distinta degli indici,
variabili gaussiane indipendenti di media zero e varianza uno.
Si ottiene cosi il processo di Wiener in R%.
Il caso in cui le ¢; abbiano valore in uno spazio di Banach X di dimensione
infinita & molto piu delicato.
Notiamo che nel caso di R™ per la costruzione abbiamo utilizzato il fatto che
la classe delle funzioni continue € chiusa per convergenza uniforme, e che la
convergenza in (14B.2) é nella topologia uniforme (eccezion fatta per un insieme
di misura nulla).
La dimostrazione di quest’ultima affermazione utilizza il fatto che i chiusi e
limitati in R™ sono compatti, e questo non ¢ vero in uno spazio di Banach X di
dimensione infinita.
Vedremo nel cap. 19 che, attraverso la teoria della forma di Dirichlet, é possibile
definire dei processi in spazi di Banach (ad esempio in spazi di funzioni) che
giocano un ruolo analogo a quello del processo di Wiener.

&

Nota 14.B.2

La rappresentazione che abbiamo dato del processo di Wiener é molto adatta
a dare stime su una possibile regolarita di una generica traiettoria, utilizzando
teoremi sulla convergenza delle serie di Fourier.
Utilizzando le stime di Kolmogrov (App.14.A) si pud in particolare dimostrare
che ha misura zero I'insieme delle w per cui il limite & una funzione assolutamente
continua.
Per un approfondimento sulla nota 14B.2 si pud vedere ad esempio [IMK65]

&

2) Moto Browniano come limite di passeggiate aleatorie
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Diamo ora una costruzione del moto Browniano come limite di una passeggiata
aleatoria; questa costruzione é nello spirito dell’analisi del moto browniano fatta
da Einstein.

Consideriamo il caso di dimensione spaziale uno e studiamo il moto di una
particella pesante che si muove per causa di urti elastici con particelle di massa
molto piccola che non interagiscono tra loro.

Questo ¢ il modello introdotto da Einstein [E08] per formalizzare matematica-
mente il fenomeno descritto da R.Brown nel 1927 [B27] del movimento erratico
delle particelle di polline sospese in acqua.

Einstein descrisse il moto del polline come dovuto agli urti con il polline da
parte delle molecole d’acqua, molto piu leggere.

Le teoria di Einstein fu verificata sperimentalmente da J.Perrin [P09] che la
utilizzo per dare una stima precisa del numero d’Avogadro. Gli esperimenti di
Perrin costituirono all’epoca la piti notevole evidenza dell’esistenza di atomi e
molecole.

Consideriamo il moto in una dimensione spaziale. Le particelle leggere proven-
gono a caso da destra e da sinistra; ad ogni unita di tempo una particella leggera
urta quella pesante, e questa si muove a destra o a sinistra di un’unita di spazio.
Siccome la provenienza delle particelle leggere é casuale, se la particella pesante
all’istante iniziale si trova all’origine delle coordinate, dopo n unita di tempo
microscopico la particella pesante si trovera nella posizione data da Y, & dove
&; sono variabili casuali indipendenti con distribuzione P(§; = £1) = %

Su scala macroscopica per ogni intervallo di tempo avvengono €2 urti e lo
spostamento in ciascun urto ¢ di €. Dopo un tempo macroscopico t le particella
pesante sara nel punto X (¢) =€ E:.:jt &

Costruiamo il moto Browniano come limite in distribuzione della variabile ca-
suale X(¢).

Piu generalmente consideriamo un misura di probabilitd su R, con boreliani
B(R), tale che [z*du < oo e normalizzata a

/du(x) _1, /xd,u(q:) —0 /xzdu(x) —1

Costruiamo lo spazio prodotto

con elementi €.
Per ¢ > 0 e per interpolazione definiamo per ciascuna realizzazione di ¢ una
traiettoria continua t — 1 (&;t) mediante

[e?1]

Ye(&t) =€ Z & +e(e?t — [e_zt])g[efzt]ﬂ 14B.7

i=1
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dove [y] ¢ la parte intera di y.
Definiamo P.(A) = P(7!(A)) per ogni insieme cilindrico A di traiettorie
misurabile.

Teorema 14B.1
La successione di misure P, converge debolmente quando ¢ — 0 alla misura
di Wiener.
¢

Dimostrazione

La dimostrazione procede in tre passi:
i)

La distribuzione al tempo generico ¢ converge alla distribuzione del moto
Browniano al tempo t.
ii)

Le distribuzioni finito dimensionali convergono a quelle del moto Browniano.
iii)

La famiglia P, é relativamente compatta.
i)

Questo ¢ una conseguenza del teorema del limite centrale (vedere appendice
14.A).
Introduciamo la funzione caratteristica ¢.(\), trasformata di Fourier della di-
stribuzione della variabile casuale & (t) sotto P..
La convergenza in distribuzione é equivalente alla convergenza della funzione
caratteristica. La funzione caratteristica della somma di variabili indipendenti
¢ il prodotto della funzioni caratteristiche

.
2

be(N) = pe(Ne) = = |1 — %A%Q + 4o(e?) 14B.8

: _—ia%
iy 8.() = e~

ii)
Tenendo presente questa proprieta si dimostra che il termine che abbiamo
aggiunto per ottenere una traiettoria continua, cioé

(et — [ *t])Ee—2011 14B.9

tende a zero uniformemente per € — 0.
Omesso questo termine, 'affermazione segue dal fatto che P é una misura
prodotto.

iii)
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Consideriamo una uno spazio metrico X e siano B(X) i suoi boreliani;
denotiamo con C(X) le funzioni continue da X a R .
Una famiglia di misure di probabilitd P, su X ¢ detta essere relativamente com-
patta se e solo se da ogni successione limitata P, possiamo estrarre una succes-
sione debolmente convergente, cioé tale che esista una misura di probabilita P
tale che lim,,_, [ fdP, = [ fdP per ogni f € X limitata.
Denoteremo la convergenza debole con P, —,, P.
La convergenza debole & equivalente alla convergenza puntuale della funzioni
caratteristiche.
Nel nostro caso il punto 1) garantisce che il limite, se esiste, ¢ unico. Quindi
in questo caso se si dimostra compattezza si garantisce convergenza di tutte le
sottosuccessioni a uno stesso limite e quindi convergenza forte.
Per dimostrare la compattezza relativa nel caso generale e concludere quindi la
dimostrazione del teorema 14B.1 si puo utilizzare il criterio di Prohorov (ve-
dere ad esempio [ B68]: questo libro contiene una discussione dettagliata della
convergenza debole e dei criteri di compattezza).
Questo criterio afferma che condizione sufficiente perché la successione II sia
tight € che essa sia relativamente compatta.
Se inoltre X é completo e separabile, la condizione é anche necessaria.
Ricordiamo che una collezione I1,, di misure di probabilita su uno spazio metrico
si dice tight ( stretta ) se e solo se per ogni € > 0 esiste un compatto K per il
quale P(K) > 1 — ¢ per ogni P €1l .
Nel caso X = R%, d < oo possiamo caratterizzare la convergenza debole attra-
verso la funzione caratteristica (la trasformata di Fourier della distribuzione)

p(\) = / ey (dx) 14B.10

E possiamo dimostrare compattezza utilizzando il teorema di Ascoli-Arzela. che
caratterizza i compatti di C'(R?)(le funzioni continue su RY).
Definendo il modulo di continuita di z(t) € C(R?) mediante

wz(6) = sup |xz(t) — z(s)]
[t—s|<5

il teorema, di Ascoli-Arzela afferma che un insieme A € C ha chiusura compatta
se e solo se

sup |x(0)] < oo, lim sup w;(6) =0

T€EA 0=0zcA
Dalla definizione segue che se A ha chiusura compatta, allora i suoi elementi
sono equilimitati ed equicontinui.
E allora facile vedere che in questo caso una successione P, & tight se e solo se

i)
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Per ogni 1 > 0 esiste a > 0 tale che
P,(z: |z(0)] >a)<d VYVn>1
ii)
Per ogni n > 0, € > 0 esistono § € (0,1) e ng € N tali che

P,(z: wy(6) >€e)<n  Vn>ng

Tornando ora alla costruzione della misura di Wiener, notiamo che per 0 < s <
t < T tali che €2t e € 2s siano numeri interi si ha

4
67215
/dP€|x(t)—x(s)|4:E e Y &
i=e2s+1
e’zt
=t Y B(g)+6e > E(€2€2) < O(E(t—s)+(t—s)? < 2C(t—s)*
i=e~2s+1 e 2s54+1<i<j<e 2t

Si puo vedere, per interpolazione, che questa diseguaglianza vale senza limita-
zioni per 0 < s <t < T.
Notiamo ora che se esistono a, > 0e C < oo tali che

E (lz(t) —z(r)|?) < CJt — 5|t 14B.11

allora esistono ¢, ¢y < oo tali che

|z(t) — x(s)|” ) 1
P sup 2TV S o) <o 14B.12
(0<s<£)<T [t —s[ite =77 =72

Questa diseguaglianza, una versione della diseguaglianza di Tchebicheff, detta
sovente diseguaglianza di Garcia, pud essere trovata ad esempio sul libro di
Billingsley.

Da (14B.12) scegliendo aw = 1 ¢ 8 =4 e con le notazioni introdotte segue

z(t) — x(s B!
P.(x, w,/0) >n) < P. <5ﬁ sup M > 77) < ey (clén)

l—s|<s |t —s|?

da cui
lim sup Pe(z : wy(6) >n) =0
§—0 e>0

e questo implica compattezza relativa.

Q
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CAPITOLO 15

FORME QUADRATICHE. ESTENSIONE DI FRIEDRICHS.

Le forme quadratiche intervengono in modo naturale in Meccanica Quantistica, e
alcune di esse (le forme di Dirichlet) permettono di dimostrare 'autoaggiuntezza
di hamiltoniane di Schrédinger, in particolare in casi in cui il potenziale non é
piccolo nel senso di Kato rispetto al laplaciano.

Questo é ad esempio il caso di forze che hanno supporto in un insieme di misura
di Lebesgue nulla ma di capacita newtoniana finita.

Inoltre le forme quadratiche per loro stessa natura si prestano bene all’applica-
zione di metodi di minimax (ad esempio per una stima del numero di stati legati)
e possono essere anche utili nello studio della convergenza di una successione di
operatori.

Una forma quadratica positiva chiusa definisce in modo intrinseco un opera-
tore autoaggiunto positivo (la sua estensione di Friedrichs) che ¢ in qualche
modo l'estensione minimale degli operatori simmetrici associati a quella forma
quadratica.

L’estensione di Friedrichs é anche connessa alla teoria di dualita di Tomita e
Takesaki per algebre di von Neumann e ai risultati di dualitd per coni positivi
in uno spazio di Hilbert in cui agisce un’algebra di von Neumann che ha un
vettore ciclico e separante.

Questa teoria ha a sua volta molte connessioni con la condizione K.M.S. che ab-
biamo brevemente analizzato nel Capitolo 4 e abbiamo li associato all’esistenza
di stati di equilibrio in Meccanica Statistica Quantistica.

In appendice a questo capitolo diamo elementi della costruzione dell’operatore
modulare associato a uno stato normale ciclico di un’algebra di Von Neumann
e indichiamo la connessione con ’estensione di Friedrichs.

Accenneremo anche in questa appendice alla relazione dell’operatore modulare
con la teoria della dualita tra algebre di von Neumann e loro commutanti e
faremo brevi cenni alla teoria dell’integrazione non-commutativa e alla teoria
dei coni duali (teoria di Tomita-Takesaki).

Iniziamo lo studio delle forme quadratiche, in particolare di quelle associate al-
loperatore di Schrodinger, con alcune considerazioni semi-qualitative; in queste
prime considerazioni studiamo il caso di dimensione uno.

Sia p(z) una funzione di variabile reale, strettamente positiva di classe C!,
integrabile rispetto alla misura di Lebesgue e di integrale uno.

195
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Consideriamo in L?(R) (sottintendiamo sempre la misura di Lebesgue) la forma
quadratica definita su C§° dalla seguente espressione

* dfd
aho= [ LEown,  fgecEm 15.1

Questa forma quadratica pud essere estesa per continuitd ad una forma chiusa

G, con dominio
d,
Q@) = {f | E

E facile vedere che Q(¢) ha la struttura di un prespazio di Hilbert, ma in generale
non ¢ contenuto (né contiene) L2 definito nel modo seguente

2
p(x) dz < oo}

u € Lz & / lu(x)|?p(x) dr < oo

Conviene allora studiare la forma quadratica

wit.9)= [ L@ dar [ gl do

e la sua chiusura ¢; con dominio Q(q1) = {f : ¢1(f, f) < oo}.
Poiché p ¢ di classe C! strettamente positiva integrando per parti si ottiene

2
a(f,9) = /f [—3;; - dloig(@gﬁ p(:c)dx+/fgp(w)dm 15.2

L’espressione (15.2) definisce, almeno da un punto di vista formale e in forma
debole, un operatore su un opportuno sottoinsieme di L%. Questo operatore puod
essere scritto formalmente come

d> dlogp d

dx? dr dx

+1 15.3

Vedremo nel seguito di questo capitolo che ad ogni forma quadratica chiusa e
limitata dal basso (come ¢ G; ) corrisponde in modo canonico un unico operatore
autoaggiunto (detto estensione di Friedrichs della forma quadratica).

Ne deduciamo che all’operatore descritto in (15.3) corrisponde un operatore
autoaggiunto.

Se p non ¢ differenziabile le manipolazioni in (15.2) sono formali, tuttavia g
definisce ancora una forma quadratica positiva definita sulle funzioni di classe
C*, che in circostanze favorevoli si pud dimostrare essere chiudibile.

E possibile allora associare ad essa un operatore autoaggiunto. In particolare
se p(x) ¢ la funzione indicatrice dell’intervallo (0,1) si ottiene formalmente un
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2

d
operatore A che agisce come ——— sulle funzioni due volte differenziabili definite

nell’intervallo aperto (0, 1).

Abbiamo visto nel Capitolo 9 che questo operatore ¢ simmetrico ma non au-
toaggiunto.

E naturale chiedersi quale sia Pestensione autoaggiunta che corrisponde all’e-
stensione di Friedrichs.

Nel corso di questo capitolo dimostreremo che si tratta dell’estensione autoag-
giunta con condizioni di Neumann al bordo.

Scegliendo invece

pley=1—|z|, z€(-1,1) plx) =0, |z|>1

si ottiene 'operatore
& 1 4y
a2 (1 —lzl) o
su funzioni con supporto in |z| < 1.
Anche questo operatore ¢ simmetrico ma non autoaggiunto. Una sua possibile
estensione si ottiene definendolo essere uguale a zero per |z| > 1.
Vedremo che questo operatore esteso € autoaggiunto ed € ’estensione di Frie-

drichs associata alla forma ¢; in questo caso.

In generale, quale ¢ il senso che deve essere dato a (15.2) e nel caso che la forma
quadratica sia limitata dal basso? Che relazione intercorre tra le funzioni f tali
che q1(f, f) < oo e il supporto dell’operatore autoaggiunto associato?

Per il momento supponiamo che p(x) sia di classe C?, limitata e che il suo

supporto sia l'intero asse reale.

Consideriamo lisometria ® : L?(R, p(z)dx) 2 L?(R,dz) definita da ®(f) =
1/2

pef

Possiamo considerarla definita inizialmente sulle funzioni f tali che p'/2f sia

limitata e a quadrato integrabile. Per queste funzioni si ha

/ B(f) () P = / (@) P pla)da

e ® si puo estendere a un corrispondenza unitaria tra gli spazi di Hilbert Li(R)
ed L?(R).

Nel seguito, salvo menzione contraria, utilizziamo lo stesso simbolo per indicare
forme quadratiche ottenute una dall’altra per una corrispondenza unitaria di
questo tipo e indicheremo sempre con ((q) il dominio della forma gq.
Consideriamo solo forme chiudibili.

Posto F' = ®(f), f = ® 1(F) si ha

o(F.6) = [ pla) 3 (Flalp™) 1 (Gl ) do 15.4
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Svolgendo i calcoli, nell’ipotesi che p € C? sia strettamente positiva e che F e G
siano di classe C? e a supporto compatto (in modo da non avere problemi con
Pintegrazione per parti) si ottiene

o d? 1 p// 1 (p/)2
FG)= [ F —_—t - == 1
q(F,G) / (x) [ 213 PR G(z)dx 5.5
Definendo , o
1 1
W) =22 — ~ ”ﬁj 15.6

la forma quadratica assume la seguente forma, per tutte le funzioni G nell’in-
tersezione di C?(R) con il dominio di forma

o(F.G) = /F (—(Z; 4 V,,) Gla)dx

cosi che la forma quadratica risulta associata alle restrizione alle funzioni di
classe C? a supporto compatto dell’operatore —% +V, in L*(R, dz).

Ne concludiamo che, se la forma quadratica ¢ definisce un operatore autoag-
giunto, esso deve essere una delle estensioni autoaggiunte di —j—; + V), definito
inizialmente su Cg.

Reciprocamente, ci aspettiamo che data la funzione V,(x), se la (15.6) letta
come equazione per p(x) ha una soluzione positiva e integrabile, Poperatore di

Schrédinger H = —% + V, con dominio di definizione D(H,) sia connesso da
una trasformazione unitaria all’operatore
d? d d
H = —— | —] — 15.7
r dax? <dm ©8 p($)> dx

definito su un opportuno sottoinsieme denso di Li.
Notiamo che se la soluzione di (15.6) soddisfa

p(x) >0, /p(x)dac < o0, peCt

Poperatore (15.7) ha un autovalore nullo e la corrispondente autofunzione & una
funzione costante.

Ne segue, poiché la trasformazione é unitaria, che anche 'operatore f% +V,
¢ non negativo e ha un autovalore nullo, con autofunzione p*/2.

Vedremo in seguito che se p(z) soddisfa ulteriori ipotesi (ad esempio di essere
strettamente positiva) 'autovalore 0 & non degenere e studieremo, utilizzando
la relazione con le forme quadratiche, condizioni sufficienti affinché lo spettro

dell’operatore —% +V, sia o0 = {0} U [a,o0) con a > 0.
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Qui notiamo solo che se

d2
<—d$2+v)¢0207 $o >0

si ha
d2
3z Po
V=42 15.8
o
per cui V' ¢ determinato da (15.6).
Posto ¢g = p'/? si vede che (15.6) e (15.8) coincidono.
Viceversa, dato un operatore di Schrodinger della forma
d? d
H=—-——+a(z)—
dx? ( )dm
se esiste una funzione positiva p(x) € L! tale che a(x) = ‘ﬂ%ﬁ(m) allora H € un
operatore simmetrico positivo su Li.
Se la funzione p(x) ¢ di classe C? e strettamente positiva, I'operatore H ¢
essenzialmente autoaggiunto su C§°
Queste considerazioni portano alla seguente conclusione.
2
Supponiamo che —dd? 4V sia un operatore positivo e zero sia un suo autovalore.
Sia ¢ un’autofunzione all’autovalore zero. Definiamo p(x) = |é(x)|?.
Allora 7% + V corrisponde alla forma quadratica

q(f)=/‘dfd(;)

Quest’analisi puo essere facilmente estesa al caso d > 1. Sia dato su R? un
operatore della forma

2
p(z) dx

H=-A+fV

dove f(x) ¢ un campo gradiente f(x) = V(logp(z)) con p(x) >0e p e L.
Allora 'operatore H é simmetrico in L%(R”) ed ¢ unitariamente equivalente
all’operatore

H=-A+V, Vir)=-— - =

Se p & abbastanza regolare e strettamente positivo, 'operatore é essenzialmente
autoaggiunto su C§°.

. 2 . . . .
Notiamo che se V(x) = % — %, x € R", la corrispondenza indicata qui sopra

da

M

x

P(x) = (2 \/E)iéeff, p(x) = (2\/})71 67§
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Quindi I'operatore —A + %2 — 1 su L*(R,d"z) ¢ unitariamente equivalente a

—A + 2V su L*(R, (2\/77)_1e_§d"x).

Un problema interessante ¢ il seguente.

Supponiamo che {V,,} sia una successione di potenziali con queste proprieta
e sia ¢, la corrispondente autofunzione all’autovalore zero. Notiamo che ¢,
determina V,, .

I possibile studiare la convergenza della successione {—~A+V,,} in qualche senso
(convergenza in risolvente, in semigruppo, ...) studiando la convergenza in L'
della successione p,, = |¢,|? ?

Lo studio delle forme quadratiche ci portera anche a una migliore comprensione
della relazione tra operatori ellittici e processi di Markov.

Importanti in questo contesto sono le forme di Dirichlet che discuteremo in
dettaglio in seguito (Capitolo 19).

Dopo aver dato queste motivazioni euristiche, formuliamo la teoria delle forme
quadratiche.

Definizione 15.1

Una forma quadratica ¢ con dominio Q(g) (un sottoinsieme di uno spazio di
Hilbert H) ¢ un’applicazione sesquilineare Q(q) x Q(q) — R.
Faremo sempre la convenzione che sesquilineare significa lineare nel secondo
argomento e antilineare nel primo.

¢

Definizione 15.2
Una forma quadratica ¢ detta essere

Simmetrica
se q(¢,v) = q(, ¢).

Positiva
se q(¢, ¢) > 0 per ogni ¢ nel suo dominio.

Limitata dal basso
se esiste M > 0 per cui ¢(¢, ¢) > —M|¢|? per ogni ¢ € Q(q).

Esempi

a) Se H = R™, scegliendo una base completa la forma ¢ & rappresentata da una
matrice A e, se A & positiva, allora ¢ definisce un prodotto scalare.

b) Se H = L?(R™) 'espressione q(f,g) = f(0)g(0) definisce una forma quadra-
tica con dominio le funzioni a quadrato sommabile che sono continue all’origine.
Questa forma non é chiudibile
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¢) Sia H = L*(R,dx) e definiamo Q(q) = {f € L?, xf(z) € L*} e per f,g €
Q(q)

ilf.9) = [ gt
Allora g é simmetrica, densamente definita e, se g € L2(R) & tale che 229 €
L?(R) si ha
a(f,9) = (f,Ag9),  (Ag)(z) = 2*g(x)

In questo caso A ¢ un operatore essenzialmente autoaggiunto sulle funzioni

limitate a supporto compatto; la forma quadratica determina completamente

I'operatore di moltiplicazione per z2.

Inoltre in questo caso si ha
Qq) = D(VA),  (VAg)(z) = Ia] g(x)

&

Definizione 15.3
Una forma quadratica limitata dal basso da —M||¢||? ¢ detta chiusa se Q(q)
¢ chiuso (in #) nella norma

Il

o equivalentemente se QQ(q) & uno spazio di Hilbert per il prodotto scalare

q(p,8) + (M +6)| 9|12, V6 >0 15.9

(6,0) = q(¢,0) + (M +6)| 8] 15.10

Inoltre, se D C Q(q) ¢ denso in Q(q) per la topologia indotta da (15.10) allora
D é detto essere un nocciolo (core) per q.

¢

Definizione 15.4

Una forma quadratica limitata dal basso con dominio Q(q) & detta chiudibile
se essa ¢ la restrizione di una forma chiusa g e Q(g) & denso in Q(g) nella
topologia indotta da q.
In questo caso la forma quadratica ¢ € detta chiusura di q.

Vale il seguente Lemma, la cui dimostrazione é lasciata al lettore.

Lemma 15.1
La forma quadratica ¢ definita su Q(g) ¢ chiusa se e solo se vale la seguente
affermazione:

se

qj)n € Q(Q)a nh—>Holo H(bn - (bHH = O> nh_{go Q(¢n - ¢7 (bn - (b) =0
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allora

¢ €Qa), 46, ¢)= lim q(¢n,dn)
&

Non tutte le forma quadratiche limitate dal basso sono chiudibili. Ad esempio
la forma

non ¢ chiudibile in L2(R).
Notare tuttavia che & chiudibile la forma quadratica ¢ = ¢1 + ¢¢ dove

ql(f,g)z/ﬁ@d + [ Fwa

Infatti la topologia indotta da ¢ é equivalente alla topologia indotta da ¢; e
dunque ¢ la topologia della convergenza assoluta per funzioni continue.
In particolare lim,,_,o, ¢,(0) = ¢(0) in questa topologia, e quindi g(¢,,) — g(@).
Ne concludiamo che la forma quadratica g; é associata ad un operatore autoag-
giunto.
Nelle notazioni utilizzate finora, useremo per questo operatore la scrittura for-
male
d2
T2 +4(z)+1

Teorema 15.2 (estensione di Friedrichs)

Sia ¢ una forma quadratica su Q(¢q) C H chiudibile limitata dal basso.
Esiste unico un operatore A autoaggiunto con D(A) C Q(q) tale che

1o, 0) = (p,Ay) Y eD(A), ¢e€Qq) 15.11

Inoltre 'operatore A soddisfa (¢, Ap) > —M se q(¢, ) > —M.
Se q(¢,¢) > C > 0siha A>+/CIe D(AY?) =Q(q).
Questo operatore viene detto estensione di Friedrichs della forma q.

¢

Dimostrazione

Possiamo limitarci al caso di forme quadratiche strettamente positive. Infatti
se ¢ é limitata dal basso da —M possiamo considerare la forma quadratica
strettamente positiva gy; definita da qar(¢) = q(¢) + (M + 1)|¢]>.
Il teorema garantisce 1’esistenza di un operatore Ay, associato alla forma gp; ed
¢ facile vedere che l'operatore Ap; — (M 4 1)I ¢ associato alla forma quadratica
q.
Diamo due dimostrazioni del teorema 15.2 nel caso di forme quadratiche stret-
tamente positive. Entrambe hanno un interesse indipendente e corrispondono a
due procedimenti diversi di costruzione.
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Prima dimostrazione
Poniamo

(0, 0)1 = q(p, ) + (0,0)  &,¢ € Q(q) 15.12

Per ipotesi ¢ ¢ chiusa e quindi Q(g) ¢ uno spazio di Hilbert completo per il
prodotto scalare (15.12).

La topologia dello spazio di Hilbert Q(q) & pit fine di quella di H. Per il teorema
di Riesz, esiste allora un unico elemento £(¢) € H tale che

Indichiamo con B Papplicazione Q(q) — H definita da

B¢ =¢(¢) 15.13

L’operatore B & simmetrico poiché la forma quadratica g &€ simmetrica.

E anche limitato, poiché la topologia definita da ¢ & pii forte della topologia di
H.

Notiamo ora che il codominio di B ¢ denso in H.

Dal teorema di Hellinger e Toeplitz ne concludiamo che B (la chiusura di B) &
autoaggiunto e limitato come operatore sullo spazio di Hilbert Q(q).

Per tutti i vettori ¢ € D(B) si ha

((B - I)¢»¢) = (¢7¢)1 - (d)a ZZJ) = q(¢v¢)

La chiusura dell’operatore A = B — I é un operatore autoaggiunto e si ha

(Ag,¥) = q(d,¥) Vo e D(A)NQ(a) V¢ € Qa)
Questo conclude la prima delle dimostrazioni del teorema 15.2.

Seconda dimostrazione

Questa costruzione & basata sull’introduzione di una scala di spazi di Hilbert.
Come nella dimostrazione precedente si nota che Q(g) ¢ uno spazio di Hilbert
completo, che adesso indichiamo con H; con la scrittura di prodotto scalare
(15.12).
Per costruzione H; C H.
Questa notazione é dovuta al fatto che se A = —A 41 gli spazi H,, coincidono
con gli spazi di Sobolev HP.
Indichiamo con 7 l'inclusione naturale di H; in H ottenuta per identificazione.
Indichiamo con H_; lo spazio duale di H; rispetto al prodotto scalare in H.
Per ogni ¢ lapplicazione ¥ — (¢, 1) definisce un funzionale continuo e quindi
HCH_.

Indichiamo con 7 questa inclusione di H in H_;.



204 FORME QUADRATICHE. ESTENSIONE DI FRIEDRICHS.

Si ha, per ogni ¢ € He ¢ € Hy

[3(o) 1l < lloll 11l < lellall|

e quindi ||7] < 1 dove ||7]] ¢ la norma di 7 come applicazione di H in H_;.
Definiamo 'operatore A da H; ad H_1

(AE)(9) = 4($,6) + (6,),  ¢,€€Hy

L’operatore A provvede un’isometria tra H; e H_1. Infatti

(A9)(8) = I0l},  sup [(A(@) = sup (6,1 = [[¢]h

llolli=1 llolli=1

e quindi la norma di A{ come elemento di H_1 coincide con la norma di £ come
elemento di H;. B
Definiamo un operatore A

D(A) = {6 e, ApcRanj} Ao =7 '(A9g)

L’operatore Ae un’applicazione dal codominio di 7 a H.
Ma il codominio di j & denso in H.
Infatti, supponiamo che esista £ € H_1, £ # 0 tale che £(j(¢)) = 0, Vo € H.

Per il teorema di Riesz esiste allora E € H; tale che

0=¢33(9) = (£.6) VoeH

Questo ¢ impossibile poiché H & denso in Hy = (H_1)*.
Quindi l'operatore A ¢ densamente definito. Inoltre ¢ simmetrico, infatti

(6, AY) = q(,0) + (6,0) = (Ag,0) Vo, 9 € D(A).

Consideriamo ora ’operatore

C=A)"7 H—-H
L’operatore C' & simmetrico (per la simmetria di A) e definito ovunque in H.
Pertanto esso € limitato e la sua chiusura definisce un operatore autoaggiunto,
per il teorema di Hellinger-Toeplitz. B
Per il teorema spettrale anche 'operatore C~! & autoaggiunto. Ma C~1 = A.
Dunque A é autoaggiunto e il suo dominio & il dominio di C~!.
Poniamo

A=A—1

Anche A é autoaggiunto con lo stesso dominio di A.
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Se ¢,1 € D(A) segue dalla definizione di A

(¢, AY) = q(, 7))

Inoltre D(A) ¢ denso in H; e quindi in H.
Questo termina la seconda dimostrazione del teorema 15.2.

FEsempio
Sia

a9 = [Llars [ Fwgtede= 5 [ FwRgm e + nar
Si ha

= {rs [1rop@ s an<ocl, 1= {rs [1rmRe -1t < oo}

pey={r: [15Pe 2 < oo

e loperatore A Hy — H_1 ¢é in trasformata di Fourier I'operatore di
moltiplicazione per (k% + 1).
L’operatore A & la restrizione di A agli elementi di D(E) la cui immagine per A
sta in H.

&

Un semplice corollario del teorema 15.2 é la seguente proposizione

Proposizione 15.3
Sia A un operatore chiuso densamente definito in uno spazio di Hilbert H.
Poniamo
D(A*A)={¢p e D(A) : Ap € D(A")}

e per ¢ € D(A*A) poniamo
(A"A)p = A*(A9) 15.14

Allora A*A ¢ autoaggiunto su D(A*A).

Dimostrazione
Consideriamo su D(A) x D(A) la forma quadratica

Siha g4 > 0 e g(A) é chiusa poiché A ¢ chiuso.
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Denotiamo con B ’estensione di Friedrichs di ¢4.
Dimostriamo che B coincide con A*A definito in (15.14). Sia

Hi CHCH_
la scala di spazi di Hilbert associata alla forma quadratica g4. Definiamo
Al H =Ny, (A9)(W) = (¢, AY), ¢ € D(A)

L’operatore A’ estende A. D’altra parte A’ ¢ la restrizione di A* a quegli elementi
del suo dominio per i quali I'immagine attraverso A* sta in H.
Si ha dunque
DA ) ={¢ : A'p e H}, A* = A’D(A*)
Sia N R
B : Hl — H—la (B¢)(¢) = q(¢7'(/)) = (A¢7 Aw) ¢7 ¢ S Hl
Allora R
D(B) ={¢ € H1, BoecH}

e dunque B estende B.
Siano ora ¢, ¥ € H;. Allora

~

(A'(Ad),v) = (Ag, Ay) = (Bp)(¢)) = B=A" A
D’altra parte

D(B)={¢€Hi,: BobeH}={peH,: : A(Ap) e H}
={p € Hy, : Ap € D(A*)} = D(A*A)

e inoltre R R
B = B|D(B) = B|D(A*A) = A*A|D(A*A)

Questo termina la dimostrazione della proposizione 15.3.

Nello stesso modo si dimostra

Proposizione 15.4

Se A ¢ simmetrico e chiuso e A% ¢ densamente definito, allora A*A & l'e-
stensione di Friedrichs della forma g4 associata ad A mediante ga(¢,v) =
(¢, Av), ¢ € D(A). o

Esempi

1) Sia
A=il D)= {6 : 6€AC01] 9(0) = 6(1) =0}
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e quindi
d
D(AT) = ¢ : 9 ACI01], A" =i
x
Allora
d2
a) A* A coincide con — o3 on condizioni al bordo di Dirichlet (¢(0) = ¢(1) = 0)
x
2
b) A A* coincide con ——— con condizioni al bordo di Neumann (¢'(0) =
#(1)=0) "

2) Siano ax(x) € L2(R%)iee, k =1,...,d funzioni a valore reale.

Sia 74, la chiusura di (iV + ax(z)) su C§°(RY).

Allora H = ZZ:l T) Ty, € autoaggiunto su Ng{Y € D(1y), 7ty € D(7})} e inoltre
il dominio della forma g associata a H & Q(q) = NgD(7%).

Formalmente si ha )
o d

&

La relazione tra forme quadratiche chiuse e semidefinite e operatori autoaggiunti
permette di definire la somma di due operatori autoaggiunti A e B mediante la
somma delle loro forme quadratiche (anche in alcuni casi in cui D(A)ND(B) =
0).

Conviene introdurre per le forma quadratiche un criterio di “piccolezza” simile
a quello di Kato per gli operatori.

Definizione 15.5
La forma quadratica (simmetrica, chiusa) ¢; si dice essere piccola secondo

Kato rispetto alla forma quadratica (simmetrica, chiusa) positiva g2 se Q(g2) C
Q(q1) ed esistono numeri positivi a < 1, b tali che valga

lg1(6,0)| < aqa(d, ) +blloI> Vo € Qg2) 15.15

In notazioni questo si esprime ¢; < ¢o.

Se la disuguaglianza (15.15) vale comunque piccola sia la costante positiva a pur
di prendere b abbastanza grande la forma ¢; é detta essere infinitesima rispetto
alla forma ¢s (g1 << ¢2)-

Nota 15.1
Se g1 < g2 non ¢é necessariamente vero che i corrispondenti operatori soddi-
sfino A7 < As. Vale invece I'implicazione inversa se As ¢ strettamente positivo.

&

Con queste notazioni vale il seguente teorema
Teorema 15.5 (Kato)



208 FORME QUADRATICHE. ESTENSIONE DI FRIEDRICHS.

Sia A positivo autoaggiunto e sia ¢ una forma quadratica simmetrica piccola
nel senso di Kato rispetto alla forma quadratica associata all’operatore A.

q(0,9)| < aqa(d,d) + b0 d€Q(A) 0<a<l

Allora la forma ¢’ = g4 + g definisce un unico operatore autoaggiunto B con
D(A) C D(B) tale che

(¢, Bo) = (¢, Ap) + q(9p,6) Vo € D(A) 15.16

Inoltre ogni dominio di essenziale autoaggiuntezza di A € un nocciolo per la
forma quadratica gp associata a B (nel senso che ¢p ¢ la chiusura della sua
restrizione a D(A)).
¢
Dimostrazione
Definiamo su Q(A)

Dall’ipotesi fatta segue che ¢(¢, ¢) > —b||¢||>. Dunque ¢ ¢ limitata dal basso.
Posto §(¢, ¢) = 4(, ¢) + b[|¢||? si ha g > 0. Inoltre

Z]\(st d)) < (1 - a‘)QA(¢, ¢)

Per ¢; abbastanza grande la topologia definita da ¢ ¢ quindi pit debole di quella
definita da ga (¢, ¢) + c1]|¢||* e dunque g ¢ chiusa in Q(A).
Essendo anche positiva, esiste un unico operatore autoaggiunto C' tale che, per
¢, ¥ € D(C") si abbia

q(p,9) = (¢,CY)

Inoltre Q = D(C/?).
Dunque ¢ ¢ associata ad un unico operatore C' — ¢; I = C e si ha D(A'Y/?) >
D((C")'/?) e inoltre se ¢ € D(A) si ha

(¢, C9) = (¢, Ad) + q(¢, 9)

Q

Nota 15.2

Se vale (15.16) ed esiste un operatore C tale che q(¢,¢) = (¢,Co), V¢ €
D(C) N Q(q) diremo che 'operatore B ¢é la somma nel senso delle forme qua-
dratiche degli operatori A e C' e utilizzeremo la notazione B = AFC.
Notiamo che non ¢é necessariamente vero che B sia la somma operatoriale degli
operatori A e C: si potrebbe avere D(A) N D(C) = {0} o piu in generale la
restrizione di B a D(A)ND(C) potrebbe non essere un operatore essenzialmente
autoaggiunto.
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Esempi

Esempio 1

Consideriamo la forma ¢(f,g) = f(0)g(0) definita sulle funzioni in L? che
sono continue all’origine. Questa forma é positiva ma abbiamo gia notato che
non & chiusa.2

Sia A = ——— + I, la cui forma quadratica g4 ¢ data da

dx?
qA(f,g>=/ﬂdi’d + [ J@a

Le funzioni in Q(g4) sono assolutamente continue e la topologia definita da g4
é quella della convergenza uniforme.

La forma g4 + q é chiusa nella topologia di ¢4 e quindi nella topologia indotta
da ga +q.

Esiste dunque un operatore autoaggiunto H tale che per ogni ¢ € D(H) si abbia

2
(00170) = 0a(6.0) + a(000) = [ |52] ot [ loPas + joco)?

In questo procedimento abbiamo utilizzato il fatto che ¢ ¢ positiva.
Vogliamo adesso dimostrare che ¢ ¢ infinitesima rispetto a 4.
Questo permette di concludere che per ogni A € R la forma quadratica g4 + Ag

definisce un operatore autoaggiunto H limitato dal basso.
2

Scriveremo formalmente H = —% + 14+ X 6(x).

La dimostrazione risulta pitt semplice operando in trasformata di Fourier.
Dobbiamo dimostrare che si possono trovare costanti positive a()\), b(\) con a(N)
arbitrariamente piccola, tali che se ¢(k) € L! e J(1+k?) )b (k )|2dk < oo (cost
che ¢ € Q(A)) si abbia

/ qbdk

Dividiamo lintervallo di integrazione in due parti: |k| < kol e |k| > ko.
Stimiamo i due integrali separatamente, e successivamente scegliamo kg in modo
opportuno.

Per quanto riguarda 'integrazione su |k| > ko risulta

/ o(k)dk
k|>k70

AI”

< a(X /|¢ |>(k? + 1)dk + b(\) /|¢ )|2dk 15.19

V1 + k2 p(k)dk

k}|>k?0 1 + k2
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1 ~ ~

<[ [ @ RNE®E < Ok [(14 a0 Pk
ki>ko L5 Jjki> o

con C(kg) — 0 se kg — 0.

D’altra parte lintegrale su |k| < ko soddisfa le seguenti stime

2
‘ / o(k)dk
|k|<ko

Ne segue che, pur di prendere kg sufficientemente grande, per ogni valore del-
Pindice A si puo soddisfare (15.19) con a(\) arbitrariamente piccolo.

Pertanto, per ogni A reale la forma quadratica ¢4 + A\¢ definisce un operatore
autoaggiunto.

g/ dk |$(k)|2dk§2ko/ |6 (k)2 dk
[k|<ko |k|<ko

[k|<ko

&

Nota 15.3

Nella dimostrazione precedente si ¢ utilizzato in modo essenziale il fatto che
le funzioni considerate sono funzioni di una sola variabile reale k. Si & infatti
utilizzato il fatto che (1 + k2)~2 & a quadrato sommabile.
Un analogo risultato non wvale in R% per d > 2; questo riflette il fatto che
in R4, d > 2 le funzioni il cui gradiente ¢ a quadrato sommabile non sono
necessariamente continue e quindi non & possibile definire la loro valutazione in
un punto.
Per d = 2 e d = 3 & ancora possibile definire un’operatore autoaggiunto che
rappresenta una perturbazione del laplaciano con supporto in un punto, ma la
costruzione é piu elaborata.
Abbiamo accennato a questa costruzione nel Capitolo 9.

&

Esempio 2

Sia V>0, Ve L, p(R) (cioé [V(z)| & a quadrato integrabile al di fuori di
un insieme chiuso I' di misura zero).
Sia Qr l'insieme della funzioni in L?(R) che hanno supporto disgiunto da I e
definiamo in Qr la forma quadratica

0 (6, 6) = / 6@)PV(@)ds, € Qr 15.20
Sia
d2
Ho=—-5+1 q0=am :/|V¢\2+|¢|2 Q(q) = {¢ : /(|V¢\2d:c+ 16]?) < oo}
15.21

Allora D(Hp)NQr ¢ denso e ¢ = go+gr ¢ una forma positiva e chiusa (verificare
quest’ultima affermazione).



211

Dunque esiste un operatore autoaggiunto H di cui ¢ ¢ la forma quadratica.
Formalmente
H=Hy+V

Questa relazione vale in senso stretto su D(H) = D(Hp) N D(V).
&

Esempio 3

Vogliamo utilizzare il teorema 15.2 per dimostrare che in R? se a < 2
Pespressione —A + \|z|~“ definisce un operatore autoaggiunto per ogni A reale.
Ricordiamo che dal teorema di Kato-Rellich, basato sul confronto secondo Kato
di operatori, si ottiene lo stesso risultato solamente per o < 3/2.
Notiamo anche che dal criterio di Weyl segue che l'affermazione non é vera se
a=2el< —%.
Utilizzeremo la disuguaglianza di Hardy (vedi Capitolo 12).
Lemma 15.6 (disuguaglianza di Hardy)

Per ogni ¢ € L?(R?) si ha

/RS 4|i|2|¢(m)l2d3x < /RS |Vo|2dz 15.22
Equivalentemente
(6, [p*) > (¢’4|;16|2¢> 15.23
¢
Lemma 15.7

Se 0 < a < 2 l'operatore —A + \|z|~ ¢ in R? infinitesimo rispetto all’ope-
ratore —A + 1 nel senso delle forme quadratiche.

¢

Dimostrazione

Sia ¢ € C§° e dato a > 0 scegliamo € in modo tale che risulti [z~ < ¢ [z|~2
per |z| < e.
Dividiamo il dominio di integrazione in due parti, |z| < € e |z| > e. Utilizzando

(15.22)

[ aletetatde < § [ el lotPdet 5 [ jota) s
R3 |z|<e €

o] >e

< a/|v¢|2da;+€ia/|¢(x)\2dm 15.24

La disuguaglianza si estende a tutte le funzioni in L?(R?) considerando una
successione di approssimanti (nella topologia di L?(R3)) costituta da funzione
in C§°; Dunque

Qoo (6. 8) < aQo(d, @) + b]|¢|?
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con a arbitrariamente piccolo pur di scegliere b sufficientemente grande. Ne
segue che
H=-A+1+\z|™% 0<a<?2

inteso come somma di forme quadratiche definisce un operatore autoaggiunto il
cui dominio di forma coincide con il dominio di forma del laplaciano.

Q
Esempio 4 (generalizza 'esempio 1)
Sia H = L*(R,dz), Hp = fj—; + 1. Sia g una misura reale sull’asse reale

tale che la sua trasformata di Fourier (nel senso delle distribuzioni) soddisfi
i € L™ (notare che fi(k) = 1 Vk equivale a p = d(x)).
Definiamo un operatore W : Qg — Qo mediante

aw(f,9) = (f.Wg) = / / FU)Atk — p)a(p)dp d 15.25

Dall’ipotesi 1 € L ¢ facile dimostrare che se jA’E L' N L? allora per ogni € > 0
si puo trovare b(e) > 0 tale che

11l < I1kFII? + b(e) | F11?

Dunque gy € una forma quadratica infinitesima rispetto a ¢g e ne segue che
go + qw definisce un operatore autoaggiunto.
Se Ve L' allora V € L®. Ma I’esempio porta a definire perturbazioni di d%
pitt generali, poiché {u € L'} C {fi € L>}.

&

Esempio 5

Sia Hy = ~A +1su L2(R4,dx) V. =U+W, U >0,W € LP + L™ con
p>df2sed>3,p>1lsed=2ep>1sed=1.
Allora la somma H = —A 4+ 1+ V, intesa nel senso delle forme quadratiche,
definisce un operatore autoaggiunto limitato inferiormente.

¢

Dimostrazione

Dimostriamo che W ¢ infinitesimo nel senso delle forma quadratiche rispetto
a —A + 1 e quindi anche a —A + 1 + V essendo V positivo.
Nella decomposizione W = W, + W, € LP+ L, per ogni € > 0 si puo prendere
1W,ll, < c.
Infatti ogni funzione in LP ¢ limitata nel complemento di un insieme di misura
arbitrariamente piccola.
D’altra parte, utilizzando la disuguaglianza di Holder,

1 1
(f, Weof) < IWecllp I £117, » e T 1 15.26
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e nelle ipotesi fatte 2—1q > % — %.

Allora per la disuguaglianza di Sobolev
1£13, < a(f, (=A+Db)f),  a<e b>ble)

Dunque
(F,W 1) < alWyllp(f, (=AF) + abl|Wee o[l £112, 15.27

FEsempio 6

Sia (k) = iwsign(k).
Per € > 0 la trasformata di Fourier di imsign(k)e ¢ ¥l ¢
Definiamo la forma quadratica

z
T2+e€2”

af.9)= iy [ F@) oo = VP, [ @) g@de 1527

dove abbiamo indicato con V.P. il valore principale dell’integrale.

Conviene notare che questa forma quadratica non é associata né all’operatore
di moltiplicazione per % né all’operatore di moltiplicazione per L.
x| z

La successione
- T
(f,9) = /f(w)mg(x)dm 15.28

é costituita da forme quadratiche che sono infinitesime rispetto alla forma di
—% + 1 uniformemente in e.

Da questo si deduce che ¢ ¢é infinitesima rispetto alla forma di f% +1 e quindi
risulta ben definito, attraverso la somma delle corrispondenti forme quadratiche,
Ioperatore autoaggiunto —j—; + P (%) (P sta per parte principale ).

&

Nota 15.7
Non esiste nel caso delle forme quadratiche ’analogo del Teorema di Wurst.
Si puo vedere questo con un esempio. Poniamo

d? d?

J(— =
0 dz?’ v dz?

+6(x) 15.29

Se a < 1 I'operatore V & piccolo in forma rispetto ad Hy (ricordare che (x) &
infinitesimo in forma rispetto a —A). Conseguentemente
d2
HEHO—I—V:—(l—a)@—Fé(w) 15.30

¢ essenzialmente autoaggiunto su C3° se a < 1.
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Ma per a = 1 non é neppure definito come forma chiusa.

&

In conclusione di questo Capitolo notiamo che le condizioni date in questo ca-
pitolo affinché —A + V inteso nel senso della somma delle corrispondenti forma
quadratiche rappresenti un operatore autoaggiunto sono basate essenzialmente
su disuguaglianze di Sobolev.

In particolare in R?

1 1 1
clflly + IV fllp = Clo, ) fllgs i += 15.31

per opportune costanti C'(p,d). Se f ha media zero

of

d—1
¢ —-—
6xk

_7d o k=1 15.32

11| 2,

(disuguaglianza di Moser-Nash, vedi Capitolo 12).

La (15.31) contiene un coefficiente C(p, d) che tende all’infinito quando d — cc.
Inoltre quando d — oo si ha ¢ — p nella (15.31) e 24 — 2 nella (15.32).
Quindi al limite d — oo non si ha guadagno nelle norme LP utilizzate.

Questo puod essere visto come conseguenza del fatto che non esiste su R*
una misura regolare quasi invariante per traslazione (equivalente ad ogni sua
traslata).

A differenza della misura di Lebesgue la misura di Gauss ammette un’esten-
sione come misura regolare al caso d = oo. E allora interessante trovare delle
disuguaglianze nel caso della misura di Gauss.

Sia dv(z) 1a misura di Gauss con media zero e covarianza uno in R¢ . Utilizzando
la forma esplicita della misura si verifica che vale la disuguaglianza indipendente
dalla dimensione d

1
/\Vf|2du >C/|f log /(z) ;, 15.33
Al
Questa disuguaglianza vale anche per d = o00; vedremo in seguito come si

definisce la misura di Gauss (distribuzione normale debole) nel caso d = cc.

La (15.33) & detta disuguaglianza di Sobolev logaritmica ; la discuteremo in
dettaglio nel Capitolo 19.

La disuguaglianza di Sobolev logaritmica mostra che indipendentemente dalla
dimensione dello spazio, la norma ||Vu/|,, domina (con una costante indipendente
dalla dimensione) una norma che & poco piti forte della norma L? (solo un fattore
logaritmico viene guadagnato).

La presenza del logaritmo nella (15.33) suggerisce che nella stima di V' (x) ri-
spetto a —A, se si vuole un risultato che valga anche in R*°, sia conveniente
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confrontare e~V f con e® f; in questo confronto si puo cercare di far uso della
formula di Trotter-Kato.
Vedremo nel Capitolo 19 che questo porta a dimostrare che esiste una costante

positiva C tale che
—1
et < |1 o |t < 15.34
p— 1 q,p

dove Hj ¢ definito dalla forma quadratica

g, (f f) = / IV f ()

e abbiamo indicato con ||4]|,,, la norma di A come operatore da L? a LP con
q <p.

Conviene confrontare la (15.34) valida per ogni d < oo con la stima, per d < oo,
feL*(RY,dr) = e tHof € O, 15.35

Quindi per ogni d finito I'operatore e *Ho regolarizza molto per ¢ > 0, ma
questa regolarizzazione non ¢ indipendente dalla dimensione d e si perde quando
d = 4o00.

APPENDICE 15A: OPERATORE E GRUPPO MODULARE. DERIVATA DI
RADON-NYKODIM NON-COMMUTATIVA.

Diamo in quest’appendice alcuni elementi della teoria di Tomita-Takesaki che
& connessa alla teoria dell’estensione di Friedrichs e provvede una dualita tra
un’algebra di Von Neumann e la sua commutante nel caso esista un vettore
ciclico e separante.

Questa teoria e la corrispondente teoria dell’operatore modulare hanno connes-
sioni molto profonde con la condizione K.M.S. che abbiamo brevemente discus-
so nel Capitolo 4 e che si é rivelata molto importante nella trattazione della
Meccanica Statistica Quantistica e nella Teoria Quantistica dei Campi.
Accenneremo anche brevemente alla teoria dei coni duali, strettamente connes-
sa alla teoria di Tomita-Takesaki ma che ha anche un interesse indipendente,
essendo un’estensione al caso non commutativo del teorema di Radon-Nykodym
relativo all’equivalenza di misure.

Nel caso non commutativo il ruolo delle misure (positive) viene giocato dagli
stati, e quindi il problema corrispondente sara quello di equivalenza di stati e
delle rappresentazioni ad essi associate tramite la costruzione G.N.S..

Se un’algebra di Von Neumann M che sia un fattore (M N M’ = {cI}) am-
mette uno stato traccia (uno stato normale ¢ per il quale vale ¢(ab) = ¢(ba))
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allora esiste un isomorfismo “naturale” tra M e M’ che puo essere utilizzato per
impostare una teoria non-commutativa dell’integrazione.

Nei modelli in Fisica questa proprietd viene ad esempio utilizzata nella descri-
zione di un campo di spin su un reticolo o di un campo di fermioni su un
reticolo.

Per un’algebra di von Neumann dotata di (uno stato) traccia si puod definire
una versione non commutativa della teoria dell’integrazione su spazi di misura
finita.

I fondamenti di questa teoria sono stati posti da [S53]. Rilevanti contributi sono
in [G72].

Ne diamo qui alcuni cenni.

Nel caso non commutativo definiamo spazio con peso finito regolare (gage) una
tripla {#, M, u} in cui H & uno spazio di Hilbert complesso, M & un’algebra di
von Neumann ed p € una funzione a valori reali non negativi sulle proiezioni di

M tale che

(i) u & completamente additiva: se S ¢ una collezione di proiezioni in M
mutuamente ortogonali con estremo superiore P, allora pi(P) = 355 (Q)-

(ii) p ¢ invariante per trasformazioni unitarie

(i) p & finita (u(I) < 00)

(iv) p & regolare (se P é una proiezione non nulla, allora p(P) > 0).

Sotto queste ipotesi risulta definita univocamente un’estensione lineare di y a

tutto M continua in norma.

Quest’estensione viene chiamata traccia di M; utilizziamo il simbolo Tr(A) per
AeM.

Se A € M con decomposizione spettrale A = [ AdE()) allora Tr(A4) = [ Adu(N).
Se A > 0 allora Tr(A) > 0 e se A # 0 allora TrA > 0.

La traccia é centrale: Tr(AB) = Tr(BA).

Se A € M & un operatore chiuso poniamo |A| = (A*A)z.

Se A € M poniamo |4, = (Tr(|A|p)% se 1 < p < oo e poniamo ||Allo per
indicare la norma di A.

Con questa definizione ||A]|, ¢ una norma per ciascun p in [1, ).

Indichiamo con LP(M) il completamento di M in B(#) nella norma || - ||,.
Naturalmente L>(A) = M.

In [S53] (vedere anche [K58]) si dimostra che per 1 < p < oo si pud identi-
ficare LP(M) con uno spazio di operatori limitati su H. In particolare si pud
identificare un elemento positivo di LP(M) con un operatore autoaggiunto.
Notiamo che se M ¢ un fattore di tipo I, in particolare se M = B(H) lo spazio
LY(M) ¢ lo spazio degli operatori di classe traccia e LP(M) = I, ¢ lo spazio
degli operatori di classe Schatten p.
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Con questa notazione la teoria degli spazi LP?(M) non-commutativi si sviluppa
in completo parallelismo con la teoria degli spazi di integrazione di Lebesgue.
Se A € LY(M) la funzione Tr(A) risulta un funzionale lineare continuo a valori
complessi su L' (M).

Valgono per questi spazi non commutativi le disuguaglianze di Hoelder e le
formule di interpolazione che abbiamo descritto nel Capitolo 12.

In particolare se { M, u} & uno spazio di misura non-commutativo regolare finito,
ea,be Msiha

lablly < llalloclblly  [lbally < llafloollbll,

Ne segue che la moltiplicazione a destra e a sinistra in M per un elemento
a € M si estende ad un operatore limitato su LP(M).

Indicheremo con R, e L, questi operatori.

Per costruzione R, e L, commutano per qualunque scelta di a.

La rilevanza in Fisica degli spazi con peso regolare discende anche dal fatto che
in questi spazi valgono teoremi simili ai teoremi di Frobenius per matrici relativi
all’esistenza e unicita dell’autovalore piti basso di un matrice positiva.

Un operatore limitato A su L?(M) ¢ detto preservare la positivita se A¢ ¢ un
elemento non negativo di L2(M) se ¢ ha questa proprieta.

Sia {H, M, p} uno spazio con peso finito regolare e 7 un proiettore in M.
Chiamiamo sottospazio di Pierce associato a 7 il codomino di P; = LR, come
operatore su L?(M).

Il ruolo del supporto di una funzione viene preso dal supporto di un operatore
chiuso definito densamente; questo supporto & la chiusura convessa dell’unione
del codominio dell’operatore e del suo aggiunto.

Non daremo qui una trattazione anche solo parziale di questa teoria non-commutativa
dell’integrazione che ha un ruolo importate nella trattazione dei campi di spin su

un reticolo infinito e dei campi fermionici relativistici. Citiamo solo un teorema
importante ([G72])

Teorema

Sia {H, M, u} uno spazio con peso finito regolare e sia A un operatore hermi-
tiamo limitato su L?(M, i) che preserva la positivita.

Se ||A|| & un autovalore di A e 'operatore A non lascia invariante alcun sotto-
spazio di Pierce proprio, allora l'autovalore || A|| ha molteplicita uno.

¢

Abbiamo visto che in una rappresentazione che soddisfa le condizioni K.M.S.
con parametro ty rispetto ad un gruppo a un parametro {«;} di automorfismi
esiste uno stato p tale che p(aay, (b)) = p(b a) per un insieme denso in M.

Se la relazione é vera per ;5 = 0 si tratta di uno stato traccia invariante per
I’azione duale del gruppo di automorfismi.
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In questo caso il cono degli stati positivi relativamente a p (ottenuti per applica-
zione a p di elementi positivi dell’algebra M) corrisponde nel caso commutativo
al cono delle misure positive.

La teoria di Takesaki-Tomita & un’estensione della teoria dell’integrazione non-
commutativa a stati normali che non definiscono delle tracce.

In un certo senso ¢ la versione non-commutativa dell’integrazione in un compatto
Q) rispetto a una misura finita che é assolutamente continua rispetto alla misura
di Lebesgue (ammette derivata di Radon-Nikodym).

La teoria di Tomita-Takesaki estende questa corrispondenza a stati che non
sono di tipo traccia ma soddisfano per un valore non nullo del parametro tg
la condizione K.M.S. relativamente a un gruppo di automorfismi (modulari)
associato allo stato.

Con questo si estende all’integrazione non commutativa la definizione di coni po-
sitivi e di derivata di Radon-Nikodym; le proprieta dell’operatore modulare ca-
ratterizzeranno l'equivalenza tra stati normali di M (nel senso che le costruzioni
G.N.S. associate a stati diversi siano tra loro unitariamente equivalenti).

La teoria di Tomita-Takesaki é basata sul fatto che ad ogni algebra di Von Neu-
mann M su uno spazio di Hilbert ‘H che ammetta un vettore ciclico e separante
Q puo essere associato un operatore positivo A (detto operatore modulare) e
un’isometria antilineare j tale che

=0, jATaQ=a"Q MQCDA2) aeM

e inoltre

gMj=M  ATMATE=M Vi 15A.1

Per definizione il gruppo modulare associato allo stato ¢ il gruppo di automor-
fismi interni che ha come generatore l'operatore log A e lo stato € soddisfa la
condizione K.M.S. rispetto a questo gruppo di automorfismi.

Il caso A = I corrisponde al caso in cui lo stato & una traccia e in questo
caso 'esistenza dell’isometria antilineare j si dimostra facilmente, utilizzando la

relazione (af2, b82) = (b*Q, a*Q).

Nel seguito accenneremo alla relazione tra operatore modulare ed estensione
di Friedrichs di una forma quadratica positiva. Un’analisi pitt approfondita ¢
contenuta in [KR90].

Notiamo in questo contesto che la costruzione dell’estensione di Friedrichs si
puo anche interpretare nel modo seguente:

Data una forma quadratica chiusa strettamente positiva ¢ in uno spazio di Hil-
bert complesso H resta definito il sottospazio X dei vettori ¢ € H tali che
q(¢, ) assuma valori reali per ogni ¢, € X.

Si tratta di uno spazio vettoriale reale chiuso nella topologia indotta dalla forma
quadratica e generato dal cono dei suoi elementi positivi.
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Questo va confrontato con il fatto che dato uno stato ciclico Q di un algebra di
von Neumann M resta definito il cono positivo M™T generato da € applicando
elementi positivi di M.

D’altra parte, ogni operatore autoaggiunto positivo A determina un sottospazio
reale Y chiuso nella topologia dell’operatore A attraverso la condizione che per
ogni coppia ¢, €Y, (¢, Ay) assuma valori reali.

Risulta cosi determinato anche il cono Y.

Nel caso di operatori a spettro discreto, si tratta del sottospazio generato sui
reali dagli autostati reali di A.

La costruzione che abbiamo fatto dell’estensione di Friedrichs a partire dalla
forma quadratica ¢ si puo interpretare come costruzione di Y come sottospazio

di Q(q).

La relazione della teoria di Tomita-Takesaki con la costruzione di Friedrichs puo
esse vista come relazione tra coni positivi YT e MT.

Se lo spazio di Hilbert ¢ di dimensione finita, quindi isomorfo a C™ = R™ & R™
loperatore A é rappresentato da una matrice hermitiana strettamente positiva,
con autovalori Aq, ..., \y,.

E allora possibile trasformare A nella matrice identita nello spazio di Hilbert
reale R" & R™ mediante una trasformazione di coordinate in C" che consiste in
una rotazione seguita da una dilatazione di un fattore v/A;, nelle direzione degli
autovalori .

Per operatori compatti il procedimento ¢é simile.

La costruzione dell’estensione di Friedrichs puo essere vista come estensione di
questo procedimento al caso di forme quadratiche strettamente positive la cui
estensione di Friedrichs ha spettro in parte continuo.

Questo mette in luce il ruolo essenziale della seguente struttura.

Sia H uno spazio di Hilbert complesso, e definiamo

(V,0) = Re(Y,0)  ¢,¥ € H. 15A.2

Con questa definizione allo spazio H viene data la struttura di spazio di Hilbert
reale, che indichiamo con H, con prodotto scalare

(¢, 9) = (b, d) +i (i), ) 15A.3

(usiamo la notazione per cui (¢, ¢) é lineare in ¢ e anti-lineare in ).
Supponiamo che esista un sottospazio reale K chiuso di H con le seguenti
proprieta

a) Knikt =0, b)) (K+ikK)t =0 15A4.4

La costruzione che ora faremo definisce in modo unico un operatore autoaggiun-
to A (detto operatore modulare associato al sottospazio K) e un’anti-isometra
lineare j
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Nel caso K sia il sottospazio reale X che avevamo associato ad una forma quadra-
tica strettamente positiva ¢, 'operatore cosi ottenuto é ’estensione di Friedrichs
di gq.

A noi in quest’appendice interessa il caso in cui K, sia generato dall’applicazione
degli elementi autoaggiunti di un’algebra di Von Neumann M su un vettore 2
ciclico e separante.

In questo caso dimostreremo che 'operatore modulare cosi ottenuto ha le pro-
prieta indicate in (15A.1).

Notiamo che in questo caso Kq € generato dal cono convesso IC;; ottenuto
dall’applicazione a ) degli elementi positivi in M.

Se 7 & un altro stato ciclico e separante, risultera definito un altro cono IC&.

Se lo stato € ¢ ciclico per la commutante M’ di M restera anche definito il cono
duale g,

Questo portera alla teoria di dualita di Tomita-Takesaki e ai teoremi di equiva-
lenza di rappresentazioni di algebre C*.

Conviene notare che nel caso dell’estensione di Friedrichs ’algebra di von Neu-
mann considerata & B(H) che ha commutante banale.

Il cono K, si riduce ad un punto ¢ non vi ¢ dualita.

La teoria di Tomita-Takesaki ¢ quindi interessante solo se ’algebra di von Neu-
mann M ammette stati normali ciclici e separanti (ciclici sia per M che per
M.

Per questo ha rilevanza nello studio degli stati che soddisfano la condizione
K.M.S..

Nel seguito sara utile il seguente risultato

Lemma 15A.1

Sia p uno stato su un’algebra di Von Neumann M e sia 7 un funzionale
lineare positivo su M che soddisfa 7 < p.

Allora esistono h € Mf e\, Rel > % tali che per ogni a € M
7(a) = X p(ha) + X p(ah)

Se la rappresentazione indotta dallo stato p é irriducibile, I'operatore h con
questa proprieta é unico.

o

Dimostrazione

Possiamo ricondurci al caso in cui M C B(H), gli stati sono normali, lo stato
p ¢ definito da un proiettore 7y, ||@]| = 1 e l'operatore a & positivo a = b*b.
In questo caso p(a) = Tr(my a) = (bp, bg), mentre 7(b*b) = Tr(cb*b) per un’op-
portuna matrice densita o e il Lemma 15A.1 segue da semplici disuguaglianze.
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Una dimostrazione pitl algebrica ¢ la seguente: denotiamo con =, l'insieme
convesso compatto in (M*), .. definito da

TEE, & I\, Red > % dhe ML ¢ 7(a) = Ap(ha) + Ap(ah) Ya € M.
Dobbiamo dimostrare che se 0 < 7 < p allora 7 € Z,. Supponiamo che questa
inclusione non sia vera. Indichiamo con M/ 4 la collezione degli operatori
autoaggiunti di M Per il teorema di separazione di Hahn-Banach, esistono a €
Ms.q et € R tali che 7(a) > t, p(a) < t. Poniamo a = ay —a—_, h = [a4]
(la proiezione sul supporto di ay). Allora

T(ay) 2 [r(ay) = m(a-)] >t = 2ReAr(ay) > p(ay)

una contraddizione.

Q
Corollario
Se lo stato v ¢ fedele, e se
P(a) = Ap(ka) + Ap(ak) k € Mg, 15A.5
allora k = [a4].
¢

Dimostrazione
Certamente (15A4.5) é vera per [a].
Supponiamo che valga per h. Si ha

(A+A)(h=la1])? = A(h—[as])+ A(h—[as])h=A[as](h—[a1]) = A(h—[ai])[a4].
Se vale (15A.5) per h segue
2ReAT((h — [a4])?) = p(h — [a4]) = p(h — [a4]) = 0. 15A.6

Quindi h = [a4].
<

Sia ora M un’algebra di Von Neumann su uno spazio di Hilbert H che ammette
un vettore ciclico e separante . E facile vedere che Q ¢ ciclico e separante
anche per M’.

Notare che se p ¢ uno stato normale e fedele (p(a*a) > 0 per ogni a € M
non nullo) la rappresentazione 7, associata a p attraverso la costruzione G.N.S.
provvede un isomorfismo.

Possiamo allora identificare M con II,(M).

Sia K la chiusura di M, ,. Q; K puo essere riguardato cone sottospazio di H,..
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Proposizione 15A.1
K ha le proprieta indicate in (15A.4).

¢
Dimostrazione
La proprieta a) segue dal fatto che € ¢ ciclico.
Per dimostrare b) notiamo che M/, , Q & ortogonale in H, a M, , Q.
Infatti se a’ € M/, ,Q, a € M, siha
(a'Q,iaf)) = —(ia,d'Q) = (a'Q,ia) =0 15A.7

Ne segue M’ . Q C (iK)* e analogamente si dimostra iM’, , Q C (K)* . Quindi
MQc (KNiK)*t =K + (iK)* 15A.8

e per la densita di M’'Q segue K NiK = 0.

Q@
Dato K con le proprieta indicate in (15A.4) costruiamo ora una anti-isometria
invertibile j e un operatore autoaggiunto A (operatore modulare ).
Nel caso in cui K sia costruito mediante un’algebra di Von Neumann M che ha
uno stato ciclico e separante {2, vedremo che ’anti-isometria j intrallaccia 1’al-
gebra e la sua commutante (che sono quindi equivalenti) e 'operatore modulare
¢ il generatore di un gruppo di automorfismi interni che soddisfa la condizione
K.M.S. per g = 1.
La costruzione che segue indica che 'operatore modulare & definito, indipenden-
temente dalla teoria delle algebre di Von Neumann, partendo da un sottospazio
reale di uno spazio di Hilbert complesso, con una costruzione molto simile a quel-
la che viene fatta per costruire I’estensione di Friedrichs di una forma quadratica
chiusa e positiva.

Assumiamo che il sottospazio K dello spazio di Hilbert reale #H, soddisfi le
condizione (15A.4).
Siano P e @ i proiettori ortogonali in H,. su K e i/C rispettivamente. Definiamo

A=P+Q, jB=P-Q 15A.9

Proposizione 15A.2 ([P79])
Gli operatori A, B, P, @, j soddisfano
i) A e B sono lineari complessi e soddisfano 0 < A <2l e 0 < B < 2]
ii) A, (2I — A) e B sono iniettivi e si ha B = \/A(2I — A)
iii) j ¢ un’isometria antilineare , j2 = I e per ¢, € H si ha (jo, ) = (¢, jib)
iv) B commuta con A, P, Q e j
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v) jP = ([~ Q)j, jQ = (I - P)j e jA= (21 - A)j
&

Dimostrazione

i) Un calcolo semplice mostra che iP = Qi. Ne segue che A = P + @ ¢ lineare
sui complessi e jB = P — @ ¢ antilineare. Poiché B? = (P — Q)? si deduce che
B? e quindi anche B é lineare.

Quindi j é antilineare.

In H, gli operatori A e B sono positivi e da (15A.3) segue che sono autoaggiunti
e positivi anche in H.

La stima ||A|| <2, ||B]|| <2 ¢ ovvia dalla definizione.

ii) Se A¢ =0 si ha
IP|* + |Q0|* = (P, ¢) + (Qd, ¢) = (A, ¢) =0

Ne segue ¢ € K+ N (iK)* e quindi ¢ = 0. Quindi A ¢ iniettivo.

Ugualmente si dimostra, analizzando I — P e I — (@, che 2] — A ¢é iniettivo perché
P e @ sono idempotenti e B> = A(A — 21)

ili) j & autoaggiunto in H, ed & un’isometria iniettiva poiché B & iniettivo.
Quindi j2 = 1.

Da (15A.3) si ha

iv) L’operatore B commuta con A, P, Q. Poiché P — @ & autoaggiunto in H,
esso commuta con j.

v) Si ha
BjP=(P-QP=I-Q)(P-Q) =I-Q)Bj=B(I-Q)j

poiché j & iniettivo, si deduce jP = (I — Q)j.
Prendendo aggiunti e sommando si ottiene jA = (21 — A)j

Possiamo ora introdurre ’operatore modulare.

Definizione 15A.1 : operatore modulare
Con le notazione precedenti, definiamo operatore modulare associato al sot-
tospazio K l'operatore A = (21 — A)A~1.
¢

Proposizione 15A.8
L’operatore A & autoaggiunto, positivo, iniettivo e A=t = jAj.
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Inoltre K + ik C D(v/A) e per ogni coppia ¢, € K vale
IVA(G+ i) = ¢ — in 154.10
¢

Dimostrazione
Da 0 < A < 21 e dal fatto che sia A che 21 — A sono iniettivi segue che A ¢
positivo e iniettivo.
L’eguaglianza A~ = jAj segue dal punto v) della proposizione 15A.3.
Se ¢ e ¥ sono in K si ha

RI-P-Q)p=(P-Q)p, (2I-P-Q)ip)=—(P-Q)w)

e quindi (21 — A)(¢ + ip) = jB(p — ).
Per ogni ¢ € D(A™1) si ha quindi

(¢ +ith, AE) = ((21 — A) (¢ + i), A7'E)
= (jB(¢ — i), A7€) = (j(¢ — iv)), VAE) 15A.11

dove abbiamo utilizzato il punto ii) della proposizione (15A.3) e il fatto che
D(A) € D(VA).

In particolare si ha
(¢ + i, VA (VA)| < llo — || [VAE]

Per densita segue che ¢ + i) € D(v/A) e che VA(¢ + i) = j(¢ — ).
Q

Abbiamo visto nella proposizione 15A.1 che se un’algebra di Von Neumann M
in uno spazio di Hilbert H possiede un elemento €2 ciclico e separante, allora il
sottospazio ottenuto per l'azione degli elementi autoaggiunti di M su €2 soddisfa
le condizioni per l'esistenza dell’operatore modulare.

L’operatore modulare A cosi ottenuto dipende dal sottospazio e quindi in gene-
rale dal vettore ).

Ricordando che A & iniettivo sarda conveniente per rendere piil trasparente
’analisi, introdurre I'operatore § = log A cosi da avere A% = ¢,

Questo rendera piu evidente la relazione tra 'operatore modulare A e la condi-
zione K.M.S..

Ricordiamo che il gruppo unitario generato da A lascia M invariante.

Proposizione 15A.4
Il gruppo di operatori unitari ¢t — e gruppo modulare associato al sotto-
spazio K ) commuta con j e lascia invariante K.

itd (

o
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Dimostrazione
Dalla definizione di A si ha

e = (2] — A)it A7 15A.12

Dalla proposizione (15A.2) iv) si ha che jA® = (2I — A)~%j (tenuto conto del
fatto che j & antilineare).

Da questo e da (15A.12) segue jA® = Aj.

Dunque e’ commuta con A, B, j e in particolare si ha

K = e PH, = PeH, = PH, = K 15A.13
Q

E facile vedere, dalla definizione di vettori analitici, che i vettori analitici per il
gruppo di automorfismi generato da A sono densi in K.

Ritorniamo ora al caso in cui il gruppo modulare é associato a un vettore ciclico
e separante per un’algebra di Von Neumann M.

Proposizione 15A.5

Se il gruppo modulare ¢ associato ad un vettore ciclico e separante {2 di un’al-
gebra di Von Neumann M su uno spazio di Hilbert H (e quindi K ¢ la chiusura
di M, 4.Q ), allora I'operatore (chiuso) jv/A & P'estensione dell’applicazione

afl > a*Q), aeM

definita densamente in H.

¢

Dimostrazione
Abbiamo visto (proposizione 15A.1) che la chiusura di (a + a*)Q; a € M
ha le proprieta richieste allo spazio K.
Dalla (15A.9) della Proposizione 15A.4 applicata ad af2 si vede allora che per
tutti gli a € A si ha jvV/A aQ = a* Q.
Q

Nota 15A.2

L’esistenza dell’operatore modulare (ma non la sua proprieta di generare un
gruppo a un parametro che interlaccia I’algebra M con la sua commutante) si
puo dimostrare in modo pitt semplice.
Infatti 'operatore antilinare

So 1 al = a*Q, aeM

¢ densamente definito (poiché € ¢ ciclico per M ) e chiudibile poiché Sy C F
con Fy definito da
Fy : bQ = b*Q, be M.
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Si verifica facilmente che Sy C F e poiché Fy ¢ densamente definito, 'operatore
So € chiudibile.
Indichiamo con S la chiusura di Sp; la decomposizione polare da

S =JA2

dove A = S*S & un operatore autoaggiunto e J € antiunitario.
. 1 1
La relazione J2Az = JA~2J da

J2=1 AZ=JA" %]

&

Nota 15A.3

Va notato che in generale se a, b sono elementi autoaggiunti di M ’operatore
ba non ¢é autoaggiunto.
Quindi un elemento autoaggiunto A di M lascia invariante lo spazio K ma la
sua azione su questo spazio non commuta in generale con la coniugazione.
Si vede da (15A.12) che il ruolo dell’operatore modulare & quello di quantificare
questa mon commutativita.
Se lo stato §2 é uno stato traccia su M 'operatore modulare si riduce all’identita.

&

Vogliamo ora dimostrare che I'isometria j intrallaccia A con A’ nel senso che
jAj = A’. Questa relazione sara anche alla base della trattazioni della dualita
tra coni positivi.

Per il suo interesse, diamo prima la semplice dimostrazione nel caso che M
sia un fattore di tipo Iy, esista cioé uno stato fedele 7 che sia una traccia
(7(ab) = 7(ba) per ogni a, b € M).

Indichiamo con II. M la rappresentazione G.N.S. nello spazio di Hilbert H
associata a 7 e la identifichiamo con M.

Qualunque stato (normale) w di M pud essere scritto nella forma w(a) =
7(p a) = 7(y/pa/p) dove p € M & un operatore positivo.

Supponiamo cha p sia invertibile. Allora ,/p riguardato come elemento di H ¢
ciclico per I'algebra di Von Neumann N di moltiplicazione a sinistra

N ={L,, a e M}

E facile vedere che N & I’algebra di moltiplicazione a destra R,. In questo caso
si ha
S :ayp—a\p, Ja=a" A=L,R,:.

Un semplice calcolo conduce a

€ Loe™ b = Lyitgy-iub  a,beN
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quindi
eMNe M N

D’altra parte JL,Jb = ba™ = R,+b e quindi
Mg e M.

Trattiamo ora il caso generale.

Proposizione 15A.6
Con le notazioni introdotte sopra, si ha

Q0 =PQ=A0=BQA=i0=AQ=j0=0 15A.14

!/
S.a.

Inoltre per ogni a’ € M/, esiste un a € M, ,. tale che

jBa’') = af. 15A.15

&

Dimostrazione

Per definizione Q € K e poiché M'Q € (iK)* si ha anche Q € K+. Quindi
PQ = QO = Q. Da qui segue anche jQ = AQ = Q.
Per dimostrare (15A.15) assumiamo inizialmente che b sia un elemento positivo
di M’ che soddisfa 0 < b < I.
Allora il funzionale ¥ € M, definito da

Y(a) = (b9, af?) 15A.16

& positivo e dominato da ¢q (notare che b*a = Vb*av/b*).
Utilizzando questa proprieta e restringendo v agli elementi autoaggiunti di M si
puo far vedere che esiste un elemento positivo ¢ € M tale che ¥(a) = (af2, Q).
Ne concludiamo che a2 = P(b2). La (15A.15) segue allora da Q§2 = 0.

@

Dobbiamo estendere adesso la Proposizione 15A.6 per ottenere una relazione
tra elementi di M e di M.

Faremo questo traducendo (15A.16) in una relazione tra a e a’ che coinvolge il
gruppo modulare A% e successivamente utilizzeremo il fatto (vedi Proposizione
15A.1) che il gruppo modulare lascia invariante M.

Iniziamo traducendo (15A.16) in una relazione operatoriale tra a, a’, A, B e j.

Iniziamo con

Proposizione 15A.7
Per ogni @’ € M’ e numero complesso A , Re > 0 esiste un a € M tale che

Bja'jB = \(2I — A)aA + NAa(21 — A) 15A4.17
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¢

Dimostrazione

Per linearita possiamo assumere che a’ sia positivo e anche che a < I. 1l
funzionale b — (b2, 2'w), b € M ¢& positivo e dominato da ¢q ed esiste quindi
a € M, tale che

(b2,a’Q) = ((Aab + \ba)$2, ), Vbe M
Sostituendo ¢*b per b , ¢ € M, si ottiene
(b2, a'Q) = A(bQ, caQ)) + A(baf2, cQ)

Dati v/, ¢ € M’ scegliamo b, ¢ € M che soddisfino la Proposizione 15A.6.
Sostituendo b2 con B Q e ¢ con jBd'Q si ottiene

(Bja'jBdQ,0'Q) = A(jBY'Q, cafY) + A(baQ, j B Q) 15A4.18
Utilizzando la relazione aQ) = jA2a*Q valida per ogni a € M la (15A.18) puo
essere riscritta

(Bja'jBJQ,VQ) = MjBVQ, jAZTac)) + A(jAZbIQ, BEQ) =
= MajBdQ, (21 — a)b'Q) + A((2] — A)d'Q, aj BV Q)
Ma A—jB =2Q e QM’'QY =0 e quindi
(Bja'jBdQ,0'Q) = ([(M2I — A)aA + NAa(2] — A)]dQ,6'Q) 15A4.19

Ricordiamo ora che b’ e ¢’ erano stati scelti in modo arbitrario in M’ e che Q ¢
ciclico per M’.
Ne concludiamo la relazione operatoriale

Bja'jB = \(2I — A)aA + NAa(21 — A). 154.20
v

Trasformiamo ora questa relazione operatoriale in una relazione che contenga
a, a' j ed il gruppo modulare.

Definiamo la funzione analitica
f(2) = (BaB e= ¢, e* ) 15A.21

Questa funzione ¢ limitata nella striscia {z € C, |Rez| < 1}.

Utilizziamo il seguente Lemma la cui dimostrazione si ottiene ad esempio con-
0z

siderando la funzione g(z) = 7 f(2) e applicando la formula che da il

sin(7z)
residuo a z = 0 in termini dell’integrazione su un opportuno bordo
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Lemma 15A.8
Se MeX > 0 e f(z) & una funzione limitata e analitica nella striscia {z €
C, |Rez| < 3} allora posto XeiT, |0] <7

L[ 1 o1 |
f(O)=§/e 0 cosh(nD) [/\f (zt—|—2> +\f (zt—2>]dt. 15A4.22

Utilizzando il Lemma precedente dimostriamo ora

Proposizione 15A.9
. . . P ;0
Se a e o’ sono nella relazione indicata nella Proposizione A.6 e A = ez, [0| <

7 si ha
—ot

1 . . e
_ _ Azt - ! ~A—zt dt
“ 2/ I cosh (7t)

Dimostrazione
Siano ¢, € K vettori analitici di 6°.
Dalle formule (15A.17) e (15A.18) segue che

f (zt+ ;) = (e (2I—-A)aAe™p,4p); f <it — ;) = (e7™ Aa(2I—-A)e p, 1))

Dalla Proposizione 15A.6 otteniamo allora
AN Y S —its 3 1 itd
Af zt+§ +Af zt—§ = (e7"°Bja’jBe"° ¢, )
Un’applicazione del Lemma 15A.8 da

1 e 0 ; ;
(BaBé, ) = / (" BjdjBe g, )t

2 J cosh(rmt)
1 e it8 ;1 itd
= §/m<e_z ja j@z B¢,Bw)dt 15A.23

Di qui segue la proposizione 15A.9 poiché K genera H e il codominio di B ¢é
denso.

Q
Siamo in condizione adesso di dimostrare

Proposizione 15A.10
Per ogni t € R e a’ € M’ si ha e®ja/je” ™ € M
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Dimostrazione
Sia b e M' e ¢,9 € H.
Definiamo
g(t) — ([e—ztéjaljezté W —b e—zt(sja/jezté](b’ w)

Dalla proposizione precedente segue, per ogni 6 con 6 < w

o0t
t)—————dt =0 15A.24
/g( )cosh(mf)

La funzione h definita da

h(z) = / g(t)coz;l(zjrt)dt

& olomorfa e si annulla per z reale. Quindi

; 1
—ist —
/g(t)e cosh(mt) dt =0

L’unicita della trasformata di Fourier implica allora g = 0. Ne segue
efitzsja/jeihs c M/l — M

Q

Teorema 15A.11

Sia M un algebra di Von Neumann in uno spazio di Hilbert H e sia Q € ‘H
un vettore ciclico e separante.
Allora esiste un operatore positivo (in generale illimitato) A detto operatore
modulare (rispetto al vettore 2 ) e un’isometria antilineare j tale che jMj = M’
e e M Me = M per ogni t reale.
SihajQ=0Q, MQc D(\A) e inoltre

iVAaQ=0a"Q VYaeM 154.25

Dimostrazione

La (15A.25) segue immediatamente dalla definizione di j.
Per dimostrare la rimanente parte del teorema, sia K la chiusura di M, Q.
Abbiamo visto che esso soddisfa le condizioni per la costruzione dell’operatore
modulare.
Dalla Proposizione 15A.9 (per ¢ = 0) sappiamo che jM'j € M.
La conclusione del Teorema 15A.11 potrebbe allora essere ottenuta dimostrando
che 'operatore modulare A’ associato al sottospazio reale K’ chiusura di M/, ,
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soddisfa A" A = T ( le coniugazioni soddisfano j/ = j). Questo provvede
l'inclusione jMj € M'.

Una dimostrazione diretta puo essere fatta come segue.

Siano a, b autoaggiunti in M. Poiché jQ = Q si ha

(bjajQ, Q) = (2, ajbjQ) 15A4.26

Questa relazione lineare si estende a tutti gli elementi di M.
Prendiamo b’ € M’ e notiamo che bjb’j € M. Utilizzando in (15A.25) bjb’j al
posto di b otteniamo

((bjb'5)jaj, Q) = (2, aj(bjb'5)jQ)

Da qui si deduce
(ajbjQ, b’ Q) = (jbjaQ, V'Q)

poiché M’Q ¢ denso in H ne segue
ajbjQ) = jbjal)

Quest’equazione ¢ lineare e quindi valida per tutti gli a € M. Sostituendo a
con ac a, ¢ € M si ottiene

jbjac) = acjbj) = ajbjc) 15A.27

e quindi jbja = ajbj per la densita di M.
Ne segue jbj € M'.
Y%

Definizione 15A.3

Dato uno spazio di Hilbert H e un sottospazio reale chiuso I di #H, diremo
che il gruppo di unitari {U;}, ¢t € R soddisfa la condizione modulare rispetto a
KC se per ogni coppia di vettori ¢, € K esiste una funzione limitata continua
feo, definita nella striscia del piano complesso

S1={z€C: -1<Tmz <0}
olomorfa nell’interno e che soddisfa le condizioni al bordo

f@t)= U, y)  flt—i)=(,Uip) tER

Si puo dimostrare la seguente Proposizione.
Proposizione 15A4.12 [P79]
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Se M ¢é un’algebra di Von Neumann con vettore ciclico e separante €2, la
rappresentazione t — €' = A soddisfa la condizione modulare rispetto alla
chiusura di M2 ed ¢é l'unica rappresentazione unitaria con questa proprieta.

¢

Diamo ora la relazione tra il gruppo modulare e la rappresentazione K.M.S..

Proposizione 15A.13

Sia A, {a;} un sistema dinamico C*. Supponiamo che uno stato p soddisfi
la condizione K.M.S. per 5 = 1.
Sia (I1,, Uf, H,,) la rappresentazione ciclica covariante associata a p attraverso
la rappresentazione G.N.S. e sia K la chiusura di II,(M, ., Q).
Allora U/ soddisfa la condizione modulare rispetto a K.

o

Dimostrazione

Poiché lo stato ¢ a— invariante, la rappresentazione ciclica ottenuta é cova-
riante.
E anche facile vedere che gli U/ lasciano invariante il sottospazio K.
Per ogni ¢, € K possiamo scegliere due successioni a,,b, € M, tale che
II,(an)Q2, converga a ¢ e che II,(b,)Q2, converga a 1.
Per ipotesi, esistono funzioni f,, continue limitate nella striscia

S1={z: 0<Tmz <1}
olomorfe nell’interno e cha soddisfano al bordo le condizioni

fa (@) = (U Wy(an)Qp, I, (00)Qp),  fult+1) = (1L, (0n), UPLL, (an)2)
15A.28
Siccome le f, sono uniformemente limitate e uniformemente convergenti, per
il teorema di Phragmén-Lindel6f le funzioni f,, convergono ad una funzione f
olomorfa all’interno della striscia e che soddisfa la condizioni al bordo

fO)=Ufo,0)  flt+1i) =, Uld).

Ponendo g(z) = f(Z) si vede che g soddisfa la condizione modulare rispetto a
K.

Per dimostrare che a K corrisponde una struttura modulare dobbiamo verificare
le condizioni indicate in (15A.4).

La seconda ¢ banalmente verificata perché €2, ¢ ciclico.

Dimostriamo che K NikC = 0.

Sia ¢ € KNik e b € K. Poiché UP soddisfa la condizione modulare, esistono
funzioni f1 e fo olomorfe nella striscia {z : —1 < Jmz < 0} che soddisfano al
bordo le condizioni
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fo(t) = (Ufig,v)  fi(t —i) = (¥,iUfLp) 15A4.29

Si ha ifi(t) = fa(t) e —ifi(t — i) = fa(t — i) che implica if1(z) = fa(z) e
—if1(z) = fa(z) all’interno della striscia, e quindi f; = fo = 0.
Poiché questo vale per ogni ¢ € K e poiché K genera H sui complessi, ne segue
¢=0.

Y%

Una conseguenza della Proposizione 15A.13 ¢ il seguente risultato

Teorema 15A.1)

Per ogni stato fedele normale p di un’algebra di Von Neumann M esiste
unico un sistema dinamico W* che indichiamo con (M, a4, p) tale che p soddisfi
la condizione K.M.S. (rispetto a ;).

Chiamiamo gruppo modulare associato a p il gruppo degli automorfismi di questo

sistema dinamico e lo indichiamo con 7.

¢

Dimostrazione
Consideriamo la rappresentazione ciclica associate a p dalla costruzione G.N.S..

Poiché p ¢ ciclico e normale, possiamo identificare M con la sua immagine in

II,,.

Poiché €, ¢ separante, possiamo costruire ’operatore modulare e definire

)

oi(a) =eae™™ aeM teR 15A.30

Per costruzione la rappresentazione t — e soddisfa la condizione modulare
rispetto al sottospazio chiusura di M., €.

E immediato vedere che la condizione di modularita implica la condizione K.M.S.
rispetto a {o:} al valore 1 del parametro /3.

Per vedere il converso, sia p uno stato K.M.S. per § = 1 per un sistema dinamico
(M, R, ). Sia U/ la famiglia di operatori unitari che realizzano oy nello spazio
di Hilbert H,,.

Utilizzando la Proposizione 15A.15 per il sistema dinamico (M, R, a;) ¢ facile

vedere che si ha per ogni t € nR e ogni a € M
oy (a) = ULaU”, = e®ae™™ = oy(a) 15A4.31
Q@

Come conseguenza immediata del teorema 15A.14 si ha

Lemma 15A.15

Se o ¢ il gruppo modulare associato allo stato fedele normale p di un’algebra
di Von Neumann M e « & un automorfismo di M allora {a~to/a} ¢ il gruppo
modulare associato allo stato a*p = pa.
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Dimostrazione

Siano a,b € M.
Usando la condizione K.M.S. per a(a), a(b) si costruiscono due funzioni olomorfe
all’interno della striscia Sy che al bordo coincidono rispettivamente con

p(a(b) of afa)) = (pa)(b(a™" of a(a)))

p(of(a(a) a(b))) = (po)|(a™" of ala)[b)

11 risultato segue allora dalla Proposizione A.14.

Q

Consideriamo ora le relazioni tra stati normali fedeli in termini dei loro operatori
modulari. Iniziamo costruendo la derivata di Radon-Nikodym.

Proposizione 15A.16

Sia p uno stato normale fedele di un’algebra di Von Neumann M; denotiamo
con o il corrispondente gruppo modulare.
Se p' € M, soddisfa 0 < p’ < p e ¢’ & invariante sotto 1'azione duale di {0} }
allora esiste unico un elemento h € M, tale che p'(a) = p(h a) = p(a h).
Inoltre A é invariante per ’azione di o”.

&
Dimostrazione
Per il Lemma 15A.1 esiste un unico h € M tale che i
1
P =5lolh )+ p(- )] 15A.32

poiché sia p che p’ sono invarianti e h & unico, anche h & invariante.
Dimostriamo che questo implica p(a h) = p(h a) per ogni a € M (in effetti si
puo dimostrare che ¢’¢ equivalenza). Per ogni a h € M esiste una funzione f
olomorfa in €; tale che

f@)=plah),  flt+i)=p(hb)

Se h ¢ invariante, f ¢ costante. Quindi o(a h) = f(0) = f(¢) = o(h a).
Da (15A.32) segue p(-) = p'(h-) = p(- h)

Studiamo ora il caso di stati che hanno lo stesso operatore modulare .

Proposizione 15A.17
Se p e p’ sono stati fedeli e normali dell’algebra di Von Neumann M e se
i loro operatori modulari coincidono allora esiste unico un operatore positivo e



OPERATORE E GRUPPO MODULARE. DERIVATA DI RADON-NYKODIM
NON-COMMUTATIVA. 235

iniettivo h affiliato a MNM’ tale che p'(a) = p(ha) (e viceversa p(a) = p’'(h~'a)
per tutti gli « € M).
L’elemento h gioca quindi il ruolo di derivata di Radon-Nykodym di p’ rispetto
a p.
¢

Dimostrazione

Consideriamo per primo il caso p’ < p. Dal lemma precedente sappiamo che
p'(-) = p(h +) con h invariante per I'azione di o7 .
Siano w unitario e a arbitrario in M. Utilizzando la condizione K.M.S. per p
otteniamo due funzioni f, g continue in €2; e olomorfe nel suo interno tale che

f)=p'(wofhua),  f(t+i)=p(ofhuau)

g(t) =p'(u" ofua)  g(t+1i)=p'(of

Da h € Mg, segue f(t) = f(t+1i) e quindi f = g.
Valutando questa funzione in zero si ottiene

u au™)

pu” hua)=p(ha)

Dall’unicita di h segue u*hu = h. Questo deve valere per ogni unitario in M e
quindi h € M N M.

Nel caso generale, notiamo innanzitutto che o ¢ anche il gruppo modulare per
p+ p'; ne segue che esistono operatori h, h' € M N M’ tali che

pla) = (p+p)(ha),  p'(a)=(p+p)(Ma)

poiché p, p’ sono fedeli, h e h’' sono iniettivi. Ne segue che k = h (h')~1 &
affiliato a M ed ¢ tale che p/(a) = p(h a).
V)

Possiamo ora studiare il caso di due stati p e 7.

Proposizione 15A.18

Siano p e 7 due stati fedeli e normali di M e siano of e of i loro gruppi
modulari.
Le seguenti condizioni sono tra loro equivalenti:

1) p ¢ invariante sotto 'azione di o™
2) 7 ¢ invariante sotto ’azione di o”
3) o7 e ¢ commutano fra loro.

4) esiste unico un operatore positivo iniettivo h affiliato a M N M’ tale che si
abbia 7(a) = o(h a) Ya € M.
5) esiste unico un operatore positivo iniettivo k affiliato a M N M’ tale che si
abbia o(a) = 7(k a) Va € M.
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Dimostrazione

1) <3) e 2) > 3)
Per il lemma 15A.15 il gruppo modulare associato a po] ¢ o7 o¥ol, s € R .
Se p & invariante per ¢” si ha

ol ofol =at 15A4.33

e quindi 07 e o” commutano.
Reciprocamente se i due gruppi modulari commutano segue da (15A.33)

po'au(a) = plha)

per un operatore positivo h affiliato a M N M’.
L’unicita di h implica h,s = hY per ogni n € N. Questo implica hs = I per
ogni s e p ¢ invariante per oy .
2) < 4)el) < 5)
Immediato

1)+ 4)

Consideriamo lo stato £ = %(p +7) e sia o¢ il suo gruppo modulare. Poiché
€ & invariante per 07 da 1) <+ 2) segue che 7 & invariante per o¢.
Siccome T < 2¢ esiste 0 < k < 21, invariante sotto o tale che 7(a) = £(ha).
Dall’unicita e 'invarianza di p e di 7 anche k ¢ invariante.
Notando che p(a) = £((2] — k)a) e che sia k e 21 — k sono iniettivi (sia p che 7
sono fedeli) si deduce che h = ﬁ & un operatore positivo iniettivo affiliato a
MnM.
D’altra parte p(a) = 7(ha).

Y%

Nota 15A.4

La Proposizione 15A.19 ¢ una specie di teorema di Radom-Nykodim non
commutativo, e 'operatore h gioca il ruolo di derivata di Radon-Nykodim.
Per vedere questa analogia notiamo che per il teorema di Gelfand e Neumark,
ogni algebra di Von Neumann commutativa puo essere rappresentata fedelmente
mediante l'algebra 4 = L*°(X) degli operatori di moltiplicazione per funzioni a
valori complessi essenzialmente limitate su uno spazio localmente compatto X.
In questo caso A’ = A.
Nel caso X = L>(T?) gli stati normali sono rappresentati dalle funzioni positive
f(x) misurabili su 7% che hanno integrale uno (piii precisamente dalle misure
F(x)da).

Quelli ciclici e separanti sono rappresentati da funzioni strettamente positive.
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Data una funzione strettamente positiva f lo stato ¢; su L>(T?) ¢ definito da

py(a) = /a(:v)f(x)d:c, a€L>® 15A.34

L’operatore j in questo caso & la coniugazione complessa. IL’operatore A ¢é
I’identita.

Il cono positivo Cy definito da f coincide con il cono positivo C’} ed é rappresen-
tato dalle funzioni positive integrabili.

Infatti dato un elemento g € A il funzionale ¢, € positivo se e solo se g ¢ positivo.
Se g ha integrale uno si tratta di uno stato.

Il funzionale positivo cosi definito ¢ tale che

= ax@ x)dx
u(0) = [ alw) 45 f()a

Quindi ?EZ% ¢ la derivata di Radon-Nikodyn dello stato ¢4 (i.e. della misura

g(z)dx) rispetto allo stato ¢¢ (i.e. della misura f(z)dz).

&

Notiamo che nel caso commutativo la funzione identicamente uguale ad uno é
un vettore ciclico e separante.

L’equazione (15A.34) puo quindi essere interpretata in questo modo:

dato un elemento di L> = A’ il funzionale lineare a — ¢p(a) ¢ positivo se e solo
se b appartiene al cono positivo di A

Esiste quindi una dualita tra il cono positivo in A’ e il cono positivo di A
originata dallo stato €.

Questa dualita é elementare nel caso commutativo, e sussiste qualunque sia lo
stato ciclico e separante (determinato in questo caso da una funzione stretta-
mente positiva).

Il formalismo introdotto in questa Appendice permette di estendere questa
dualita al caso non commutativo (dualita di Tomita )

Dimostriamo preliminarmente

Proposizione 15A.19
Siano p e 7 stati normali e fedeli M e siano ¢, e ¢7 i relativi gruppi modulari.
I sistemi dinamici M, of e M, o] sono equivalenti.
¢
Dimostrazione
Definiamo uno stato fedele normale dell’algebra mediante

6(4) = 5 plar,) + 7(az.2)]

dove abbiamo indicato con A la matrice di componenti a;;, ij =1,2.
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Indichiamo con Uf il gruppo modulare associato a £. Per unicita si ha
07 (A)1107 (a1,1) 07 (A)2,207 (az,2)

L’equivalenza dei due sistemi segue dal fatto che il cociclo determinato da
05 (A)an = ur (A1, 05(A)11 =0

intrallaccia o” e o7.

Q

Sia data un’algebra di Von Neumann M su uno spazio di Hilbert H con vet-
tore ciclico e separante € . Indichiamo con A 'operatore modulare e con j la
isometria invertibile antilineare associati.

Indichiamo con Sy 'operatore densamente definito in M2 da Sy af) = a*Q a €
M e con Fy 'operatore densamente definito in M’Q) da Sy af) = a*Q), a € M'.
Indichiamo con S ed F le loro chiusure. Si ha la decomposizione polare S = jv/A
con A = S5*S.

Se ¢ € H indichiamo X4 su M il funzionale lineare definito da

X4(a) = (a2, ¢) 15A.34
Analogamente denotiamo con X4 su M’ il funzionale lineare

Xy (d) = (a'Q,¢) 15A4.35

Definizione 15A.4
Diciamo che ¢ ¢ Mg positivo se il funzionale Xy ¢ positivo.

&

Indichiamo con Cg il cono composto dai vettori che sono Mg positivi. Analo-
gamente indichiamo con Cj, il cono dei vettori ¢’ € H che sono M’ positivi.

I risultati descritti in quest’appendice permettono di dimostrare

Teorema A.20

11 funzionale X, su M’ & positivo se e solo se esiste un operatore autoag-
giunto positivo h affiliato a M tale che ¢’ = hd.
Questa ¢ anche la condizione sotto la quale la rappresentazione II, M di M
generata attraverso la costruzione G.N.S. dallo stato p é equivalente alla rap-
presentazione IIg(M) = M
Reciprocamente il funzionale X4 su M ¢é positivo se e solo se esiste un operatore
autoaggiunto positivo k affiliato a M’ tale che ¢’ = kQ)

&

Questo teorema mette in dualita il cono Cq con il cono degli elementi positivi
in M’ e il cono Cf, con il cono degli elementi positivi in M.
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CAPITOLO 16
ATOMI DI IDROGENO E IDROGENOIDI. STIME DEL
NUMERO DI STATI LEGATI.

In Meccanica Classica nel sistema di riferimento del baricentro il sistema a due
corpi newtoniano per energia negativa ammette solo soluzioni periodiche e per
energia positiva ha una teoria dello scattering piuttosto elementare.

Entrambe queste caratteristiche sono dovute alla presenza di un’ulteriore co-
stante del moto (oltre a quelle dovute al fatto che le equazioni sono autonome e
al teorema di Noether relativamente all’invarianza per traslazioni e rotazioni),
cioe la proiezione del vettore di Runge-Lenz sul piano del moto.

Per energie negative 1’algebra che le parentesi di Poisson inducono tra queste
costanti del moto (opportunamente normalizzate) é 1’algebra di Lie dal gruppo
SO(4); questo permette di determinare in forma chiusa il moto in corrispondenza
a tutti i dati iniziali e di dimostrare che tutte le orbite corrispondenti ad energia
negativa sono chiuse (moti Kepleriani).

Nel caso di energie positive, I’algebra indotta dalla parentesi di Poisson ¢é 1’al-
gebra del gruppo O(3,1), le traiettorie sono aperte e si estendono all’infinito.
Corrispondentemente & possibile determinare per via algebrica il loro compor-
tamento asintotico nel tempo.

Nota 16.1

Come vedremo piu avanti (Teorema 16.2) questa struttura appare anche
nella versione quantistica del sistema Kepleriano, cioé nell’atomo di idrogeno)
e porta ad analoghe semplificazioni.
L’analisi che fece Pauli della struttura quantistica dell’atomo di idrogeno me-
diante la struttura del’algebra di Lie so(4) fu uno dei primi successi della
Meccanica Quantistica.
In particolare sono determinabili esattamente le energie degli stati legati (auto-
valori negativi della hamiltoniana) e le corrispondenti autofunzioni.
Questo permette anche di verificare il principio di corrispondenza secondo il
quale, per energie sufficientemente vicine alla soglia di ionizzazione (e quindi
numeri quantici molto grandi) la descrizione data dalla Meccanica Quantistica
deve riflettere i risultati della Meccanica Classica.
In particolare il supporto delle autofunzioni che hanno un valore molto grande
del momento angolare deve essere un intorno dell’orbita classica.

&
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La hamiltoniana dell’atomo di idrogeno é

~2 ~2
p P €1 €2
H=*" 2

= 16.1
2 miq 2 mo |$1 — $2|

dove e1, es sono le cariche dell’elettrone e del protone, m; msy le loro masse,
x1 T2, € R3 le loro coordinate e p; = iV; (utilizziamo unita di misura nelle
quali i =1).

L’operatore H agisce sullo spazio di Hilbert

H = L*(R?, dz,) @ L*(R?, ds)

Utilizzando le coordinate del centro di massa X e coordinate relative z la
hamiltoniana assume la forma

- ‘ﬁcm'z |ﬁ2 €1 €2 o

p" N N S S~ 16.2
2 M + ) 1 + |I| Pem p1 +p2 p P1 b2
dove M =mj +meo, pu= T;’IZF”ZQ

Come in Meccanica Classica il primo addendo descrive il moto libero del bari-
centro.

Ci limiteremo dunque allo studio del moto relativo, e indicheremo ancora con il
simbolo H la corrispondente hamiltoniana.

L’operatore H é autoaggiunto; infatti abbiamo visto nel corso dell’analisi degli
operatori di Schroedinger che in tre dimensioni 'operatore ﬁ ¢ infinitesimo
rispetto al laplaciano.

Inoltre H é essenzialmente autoaggiunto sull’intersezione del dominio dell’ope-
ratore A e di quello dell’operatore ﬁ, e lo spettro essenziale di H coincide con
lo spettro essenziale del laplaciano, quindi con ’asse reale positivo.

Studiamo lo spettro puntuale di H. Definiamo a = e; es.

Teorema 16.1

Se a > 0 lo spettro discreto ¢ vuoto. Se o < 0 lo spettro & limitato dal
basso, gli autovalori di H sono tutti negativi, sono infiniti in numero e hanno 0
come solo punto di accumulazione.

¢

Dimostrazione

1)

Dimostriamo innanzitutto che se esiste ¢ € L?(R3,dz) tale che Hp = E¢,
allora deve essere a < 0, E < 0.
Per questo consideriamo il gruppo unitario ad un paramentro U(8) delle dila-
tazioni

UB) U (B)=e’z,  UBPpUB)=ep 16.3
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E’ facile vedere che il suo generatore ¢ L (x p+ p z). L’azione di questo gruppo

2
suH ¢

2
U(B) HU*(B) =e % Hy+ 6_5%, Hy = pI® 16.4

Dunque se (H — E)¢ = 0 si ha

(e—% Hy + e_’ﬁ% - E) U(B)p =0 16.5

Se ¢ € L*(R?), prendendo il prodotto scalare con U(f3)¢ si ottiene

_ g Q

UB):[(1 =) Ho+ (1= ™) 2JUB)9) =0 vBAD 166
Dividendo per S e passando al limite § — 0 si ottiene infine, tenendo conto del
fatto che limg_,oU(B)p = ¢

(0.00) = =5 (070 16.7

||

Da (16.7) si deduce che deve essere oo < 0 (Hy ¢ un operatore positivo).
Utilizzando ancora il fatto che ¢ & autovettore di H relativo all’autovalore E da
(16.7) si deduce

-5 (0 0) = -Blol? 163

|z
Da (16.7) e (16.8) segue che o < 0, E < 0.
La (16.7) & nota come teorema del viriale .
Dalla deduzione fatta segue che risultati analoghi possono essere ottenuti per
potenziali |z|77, 0 <~y <2.
Per v > 2 la conclusione ¢ ancora o < 0 ma ora si ottiene £ > 0.
Conviene perd notare che se v > 2 il potenziale non é una piccola perturbazione
di Hy e quindi il problema della autoaggiuntezza va analizzato separatamente.
2)
Dimostriamo ora che esistono infiniti autovalori negativi.

Poicheé lo spettro ¢ limitato dal basso, e poiché lo spettro essenziale coincide con
I’asse reale positivo, il punto di accumulazione non pué essere che lo zero.
Per dimostrare 'affermazione costruiamo un sottospazio K € H di dimensione
infinita e tale che si abbia

(p,Hp) <0  Vopek 16.9

La costruzione verra effettuata utilizzando ancora una volta il gruppo delle
dilatazioni.
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Da (16.4) segue che per ogni ¢ € H

-2
()6, HU(3)0) = (6, 1-6) + e~ L 16.10

]

Poiché o < 0 per ogni ¢ esiste un Sy(¢p) > 0 tale che per 8 > [y il membro
a destra é negativo. Fissiamo 0 < R; < Rs e scegliamo ¢ con supporto in
Ri <7 < Rs.

Se denotiamo con S il supporto di ¢, allora U(8)¢ ha supporto in e”S.

Ne segue che esiste una successione infinita crescente {N;} tale che i supporti
di U(N;5)¢ siano due a due disgiunti (cosi che i vettori sono ortogonali) e
(U(N:iB)¢, HU(N;B)¢) < 0 VN;.

Dal principio di min-max si conclude che esistono infiniti autovalori negativi.

3)
Le stesse considerazioni mostrano che comunque sia scelta ¢ > 0 esiste un
sottospazio K¢ di dimensione infinita tale che

—e<(U<Niﬁ>¢,1U<Nim¢)<o Véek. lél=1 1611

||

Ne segue che esiste una successione ¢,, di stati legati dell’ atomo di idrogeno che
hanno supporto essenziale fuori da una palla raggio R per R arbitrariamente
grande, nel senso che
lim | ()] dz = 0 16.12
n—oQ |3?|<R
In questo senso il supporto degli stati legati dell’atomo di idrogeno si estende
all’infinito e dobbiamo aspettarci che questo dia origine ad alcune peculiarita
nella teoria dello scattering.

Q

Prima di analizzare in dettaglio la struttura algebrica che si pud costruire me-
diante costanti del moto, enunciamo e dimostriamo un Lemma Tecnico che sara
utile ripetutamente in seguito.

Lemma Tecnico
Se I’ operatore A é autoaggiunto e I'operatore B é essenzialmente autoag-
giunto su un domino D che ¢é invariante per il gruppo ad un parametro generato
da A, e se
Be My =" By YoeD, VLER 16.13

allora ogni funzione limitata di B commuta con ogni funzione limitata di A.
Se B non ¢ chiuso, la (16.13) si estende alla chiusura di B.

o

Dimostrazione
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Poniamo W = (B—il) (B+il)~!. L’operatore W si estende ad un operatore
unitario e per ogni ¢ € H esiste ¢ tale che ¢ = (B + il)y. Dunque

W e = (B —il)e'My = e (B — il )i = "W

Per densita si ha We'At = ¢**1V; passando alla risolvente e notando che ogni
funzione limitata di B é una funzione limitata di W si dimostra ’asserto.

Y%
Utilizzando questo Lemma tecnico si dimostra
Teorema 16.2
I vettori L (momento angolare) e R (vettore di Runge-Lenz) cosi definiti
1
L=xAp Rzé[p/\LJrL/\p]Jruaﬁ x, pe R 16.14
x

hanno componenti autoaggiunte (ed essenzialmente autoaggiunte sul dominio di
H) che commutano con H nel senso del lemma tecnico precedente.
Si ha, sui domini di essenziale autoaggiuntezza comuni,

L-R=R-L=0, [Ln, L] = €n1,sLs,

[Rn, Ry = —2ipH € 3 L, (Lo, Ri] =i €np Ly 16.15

dove abbiamo sottinteso sommazione su indici ripetuti ed abbiamo indicato con
il simbolo €, ; il tensore di Ricci e con L- R la somma ), L; R;, e analogamente
per R- L . Inoltre

|RI? = 2uH(|LI* +1) + p? o? 16.16

¢

Dimostrazione

Si tratta di calcoli espliciti utilizzando le definizioni di Ly, e di Ry, e le relazioni
di commutazione canoniche tra Zj e py,.
Le relazioni di commutazione tra Lj ed Ry, riflettono il fatto che R & un vettore.
Le relazioni di commutazione tra Ry e Ry, si verificano piu facilmente se si tien
conto che Z e p sono vettori.
L’identita (16.16) sara utile nel seguito.

Q

Da (16.15) si riconosce che, per energie negative e se vengono opportunamente
normalizzate, le Ly ed Rj, generano lalgebra di Lie di so(4).
Infatti, ponendo

1
Ap = G[Li + Ry (—2pH) ™3 |TI_ 16.17
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1 1
By = §[Lk — Rp(—2pH)~ 211 16.18

(dove TI_ & il proiettore sulla parte negativa dello spettro di H) e utilizzando
(16.15) si verifica che sul dominio di essenziale autoaggiuntezza comune valgono
le relazioni di commutazione

[Ak,Ah] = i fk,hJAl [Bk, Bh] =1 Ek,h,lBl 1619
e inoltre )
1 pa
AP =|B?= |- - =—| Il 16.2
AP =187 = |1 - 5] 620

Ricordare che per la disuguaglianza di Hardy (principio di indeterminazione)
H > _L‘lz

2 . ) . . . . .
Questa realizzazione di SO, implica che |A|? e |B|? hanno autovalori (I + 1)
con [ intero positivo o nullo.
Le rappresentazioni irriducibili corrispondono a sottospazi di dimensione minore
o al pitt uguale a (2N + 1)2.
Da (16.20) e dal fatto che da (16.19) risulta che |A|? assume tutti i valori I (n*+
1) si ottiene immediatamente

2
E, = JQ‘% n=1,23. 16.21
n

Possiamo adesso costruire gli autovettori di H.

Procediamo come nello studio del momento angolare.

Scelta una terna di assi cartesiani, consideriamo gli autovettori comuni di H,
Az, B3 (un insieme massimale di operatori che commutano fra loro).

Consideriamo innanzitutto, per fissati n,l, gli autovettori associati al piu alto
valore possibile per A3 e Bs. Questo é ottenuto imponendo le condizioni

dove
RiERl iiRQ LiELliiLg

Gli altri autostati saranno poi ottenuti per applicazione successiva di potenze
di A_edi B_.
Si puo verificare che R pud essere scritto nella forma

p, 2] + B2
2]

1

R
2

e quindi
Hazy

7
—— [2 P
R+ 2[p+v ] | |
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dove
P+ = p1 L ip2 Ty =x1 Lt izg 16.24

Da qui si deduce che, se Ry¢ = 0e Hp = E,¢, allora L ¢ = 0 e quindi
¢ corrisponde al valor massimo che L? pud assumere nel sottospazio associato
all’autovalore F,, della hamiltoniana.

Se si utilizza come sistema massimale di osservabili che commutano fra loro gli
osservabili

Ha |L|27 L37 M3

con autovalori

E,, I(I+1), m, v
lo stato descritto da (16.23) ¢ lo stato che corrisponde all’ autovalore m sia di
L3 che di R3.

Per ottenere una rappresentazione esplicita come operatori in L?(R?) occorre
considerare la rappresentazione esplicita dell’operatore p.
Posto z = x3 utilizziamo coordinate polari

0 senf 0

=cos 0— — ——

0z or r 00

Per I'autofunzione ¢, ;; in cui L3 ragiunge il suo valore massimo [ si ha

iDy Pnil = (86; - i) Onl+1,01415 %an,l,l = Qnl41,0+1 16.25
Utilizzando (16.24) si ha allora
Ridnn-in-1 = [—n <88r _n ; 1) + ,ua] Onn—1n—1=0 16.26
da cui si deduce
Gnn—1n-1(1,0,9) = i Al (1) 16.27

dove Y,"7'(6,1) sono le armoniche sferiche. Per a < 0 la funzione trovata
appartiene a
L*(R?,dx) ~ L*((0,00),r%dr) ® L*(S?)

Le rimanenti autofunzioni ¢, ; ,,, corrispondenti a H = E,,, L? =1(1+1), L3 =
m si ottengono come

wn,l,m = Ll—7m Rﬁilil (an,nfl,nfl 16.28

Si puo verificare che queste autofunzioni formano una base ortogonale completa
per il sottospazio corrispondente al valore F,, dell’energia.
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Nota 16.2
Dalla forma esplicita (16.27) si puo verificare che la funzione ¢y, p—1,n—1()
raggiunge nella sua dipendenza dalla variabile radiale r il valor massimo per

1
r= nint1) =n(n+1)rg 16.29.
pler|
dove rp = - ~0.529103¢m ¢ il raggio di Bohr .

plol
Per avere un ’idea del supporto di ¢, n—1n—1(z) conviene calcolarne la media e

la varianza.
Si ottiene

/ |wn7n_17n_1(m)|2|x|dx =n(n+1/2)rg,

[ 1netnes@)Plafds = n(n -+ 1/2)n+ 17

Questo implica che per n grande la funzione tende a concentrarsi su una corona
sferica di raggio medio n(n + 1/2)rp e spessore ~ ni.

Ne segue che il rapporto tra raggio e spessore della corona decresce in n come
n-z.

Considerazioni analoghe possono essere fatte per le funzioni ¢(n,l,m) per n
grande.

&

Studiamo ora la parte positiva dello spettro di H. Vogliamo dimostrare in [0, 00)
non vi é spettro discreto e neppure spettro singolare continuo.

Indichiamo con U(p) il gruppo ad un parametro delle dilatazioni. La famiglia
di operatori U(f) puo essere continuata come funzione di 8 nel piano complesso
e definisce una funzione analitica in 8 per Jm 5 # 0.

Gli operatori U(f) che si ottengono non sono limitati ma hanno un insieme co-
mune denso e invariante D di vettori analitici (ad esempio i vettori nei sottospazi
spettrali limitati del generatore) su cui commutano.

Per ¢, v € D si ha

me—a*w=<wa[ame fﬁ“—ﬁme>z¢Rtw¢R

2p ||
16.30
Dal fatto che ﬁ & compatto relativamente a p? segue che lo spettro essenziale
1
||

Dalla (16.30) deduciamo che per ¢ € D gli elementi di matrice

di €5 + e’a— ¢ dato da €*’ Rt per ogni 3 ¢ iR.

(¢, (H—2)""¢), ¢€D 16.31
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possono essere continuati all’asse reale positivo sia nel semipiano complesso
Jmz > 0 sia nel semipiano Jmz < 0.

Le due continuazioni definiscono due funzioni, che denotiamo F u(z) e Fyy(2)
che sono analitiche in un intorno conico del semiasse Jmz = 0, i)‘{ez > 0.
Naturalmente le due funzioni cosi definite sono diverse tra loro (se cosl non
fosse, la funzione (¢, (H — 2)~1¢) per Jmz = 0, QRez > 0) sarebbe analitica
nell’intorno).

Ne segue che é non nulla e analitica in un intorno conico di Jmz =0, Rez <0
anche a loro differenza F(;:H (2) = Fy y(2).

In particolare per ¢ € S il limite

lim (¢, Im(H — x — ie) " ¢) 16.32
e—0
é per ogni x > 0 una funzione infinitamente differenziabile.
Questo dimostra che lo spettro della hamiltoniana dell’atomo di idrogeno nel-
I'intervallo (0,00) ¢ assolutamente continuo (in particolare non esistono stati
legati con energia positiva) .
Ricordiamo che lo spettro dell’operatore H in (0,00) ¢ assolutamente conti-
nuo nell’intervallo (a,b) C [0,00) se per ¢ in un insieme denso in L?(R3) (in
particolare 'insieme S) esiste una costante positiva C(¢) > 0 tale che

liminf sup (¢, Fag) < C(¢) 16.33
=0 AC(a,b)

dove Ea é proiezione spettrale di H ristretta all’intervallo A.
La costante C'(¢) puo dipendere dall’intervallo .
Per il teorema di Stone, si ha per ogni ¢ € L*(R?)

1 1 [

§<¢>, (Elap) + Eap)9) = lim - (¢, Im(H — X\ +ie) ' ¢)dA 16.34
dove il limite viene inteso nel senso delle distribuzioni.
Poiché E(q ) < Ejqyp) da (16.33) segue

(6, Ewné) < ~C(@)b—a

per un insieme denso di elementi ¢.

Se questo avviene per ogni intervallo aperto in [0, 00) la misura spettrale du di
(¢, Hp) in RT ¢ assolutamente continua.

Poiché questa proprieta ¢ vera per un insieme denso in L?(R3) lo spettro positivo
di H é assolutamente continuo.
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16.1 ATOMI IDROGENOIDI

Studieremo ora il sistema composto da un nucleo di massa M e carica Ze, e da
due elettroni di massa m e carica e. Consideremo solo il caso m << M.
Conviene utilizzare il parametro o« = Z~!; vedremo che lo spettro dipende da
a, che per il momento consideriamo un parametro (reale positivo).

Notiamo che il problema in esame ricalca il problema dei tre corpi in Meccanica
Celeste e che lanalisi della struttura della orbite per questo sistema classico
presenta difficolta insormontabili.

Il fatto che invece molto possa essere detto sulla struttura dello spettro dell’a-
tomo di elio mette in luce una differenza qualitativa tra le trattazioni classica e
quantistica.

Prima di iniziare lo studio dell’atomo di elio conviene fare una breve digressione
sul principio di esclusione di Pauli e sulla statistica di Fermi-Dirac.

16.1.1 PARTICELLE IDENTICHE, STATISTICA DI FERMI-DIRAC

Ricordiamo che in Meccanica Quantistica particelle dotate di spin vengono de-
scritte da funzioni ¢ € L?(R3) ® C™ dove il fattore C™ rappresenta lo spazio di
spin.

Per una rotazione R del sistema di riferimento le funzioni si trasformano secondo

dove U ¢ una rappresentazione irriducibile del gruppo SU(2) (che ¢ il gruppo
di ricoprimento di O(3)) in C™.

Questo riferirsi al gruppo di ricoprimento é una conseguenza del fatto che uno
stato puro del sistema é rappresentato dal raggio associato al vettore 1).

Si dice che la particella ha spin s (s pud essere intero o semi-intero) se la
rappresentazione Uy, ., irriducibile ha dimensione 2s + 1.

Notiamo che una particella di spin s € Z (spin intero) é descritta da una
rappresentazione irriducibile del gruppo delle rotazioni.

Una particella di spin semi-intero ( s € Z + %) ¢ descritta invece da una
rappresentazione irriducibile di SU(2) che non & una rappresentazione di O(3).

In Meccanica Quantistica si introduce la definizione di particelle identiche nel
seguente modo.

Se un sistema quantistico é costituito da N particelle identiche ciascuna del-
le quali se fosse isolata sarebbe descritta da un elemento (normalizzato) ¢ €
L?(R3) ® O™, il sistema complessivo sara sappresentato da un elemento di un
sottospazio di (L?(R?)®C™)®" che corrisponde ad una rappresentazione unita-
ria irriducibile di dimensione uno del gruppo delle permutazioni (delle coordinate
spaziali e simultaneamente dei vettori rappresenativi in C").
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Se indichamo con Il il gruppo delle permutazioni di N elementi e con g un
elemento del gruppo, le sole rappresentazioni di dimensione uno con queste
catteristiche sono g — U(g) = I e g — U(g) = (—1)?9) dove p(g) ¢ la parita
della permutazione.

Nel primo caso si dice che il sistema di particelle indentiche soddisfa la statistica
di Bose-Einstein, nel secondo caso si dice che il sistema di particelle identiche
soddisfa la statistica di Fermi-Dirac.

Secondo questa definizione, due particelle possono avere identiche caratteristi-
che fisiche senza essere identiche. La definizione di particelle identiche non ha
controparte n Meccanica Classica.

E ha una rilevanza notevolissima in Meccanica Quantistica.

Ad esempio non puo esistere una funzione d’onda che descriva due fermioni nello
stesso stato.

Questo principio di esclusione di Pauli & alla base della dimostrazione fatta da
Lieb della stabilita della materia (se le particelle fossero bosoni, al contrario, si
avrebbe il fenomeno della condensazione di Bose-Einstein).

Notiamo che questo principio ha portato Pauli ad ipotizzare la presenza di un
nuovo grado di liberta, lo spin per avere la possibilita di spiegare la struttura
iperfina degli spettri atomici.

I dati sperimentali sono compatibili con il fatto che le particelle che possono
essere descritte individualmente con elementi di L?(R3) @ C?"*! (particelle di
spin intero) soddisfano la statistica di Bose-FEinstein mentre le particelle che
possono essere descritte individualmente con elementi di L*(R®)®C?" (particelle
di spin semi-intero) soddisfano la statistica di Fermi-Dirac

Questo ha portato a stabilire il principio di connessione tra spin e statistica che
puo essere formulato nel seguente modo :

Particelle di spin intero soddisfano la statistica di Bose-Finstein, particelle di
spin semi-intero soddisfano la statistica di Fermi-Dirac.

Notiamo che questo principio ha portato Pauli ad ipotizzare la presenza di un
nuovo grado di liberta, lo spin.

Nota 16.3

E’ importante notare che in Meccanica Quantistica non-relativistica la for-
mulazione di questo principio é dettata da considerazioni empiriche e non é
deducibile dai rimanenti assiomi.
In Teoria Relativistica dei Campi Quantizzati tale relazione é invece una con-
seguenza delle seguenti due ipotesi: lo spettro dell’energia & contenuto in RT e
commutano fra loro operatori associati a osservazioni che hanno luogo in regioni
al di fuori dal cono luce una dell’altra (a distanze di Minkowksi di tipo spazio).

&
Nota 16.4
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Ne segue che nella descrizione quantistica in un sistema di N particelle iden-
tiche le singole particelle perdono la loro individualita (per cui, a stretto rigore,
la dizione sistema di N particelle identiche & imprecisa).

In Meccanica Classica, al contrario, i punti materiali mantengono la propria
individualita (ciascuno di loro viene individuato da una terna di coordinate) ma
se hanno le stesse proprieta fisiche sono indistinguibili per quanto riguarda la
dinamica.

Questo porta a una difficolta concettuale, perché in linea di principio si do-
vrebbe utilizzare una funzione d’onda simmetrica (o antisimmetrica) per per-
mutazione di tutte le particelle tra loro identiche. Ad esempio si dovrebbe
antisimmetrizzare rispetto alle coordinate di tutti gli elettroni dell’universo.
Viene in aiuto il fatto che le osservazioni riguardano regioni limitate dello spazio,
nel senso che le osservabili di interesse sono rappresentate da operatori il cui
nucleo integrale ha supporto limitato.

A tutti gli effetti pratici é sufficiente quindi considerare la funzione d’onda come
dipendente dalle coordinate dei soli elettroni la cui interazione & considerata
rilevante e richiedere che sia antisimmetrica rispetto a queste coordinate.

&

Dai dati sperimentali si deduce che gli elettroni hanno spin 1/2 e soddisfano la
statistica di Fermi-Dirac.

Uno stato puro di un sistema di N elettroni sara rappresentato quindi da una
funzione

Ok, don (X1, 2N) 16.33

antisimmetrica per scambio di indici (sia l'indice associato alla variabile x che
quello associato allo spin.)

Poiché lindice k puo assumere solo due valori (la rappresentazione di SU(2)
considerata ha dimensione due) se N > 2 la funzione in (18.33) non pud essere
simmetrica rispetto alla permutazione delle sole variabili spaziali.

Se N = 2 invece, la funzione ¢x, 1, (21, z2) puod essere simmetrica in z1, x2, ma
allora deve essere antisimmetrica in k1, ks.

Riprendiamo ora 'analisi dell’atomo di elio.

Gli elettroni hanno spin 1/2 e sono fermioni. Consideriamo solo il caso in cui la
massa del nucleo é infinita.

La hamiltoniana ¢

L oo 1~ 2 9, 1 1 e?
H=—(pP+p)-Ze*(—+—)+ ——— 16.34
2m lz1] |2 |1 — 22|

Come operatore il termine potenziale & piccolo (anzi, infinitesimo nel senso di
Kato) rispetto alla hamiltoniana libera.
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Notiamo che la hamiltoniana é invariante per rotazioni e per permutazione de-
gli indici 1 e 2 (commuta con i generatori del gruppo delle rotazioni e con
Poperazioni di permutazione degli indici).

Poiché gli elettroni soddisfano la statistica di Fermi-Dirac, lo spazio di Hilbert
in cui viene descritto il sistema e’

H=H @H). H =LXR)0C?

dove il pedice , indica che si prende solo la parte del prodotto che ¢ antisimme-
trica rispetto allo scambio dei due indici.
E’ facile verificare che

H? = [(L*(R?) @ L*(R?))s ® (C* @ C?) ] @ [(L*(R’) ® L*(R%))a ® (C? © C?),]
16.35
dove il pedice s indica che si prende solo la parte simmetrica del prodotto.
Lo spazio (C?®(C?), & un spazio di dimensione (complessa) uno nel quale le rap-
presentazioni di spin 1/2 inducono una rappresentazione banale di SU(2) (tutti
gli operatori unitari associati al gruppo vengono rappresentati dalla matrici I).
Lo spazio di Hilbert (C? ® C?); ha dimensione (complessa) tre e su di esso
¢ indotta una rappresentazione vettoriale di SU(2) (in effetti si tratta di una
rappresentazione anche di O(3)).
Da (16.34) si vede che, per operatori che agiscono banalmente su C2®C? (come
¢ il caso della hamiltoniana che stiamo analizzando) si possono trascurare i gradi
di liberta associati allo spin e studiare direttamente il problema su

(L*(R*) @ L*(R%))s ® (L*(R®) ® L*(R%)) = L*(R®) ® L*(R?)
Studieremo quindi la hamiltoniana (18.34) come operatore autoaggiunto in L?(R?)®
L?(R3).

Conviene utilizzare coordinate che mettano in luce il ruolo giocato da Z. Intro-
duciamo per questo la trasformazione unitaria di dilatazione

UpU* = Z m e*p, UxU* = (Zme*) '

e ridefiniamo la hamiltoniana mediante un riscalamento
1 1 «

1
Z72%*'m’H=H)==-(pi)*+p2]) - — - — 4+ ——, a=2""
(@) = 50+ Bl = T = o+
16.36
Notiamo che il riscalamento non cambia la struttura spettrale di H ma se A é
un autovalore di H(«) 'autovalore corrispondente di H & = 2‘2.
E’ naturale scrivere H(«) come
H(a) = H(O0) + ol H(O) = S(5iP +[5o) ~ oy~ o H =
a) = all’, =5(p ) H =
2 ’ ESTRE w1 — g
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Dalla definizione data di « segue che i valori fisici possibili per questo parametro
sono =1, 1/2 1/3....

Ad esempio a = 1/2 corrisponde all’atomo di elio, & = 1/3 corrisponde ad un
atomo di litio ionizzato, .... Per la trattazione matematica tuttavia conviene
riguardare o come parametro reale positivo.

Notiamo che H(0) descrive un sistema composto da due atomi di idrogeno non
interagenti tra loro.

Nella parte di questo capitolo dedicata allo studio dell’atomo di idrogeno abbia-
mo visto che lo spettro dell’operatore

)

16.38
]

HL(0) = 5P -

& composto da una parte assolutamente continua che coincide con ’asse reale
positivo, e da un numero infinito di punti

1 .

——=¢ <€ <€ <e€3....<0 lim ¢, =0

2 n—oo
Ne segue che lo spettro di H(0) ha una parte assolutamente continua, che coinci-
de con [—%, 00) e da una parte puntuale data da {¢; ; = €; +¢;}. Notare che per
alcuni (in effetti un numero infinito) di valori degli indici ¢ e j si ha ¢; +¢€; > %
Quindi c¢i possono essere elementi dello spettro puntuale di H(0) che sono im-
mersi nella parte continua dello spettro .
Denotiamo con ¢g ’autofunzione corrispondente all’autovalore —%. Ne abbiamo
data la forma esplicita in (16.27) (prendendo n = 1).
L’estremo inferiore della spettro ¢ I’ autovalore semplice —1 che corrisponde a
una funzione d’onda

q’o(ﬂch T2, 14, iz) = ¢50(5U1)¢0(CU2)§¢1,1'2

dove £ é una matrice 2 X 2 antisimmetrica.

Notiamo che la parte di ®( che dipende dalle cordinate spaziali ¢ una funzione
simmetrica , e quindi l'intera funzione & antisimmetria per permutazione degli
indici 1 e 2.

Se Delettrone non avesse spin (e quindi la sua funzione d’onda fosse uno sca-
lare) lenergia piu bassa sarebbe —% e il corrispondente sottospazio avrebbe
dimensione 3.

Dimostriamo ora il seguente Teorema
Teorema 16.3

Lo spettro essenziale di H(«) coincide per ogni valore del parametro « con
lo spettro essenziale di H(0).

¢

Dimostrazione
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Poiché H(«) per a # 0 non & una perturbazione relativamente compatta di
H(0) non possiamo utilizzare il teorema di Weyl.
Per dimostrare il Teorema sara pero sufficiente dimostrare che, per ogni E €
[—%, 00) & possibile trovare una successione ortonormale di vettori ¢, tale che
(H — E)¢,, — 0 in L?*(R3) quando n — oo.
Questi vettori verranno costruiti come prodotto (antisimmetrizzato) dello stato
fondamentale g di H;(0) per vettori &, che in trasformata di Fourier si con-
centrano sempre pill in un intorno del punto |p|? = E + %; questa procedura
produce vettori che hanno energia (rispetto ad H(0)) sempre piu concentrata
intorno ad E.
Si puo a questo scopo scegliere una successione di funzioni normalizzate 7, tali
che (|p|> —2E —1)7,, — 0 in L? e che abbiano supporto contenuto in (27, 2"+1)
(cosi’ da essere due a due ortogonali).
Notare che la condizione sul supporto nello spazio degli impulsi é compatibile
con il concentrarsi del supporto nello spazio delle configurazioni perché il vettore
p ¢ invariante per traslazione e il diametro della corona sferica nello spazio della
configurazioni cresce senza limite quando n — oo.
La condizione sul supporto gioca un ruolo importante perché , essendo ¢g(z1)
un vettore in L2(R?), dalla disuguaglianza di Schwartz si deduce che, in L?(R?*®
R3, dx)

i [ o)) = 1) o) P = 0

n—0o0

i L x ZTo) — x x 2 r1dro =
lim / oorln(an)n 2) = () do(a) o dzy =0,

n—oo

Tenuto conto di
1 ~
()60 = —560, |9 =28 = 1] =0

si deduce
lim [|(H (o) — E)o nall =0 16.39

n— oo
@

Notiamo che lo spettro continuo di H («) contiene certamente U'interallo [— 1/2, 00)
come si vede considerando il caso in cui un elettrone si trovi nello stato fonda-
mentale e ’altro sia molto lontano e abbia energia positiva arbitrariamente
piccola.

E’anche chiaro che per a = 0 il sistema ammette un’infinita di stati legati nell’in-

tervallo [—1, 0] in corrispondenza a tutte le possibili energie —5=- — 2=, mn €

2m ~ 2n>
zZt.
Dimostreremo che, anche quando « é positivo ma sufficientemente piccolo, vi é
una parte puntuale dello spettro in [—%, 0].
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Iniziamo con la dimostrazione del seguente Teorema

Teorema 16.4
Se o < 1 vi sono infiniti autovalori di molteplicita finita nell’intervallo
-1, = 1/2)
¢

Nota 16.5
La condizione v < 1 & equivalente a N > 1 (nel caso di interesse fisico

Nel caso dell’atomo di elio si ha oo = 2 e le energie degli infiniti stati legati della
hamiltoniana H sono comprese nell’interallo [— 4‘71”2, 64m2]

E’ interessante notare che dal punto di vista fisico la condizione Z > 1 puo
essere interpretata dicendo che gli stati legati cosi ottenuti corrispondono a
configurazioni in cui uno degli elettroni forma uno stato legato con il nucleo,
e la sua distribuzione di carica scherma parzialmente il nucleo. Il sistema cosi
composto ha carica Z —1 > 0 e questa carica residua ¢é sufficiente a legare I’altro

elettrone.

&

Dimostrazione del teorema 16./

La dimostrazione seguira la traccia delle considerazioni qualitative fatte nella
nota precedente.
Poiché sappiamo che lo spettro continuo di H(«) coincide con [— 1/2,00) sara
sufficiente dimostrare che & possibile trovare un sottospazio K di dimensione
infinita tale che per ogni ¢ € K di norma uno si abbia

1
(¢,Ho) < —§II¢H2 16.40

Utilizzeremo come funzioni di prova f il prodotto antisimmetrizzato della sta-
to fondamentale dell’atomo di idrogeno con una funzione 7(x) che soddisfa
J 171(p) p*dp < € dove € & un parametro che sceglieremo sufficientemente piccolo.
Utilizzando l'invarianza per traslazione di della condizione utilizzata potremo
ancora scegliere 77 in modo tale che

_ 1
[ ot onteamtan)ddes| <

Come abbiamo visto precedentemente, nel caso di due particelle di spin 1/2
possiamo prendere il prodotto di una funzione 1 simmetrica delle variabili po-
sizione con la componente totalmente antisimmetrica di spin (stato a momento
angolare interno zero).

Poniamo allora

L (o) n(2) + do(z2) n(z1)]

¢(1’1, IQ) = E
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(dove ¢g) @ la funzione d’onda dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno)
e notiamo che la hamiltoniana non dipende dalle variabili di spin.

Abbiamo
-2
W@ =310l + [ o) (5 - ) s

||

1

g o) l@2)d e s 2¢ 16.41
1= 42

+04/¢0 x1) f(z2) ——

Per il calcolo dell’ultimo termine in (16.41) utilizziamo la forma esplicita di ¢

e otteniamo . 1
/WO'QHCP — —e 1+ )

|yl |yl
e dunque .
. H@w) = ~1/2001* + [ 7))

- 1
/Inl d*y -« /Inl 2’"‘( |y|> dy + 2¢

Ne deduciamo che pur di sceghere € abbastanza piccolo, (¢, H(a)y) < —%.
Possiamo ripetere questa stima scegliendo funzioni 7,, aventi supporto disgiunto
e che tutte soddisfano le condizioni che abbiamo imposto alla funzione 7 che
abbiamo utilizzato.

Questo conclude la dimostrazione del Teorema 16.4

Q

Studiamo ora la possibile esistenza di spettro discreto nell’intervallo [— 1/2, +00).
Iniziamo dimostrando

Teorema 16.5
L’operatore H(«) non ha spettro discreto nell’ intervallo [0, +00).

¢

Dimostrazione

Come nel caso dell’atomo di idrogeno (e di tutti gli atomi idrogenoidi) uti-
lizzando le dilatazioni e procedendo come si ¢ fatto nei teremi precedenti si
dimostra che se ¢ € L?(RS) soddisfa H(a)¢ = E¢ allora si ha (teorema del
viriale )

2(p, Tp) = / (21, 22) | <|x11| + 1 1) dzydxs 16.42

lz2| |21 — 22

da cui si deduce

—(6,T¢) <0
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Affrontiamo infine il problema dell’esistenza di uno spettro discreto nell’inter-
vallo [— 1/2, 0].

Poiché lo spettro continuo copre tutte quest’intervallo, la presenza di uno spet-
tro discreto puo essere dovuta unicamente a regole di superselezione che impe-
discono di esprimere lo stato legato come integrale di autovettori generalizzati
appartenenti allo spettro continuo.

Nell’atomo di elio questa regola di superselezione é dovuta all’azione congiun-
ta dell’invarianza per rotazione, della statistica di Fermi e del fatto che la
hamiltoniana non dipende dalle variabili di spin.

L’invarianza per rotazione fra si che sia conservato il momento della quantita
di moto rispetto all’origine; ricordiamo che nell’approssimazione che stiamo uti-
lizzando, la massa del nucleo ¢ infinita, e quindi il baricentro coincide con la
posizione del nucleo (puntiforme) che abbiamo assunto essere l'origine.
Definiamo un operatore di simmetria spaziale P mediante

(P én,k)(x1,72) = Ppp(x2,71) 16.43

L’operatore P agisce come identita nel sottospazio che descrive lo spin, e com-
muta quindi con quella parte del generatore delle rotazioni che proviene dall’e-
sistenza dello spin.

Commuta anche con la hamiltoniana e con la parte del generatore del gruppo
delle rotazioni che che descrive le rotazioni nello spazio tridimensionale.
Dunque lo spettro di H(a) pud essere analizato separatamente nei sottospazi
individuati dall’autovalore (I 4+ 1) di L? e dall’autovalore p = +1 di P (questi
sottospazi sono invarianti per il flusso di H(a)).

Conviene introdurre la seguente notazione: il sottospazio di H in cui vale la
relazione p = (—1)! & detto sottospazio di parita naturale , quello in cui vale la
relazione p = —(—1)! & detto sottospazio di parita non naturale .

Al sottospazio di parita non naturale appartengono gli stati che sono antisim-
metrici nelle variabili spaziali pur avendo momento angolare pari, e quelli che
sono simmetrici pur avendo momento angolare dispari.

Segue dalla definizione che la parita di uno stato di singolo elettrone ¢ (—1)!
dove [ ¢é il valore assoluto del momento angolare.

La parita di uno stato prodotto di due elettroni é allora (—1)1+2,

Gli autovalori di H(0) corrispondenti alla scelta n; = 0 ed ngy > 0 (e quindi
Iy = 0 oppure Il = 0) sono stati a paritad naturale.

L’energia pitl bassa che corrisponde ad uno stato a paritd non naturale si ottiene
ponendo [y =1, ls =1 (e quindiny =2, no =2).

La corrispondente funzione d’onda , tenuto conto della statistica di Fermi, &
della forma (i pedici 4, j individuano la forma nello spazio di spin)

@/Ji’j(l‘hxg) = ({El AN LL'Q)f(|£L'1|, |$2|)5i,j 16.44

dove la funzione f é simmetrica nei due argomenti.
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Lo stato descritto da (16.44) ha energia —i e ogni stato a paritd non-naturale
ha energia maggiore.

La partizione in stati a simmetria naturale e a simmetria non naturale riduce
H(0).

Lo stato descritto da (16.44) ¢ isolato dallo spettro continuo della restrizione di
H(0) al sottospazio di stati a simmetria non-naturale, e quindi si tratta di un
autovettore di H(0).

Notare che lo spettro continuo della restrizione di H(0) al sottospazio a simme-
tria naturale copre (—1, 00).

Anche per H(«) vale la riduzione rispetto alla parita dei sottospazi.

Poiché la perturbazione m ¢ piccola rispetto ad H(0), e gli autovalori
variano in modo continuo rispetto al parametro « (fintanto che rimangono
isolati).

Quindi vi & , per piccoli valori di «, un autostato di H(«) che ha parita non-
naturale e il cui autovalore ¢ immerso nello spettro continuo di H(c).

Un calcolo esplicito dimostra che questo avviene per a < % Pertanto questo
stato esiste per a = %, n = 3,4, .. (atomo di Litio ionizzato, atomo di Berillio
ionizzato, ..) ma non per I’atomo di Elio ionizzato (che corrisponde a n = 2).
Abbiamo dimostrato la seguente proposizione

Proposizione

Se o < 1/2 Poperatore H,, ha spettro discreto nell’intervallo [—1/2, 1] im-
merso nel continuo.

Nota 16.6

La regola di superselezione che & data dalla riduzione di H(0) ai sottospazi
naturale e non-naturale é valida solo nell’approssimazione in cui si trascura il
moto del nucleo (abbiamo posto 7; = 0 dove M ¢ la massa del nucleo) e inoltre
si trascura l'interazione con il campo elettromagnetico.
Se si considerano queste correzioni, anziché uno stato legato si ha una risonanza

Grosso modo quello che risulta é che quando si tiene conto di queste correzioni, la
funzione (e**(®)4))(z) rimane essenzialmente localizzata in un insieme limitato
per 0 < t < 7 con 7 molto grande, ma per ogni R > 0 si ha

lim (e H (@) (2)|?da = 0 16.45

£ Jzy 24|22 2 < R?

Pit1 precisamente si pud dimostrare che il comportamento asintotico di (e®(®)q))(z)
si riduce a quello di un elettrone libero e un atomo idrogenoide nello stato
fondamentale.

Questo fenomeno é noto come effetto Auger.
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16.2 STIME DEL NUMERO DI AUTOVALORI DELL'OPERATORE DI
SCHRODINGER

Il problema che tratteremo ora ¢ determinare il numero di autovalori nello
spettro discreto dell’operatore —A + V' in L%(R?) sotto opportune ipotesi su
V(x).

Faremo sempre l'ipotesi che il potenziale si annulli all’infinito abbastanza rapi-
damente, cosi che lo spettro continuo sia [0, +00).

Il nostro scopo sara stimare il numero di autovalori che soddisfano ¢, < Ej in
termini di semplici funzioni di V', ad esempio la sua norma in LP per qualche
valore di p.

Daremo anche condizioni sufficienti affinché esistano autovalori strettamente
negativi e anche stime del numero N_(V) di autovalori negativi dell’operatore
—A+ \V(z), = € R? quando A é molto grande.

Ponendo A = A2 si vede che queste ultime stime sono in qualche modo connesse
con il limite semiclassico.

Iniziamo con alcuni semplici teoremi di confronto.

Proposizione 16.7

Sia A > 0, autoggiunto, e sia B autoaggiunto.
Detto Q(A) il dominio della forma quadratica g(A) associata ad A, assumiamo
che Q(A) N Q(B) sia denso nello spazio di Hilbert H e che la parte negativa di
B sia infinitesima rispetto ad A nel senso delle forme quadratiche.
Supponiamo inoltre che per ogni g > 0 sia

Oess(A+ BB) = [0, +00) 16.46

Allora ciascun autovalore negativo p,(8) di A+ 8B ¢ una funzione monotona
di B, non crescente.

&

Dimostrazione
Dal principio di mini-max

:LL’!L(A + ﬁOB) =

max min min{0, (¢, (A + Gy B 16.47
b1,-0n—1 YEQ(ANQ(B),|Y|=1,(¢s:,1)=0 { (1/} ( /BO )w)}

Poiche A > 0 da (v, (A+ B)yY) <0e 8 > 0 si deduce (1, By) < 0. Quindi
B < B2 — (¥, (A+ B1B)Y) > (¢, (A + B2B)) 16.48

L’asserto della Proposizione 16.7 segue da (16.47) e (16.48).
Q

Esempio



STIME DEL NUMERO DI AUTOVALORI DELL’OPERATORE DI SCHRODINGER 261

Sia V € L% + (L*°). . Ricordiamo che con questa notazione si intende
V:V1+‘/2; VIEL27 VQELooa “/2|C>o<6

Allora ge55(—A 4+ V) = [0,400). Dunque, se V ha una parte negativa, gli
autovalori negativi, quando esistono, sono funzioni non crescenti di 3.

&

Un’altra disuguaglianza che trova frequente applicazione é data dal seguente
Teorema, di cui non diamo la semplice dimostrazione basata sul principio del
mini-max e sul fatto che il sottospazio generato dai primi n autovettori di H ha
dimensione n.

Teorema 16.8 (Raileigh-Ritz)

Sia H limitato inferiormente e autoaggiunto su uno spazio di Hilbert H.
Indichiamo con u,, i suoi autovalori, ordinati in ordine crescente.
Sia M,, un sottospazio di ‘H di dimensione n contenuto nel dominio di H.
Sia P la proiezione ortogonale su M,;,. Definiamo PH P nel senso delle forme
quadratiche, e indichiamo con [i,, i suoi autovalori, ordinati in ordine decrescen-
te.
Allora per m = 1,..,n si ha [im > fim.

¢

Quando si consideri una successione crescente di sottospazi che invadono H si
ha convergenza almeno dell’autovalore piu basso .
Questo ¢ il contenuto del teorema seguente

Teorema 16.8

Sia H > 0 e sia {n;} una base ortonormale completa di H i cui elementi
appartengono al dominio di H. Sia Fjy ’estemo inferiore della spettro di H, e
supponiamo che si abbia

inf lim (Pyxt, HPyv) = E,
JgHNgnoo( N, HPy1)) 0

dove Py € la proiezione ortogonale sul sottospazio sotteso da ny,..ny. Allora
lim 7 = Eo 16.49
N—o0

dove abbiamo indicato con ji{Y Pautovalore pitt basso (nell’ordine naturale del-
lasse reale) di Py H Py.

Dimostrazione

La successione fi{’ ¢ crescente, e limitata dall’alto da 0. Indichiamo con fig
il suo limite.



ATOMI DI IDROGENO E IDROGENOIDI. STIME DEL NUMERO DI
262 STATI LEGATTI.

Per il Teorema 16.8 deve essere [ig > pg. D’altra parte, se fosse [ig > o si
otterrebe una contraddizione utilizzando una successione 1, minimizzante per
(v, HY) e scegliendo la successione Pyty.
Dunque fig = pg-

Q@

Conviene notare che le stime dell’autovalore pitl basso ottenute in questo modo
(cioe applicando direttamente il principio del min-max) sono sempre stime per
eccesso (stime dall’alto).

Un’utile stima per difetto (stima dal basso) ¢ contenuta nel teorema seguente

Teorema 16.10 (Temple)

Sia H > cl, sia ug 'autovalore pit basso isolato e semplice.
Supponiamo che ¢ € D(H), [|¢| = 1 soddisfi (¢, Hy) < uy dove pq & il secondo
autovalore.

Allora ( ) ) )2
Y, H*y) — (¢, Hy
> (¢, HyY) — 16.50
po = (0 ) = )
%
Dimostrazione
Notiamo che per ipotesi

Infatti (16.51) vale sull’autovettore all’autovalore g e vale anche su qualunque
vettore nella proiezione spettrale di H su [u,+00). Dunque vale su tutto H.
Prendendo il valore d’aspettazione di (16.49) in un vettore v generico

Mol — M0(¢a H¢) Z :U/1</l/)7 HT/)) - (wa HQZ/J) 16.52

Se il vettore 1) soddisfa le condizioni del teorema, aggiungendo e sottraendo
(v, H1p)? a destra, e dividendo per mu; — (1, H1) si ottiene (16.50)
Y%

Notiamo che come applicazione del teorema di Temple si puo scegliere per fi;
il secondo autovalore di un operatore K che sia piu piccolo di H e poi scegliere
per ¥ lautovettore di H relativo al primo autovalore di K.

Esempio
Diamo un semplice esempio di questo procedimento.
Sia 1 2 2
H=At——— A=—A—Ap— =
|21 — 22 ESTRESY
Si ha
5

H>A, pm(H)>p(A) =77
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&

Un altro Teorema utile per stimare il numero di stati legati per un operatore di
Schrodinger é il seguente.
Teorema 16.11

Sia H = L?(R3), 0ess(—A + V) = [0, +00).
Se esistono costanti positive Ry, a € tali che V(z) < _\wl%’ a , € >0 quando
|x] > Ro, allora A + V ha un numero infinito di autovalori negativi.

¢

Dimostrazione

Dobbiamo dimostrare che p, < 0 Vn € N.
Sia ¥ € C* e supponiamo che il supporto di 3 sia contenuto nell’insieme
1< z| < 2.

Definiamo
3

Yr(zr) = R2y(R ')
Se |(£‘ > Ry

(YR, HYRr) < (Vr, —AYR) — a(Yp, [z| > YR) =
= R_Q(/(/)v _A’(/}) - CLR_2+€(¢7 |$|_2+E¢)

Poiché € > 0 esiste R; tale che il termine a destra é negativo per |z| > R;.
D’altra parte per costruzione i vettori ¢, = 19np sono tra loro ortogonali per
valori dell’indice diversi tra loro, e si ha

n#m— (¢, Hopm) =0 16.53

Mn(H) < sup (¢m7H¢m) <0
1<m<n

Q

Se la parte negativa del potenziale decade piu rapidamente all’infinito il numero
di autovalori puo essere finito.

Teorema 16.12
Sia V € R+ L e per |z| > Ry sia V(z) > —1blz[72, b< 1.
Allora —A + V ha solo un numero finito di autovalori negativi.

Dimostrazione
Poniamo W =V + 1b|z|~2.
Notando che (¢, Ag) > 1(6,|z|72¢) si vede che

(6, (~A+V)g) = —(1 = b)(,Ad) + (6, Wg),  W(x) = inf{0,W(x)}
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Dunque

n(—A+V) > (1 =b)un(— A—&-%) 16.54
Se Ve R+ (L), allora W € R (classe Rollnik).
Bastera dunque dimostrare che se V€ R l'operatore —A + V' ha un numero
finito di autovalori isolati distinti, e la loro molteplicita é finita.
La conclusione del teorema (16.12) segue allora dall’ importante Teorema di
Birman-Schwinger che ora enunciamo e dimostriamo.

Q

Teorema 16.13 (Birman-Schwinger, forma debole)
Per d = 3 sia V € R. Allora N_(V) (numero di autovalori isolati negativi
contati con la loro molteplicita) soddisfa la limitazione

N_( /'V HV d3 d3y 16.55
(4m)? |z — y|

o

Nota 16.7

Per dimostrare questo Teorema sara sufficiente dimostrarlo per V< 0 e
assumere V € C§°; il caso in cui V' é piil singolare ma appartiene a R segue
mediante un processo di limite.

&

Dimostrazione del teorema 16.13

Sia Ng(V') la dimensione del codominio di P_ gy (il proiettore spettrale
sull’intervallo indicato).
Poniamo pi,(A) = pn(—A 4+ AV) (quindi Ng(V) ¢ il numero di autovalori di
indici n per i quali si abbia p,(1) < E).
L’operatore V ¢ infinitesimo rispetto a —A, la successione u, ¢ monotona e
continua in A e p,(0) = 0.
Si ha che p,(1) < E se e solo se esiste A € (0, 1) tale che p,(A) = E.
Dunque

Ne(V) < > AT Y A 16.56

Aipkp(N)=E, k=1,..Ng(V) Aipr(N)=E

D’altra parte, posto Hy = —A

(Ho+ AV — EY¢ = 0= A\/|V[(Ho — E) " VIVIVIVIY = V[V]v

il che implica

e~ V—E|lz—y
/ VI VI —o(x),  o=IVI6 1657

47T|a: -yl
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Poiché V' € R , il nucleo integrale K dell’operatore che compare a primo membro
¢ di Hilbert-Schmidt e dunque detti /\,:1 i suoi autovalori si ha

AT KK - /efamnmfy\ V@IV gpgy 1658
k

(4m)? |z —yl?

Tenuto conto del fatto che N_(V) = limg_,o Ng(V) la dimostrazione del Teo-
rema di Birman-Schwinger é completa; questo completa anche la dimostrazione
del Teorema 16.13.

Q

Nota 16.8

Dal Teorema di Birman-Schwinger discende in paticolare che in dimensione
magggiore o eguale a tre se ||V||g < 1 'operatore —A + V non ha autovalori
negativi.

&

Conviene notare esplicitamente che questo risultato vale solo in dimensione
maggiore o uguale a tre. In dimensione uno o due si ha invece

Teorema 16.14
Sia

VeCPRY), V(z)<0, V(z)#0, zeR', d=1,2

Allora —A + SV ha almeno un autovalore negativo per ogni 5 > 0.

¢

Dimostrazione

Dalla dimostrazione del Teorema di Birman-Schwinger si vede che basta
dimostrare che per ogni 3 > 0 esiste un k tale che vV—V(—A + k?)~'/=V ha
un autovalore maggiore di 37 1.
D’altra parte, in dimensione uno e due quest’operatore é un operatore di Hilbert-
Schmidt e quindi "autovalore pitt grande coincide in valore assoluto con la norma
di Hilbert-Schmidt.
Basta allora dimostrare

lim [|[V-V(-=A+ k%)~ 'V-V]||g_s = 16.59

k2—0
e per questo ¢ sufficiente dimostrare che esiste € L? tale che

klimo(m V-V(-A+ k)" -Vn) = 16.60
.2_>

Supponiamo che V' < 0 e scegliamo 7 tale che [/—V (z)n(z)dz > 0.
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Passando alle trasformate di Fourier il termine a sinistra in (16.60) &
[0 s, o) =0V

Per costruzione |$(0)| > 0. Dunque

Il Teorema 16.14 ha una generalizzazione nella seguente Proposizione

Proposizione 16.15

Se Ve LYR?Y + (L*(R%)., d = 1,2 allora Uoperatore H = A +V
ha almeno un autovalore negativo se & soddisfatta almeno una delle seguenti
disuguaglianze
i)

V <o, V0
ii)

[V (z)|dz < o0, [V(x)dz <0
iii)

[Vi(z)dz < o, [V_(z) =4

¢

Dimostrazione

Aggiungendo a V(z) un’opportuna costante ci si puo ricondurre al caso ii),
che é quindi il solo caso che discuteremo.
Dalle ipotesi fatte segue che lo spettro essenziale ¢ [0,+00). Dunque basta
dimostrare che esiste ¢ € L? tale che risulti (v, H1) < 0.
Trattiamo separatamente i casid =1e d = 2.

d=1
Poniamo ¢, = e~ %%l ¢ >0
Allora

/|V¢a|2dx:a, hm/ ) |tha (x \dxf/V(x)d:r <0

Dunque (¢4, H1p,) < 0 se a & abbastanza piccolo.

d=2
Il caso d = 2 segue il caso d = 1 considerando solo funzioni invariati per
rotazione attorno ad un punto e passando a coordinate polari. Si usa il fatto
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1
che W € L%OC. Questo procedimento fallisce per d > 3 perché in quel caso
x

1 2

¢ Lloc

||

Nota
La differenza tra i casi d = 1,2 ed il caso d > 3 é conseguenza del fatto che in
dimensione 1 e 2 il moto Browniano ¢é ricorsivo (le traiettorie tornano con pro-
babilia uno in un intorno arbitrariamente piccolo del punto di partenza) mentre
in dimensione d > 3 il moto ¢ dispersivo (le traiettorie escono asintoticamente
con probabilita uno da qualunque compatto). La relazione tra moto browniano
e soluzioni dell’equazione di Schrodinger R stata trattata nel Capitolo 14. In
quel Capitolo é stato dimostrato che aggiungere un potenziale & equivalente ad
aggiungere al generatore del moto browniano un campo vettoriale, che ¢ at-
trattivo se il potenziale V' ¢ negativo. Stati legati di —A + V' corrispondono
a misure stazionarie del moto cosi ottenuto. In questo contesto il contenuto
della Proposizione 16.15 ¢é allora questo: se il moto browniano ¢ ricorsivo, ba-
sta un piccolo campo vettoriale attrattivo per produrre un moto che ammette
una misura invariante. Se viceversa il moto é dispersivo, occorre un forte campo
vettoriale attrattivo per contrastare la diffusione, quindi per poter produrre uno
stato legato il potenziale deve avere una parte negativa sufficientemente grande.
Questo puod essere dimostrato anche con tecniche relative a equazioni differen-
ziali stocastiche. La controparte nella teoria dell’equazione di Schrédinger di
quest’ultima affermazione sono il teorema di Birman forte e la disuguaglianza
di Hardy.

Per dare un ulteriore esempio del metodo di stima di N(V') che abbiamo
finora seguito, dimostriamo il seguente Teorema

Teorema 16.16
Se E <0 siha

Ng(V) <2 / Tr V_[e~tHo — gt (Hot V)1 Bt gy 16.61
0

(abbiamo indicato con —V_ la parte negativa di V).

¢

Dimostrazione
Per mini-max, Ng(V) < Ng(V_). D’altra parte se (Hy —AV_)¢ = E¢ allora
1 = /V_¢ soddisfa

VVo(Ho +V_o+ )WV ay=0+N", k¥ =-F
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e quindi si ha

W=D =(1+2" ", W=V [(Ho+k*) " = (Ho+ V- + k)71 Vo
16.62

Ne segue che Ng(V_) & minore del numero di autovalori di W maggiori di 1/2

(per 0 <A< 1siha A7t —(14+X)~t>1/2).

Quindi il numero di autovalori A; maggiori di 1/2 & minore di 27rW. Infatti si

ha

1 1

T&WzZAiz_ Do Az o#N > o)
i A >1/2

Tenendo conto del fatto che il semigruppo é la trasformata di Laplace del ri-

solvente ed esplicitando integrazione rispetto a ¢ in (16.61) si completa la

dimostrazione del teorema.

Q

Nota 16.9

La forma esplicita della funzione di Hy scelta par stimare Ng(V) & utile
perché si puo far uso della formula di Feynmann-Kac per stimare il termine a
destra. .
Altre stime possono essere ottenute utilizzando opportune funzioni definite sugli
interi positivi e che hanno valore maggiore di uno su ciscuno di esi.

&

Un secondo tipo di stime che vogliamo analizzare coinvolgono qualche norma di
V (ad esempio la norma come elemento di uno spazio LP).

Converra per questo stimare, anziché il numero di stati legati, la somma dei
valori assoluti degli autovalori, o di loro potenze. Da questo si potra risalire ad
una stima del loro numero.

In molti problemi (ad esempio nel determinare la stabilita della materia, e in
generale nel caso di un sitema composto da N fermioni identici) la quantita pin
interessante ¢ una stima della somma dei primi N autovalori.

Introduciamo quindi la funzione somma
$,(V)= Y IE,  So(V) = N{E; : E; <0}
E;<0
Vale il seguente Teorema, che non dimostreremo.
Teorema 16.17
Se —A + V & un operatore su L?(R%) per ogni v > 0 si ha

S, (\V d _
pim S0 = o, [, cuy= [ it ay
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¢

Per la dimostrazione di questo teorema si puo vedere [RS86]
Per un commento vedere alla fine di questo capitolo.

Notiamo che stime per S, (V') possono essere date in funzione delle stime per
Ng(V), il numero di stati legati che hanno energia minore di E.

La funzione Ng (V') viene anche detta funzione di conteggio ; essa ¢é la dimensione
spettrale del proiettore P_ g della schiera spettrale di H = —A + V.

La funzione Ng (V') é naturalmente monotona in E e si ha, per costruzione

S,(V)= 1B =7 [P INe(V)dlE] 16.64
Ej<0 0

Notiamo qui due semplici disuguaglianze soddisfatte da Ng
a)
b)

Vae (0,1}, E<0 Ng(V)< Nup[(l-a)E V] 16.65
La dimostrazione del punto a) ¢ immediata. Per il punto b) notare che

W, [-A+V]Y) S E@W,9) = (&, [-A+V = (1 - a)ElY) < aBJy[”

Poiche E <0, si deduce V — (1 —a)E > V e ne segue b) utilizzando il principio
del min-max poiché il sottospazio in cui H < E contiene (magari non stretta-
mente) il sottospazio in cui —A +V — (1 — @)FE @& minore di «E come forma
quadratica:

Uno strumento importante nella stima del numero di stati legati ¢ un ulteriore
Teorema di Birman-Schwinger che afferma la uguaglianza tra Ng(V') e il nume-
ro di autovalori maggiori di 1 di un opportuno operatore integrale costruito a
partire da V.
Poniamo

Kg=V[VI(-A+E) "WV 16.66

Chiameremo Kp operatore di Birman-Schwinger .
Si ha allora

Teorema 16.18 (Birman-Schwinger, versione forte)
Se V<0, E <0 allora Ng(V) coincide con il numero di autovalori di K
in (1,00).

¢

Dimostrazione
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Dalla mononicita e continuita degli autovalori segue che Ng (V') coincide con
il numero di A € (0,1) tale che A + AV ha autovalore E e quindi , da facili
calcoli, al numero di A € (0,1) tali che A™! sia autovalore di K.

@

Se 'operatore di Birman-Schwinger risulta essere di tipo Hilbert-Schmidt (come
accade in molti casi di interesse fisico) il numero dei suoi autovalori maggiori
o eguali ad uno ¢ stimato per eccesso (dall’alto) dalla sua norma di Hilbert-
Schmidst.
Infatti se X ¢ di classe Hilbert-Schmidt e indichiamo con {A;} i suoi autovalori
(contando anche la molteplicita ) si ha

Tr XX = [AP= D> NP> D =N N> 1) 16.67

i >1 i >1

Nota 16.10
Dal teorema di Birman-Schwinger segue

Ng(V)<Tr KyKg 16.68

Tenuto conto di (16.66) e passando in trasformata di Fourier la (16.68) assume

la forma .
1 V)P p|
Ng(V) < / arctg dp
W= G ol 21

In particolare, sempre in dimensione 3 si ha

1 IV (p)|? ™
dp < T = No(V) =
(@ /R p| P =g 7 NlV)=0

&

Raffinamenti ed estensioni di questi risultati si possono ottenere utilizando
opportune disuguaglianze, in particolare quelle di Holder e di Sobolev.

Posto

I'(2r)

2r [1"(7“ + 1)I(r)

Kq, = w;_zi'{ (d— 2)[%1*1 =l

kG
dove wg_1 ¢ larea della sfera unitaria in R%, si pud ad esempio dimostrare il
teorema seguente, di cui non diamo la dimostrazione (vedi Reed-Simon vol IV)
Teorema 16.19

Se d > 2, allora

a)

Serzgsiha

1
. 2r—d 2 _
wlenlgd/\xfy\ [V_(y)|"dy < P = No(V)=0 16.69
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b)
Se 1 <r < ¢, einoltre se V(z) = v(|z|) si ha

1
/mzr dy (|z])dx < o = No(V)=0 16.70
d,r

Abbiamo dimostrato in 16.58 che per ogni o € [0,1) se d = 3 si ha
1
Np(V) <Tr KpKp = / Vo () || Vi () | |2 — y| ~2e=2VeBNe vl gody 16.71
dove

Va(E) = V(z) — (1 - )E

Da questo si deduce, utilizzando la disuguaglianza di Young, conp=r =2, ¢ =
1 (e quindi p’ =1 =2, ¢’ = 00) ed esplicitando 'integrazione rispetto ad y

1 2
Ne(V) < gt / V(@) 2dz 16.72

Per stimare la somma degli autovalori negativi

V)= Y |Ei| = E\Ng, + (B2 — E1)Ng, +

Er<0

(ricordare che Ng ¢ il numero di autovalori minori o uguali ad F) si domi-
na questa somma con il corrispondente integrale (la funzione Ng ¢ crescente)
[ Ng(V)dE.

Eseguendo il cambiamento di variabile £ — ‘V(aa — [ e ottimizzando rispetto
ad « (il minimo é raggiunto per o = 1/2) si ottiene

Sl(V) < —

r3)ra/2) e
d 16.
_47T 3/2 /\v )/ 2dz 6.73

In generale, in dimensione d si ottiene con procedimento analogo

> |Ex| ng,a/ [V (2)|"+ 2 dz 16.74
FEr<0 Rd

Teorema 16.20
Sia2<p<2* d>3. Siarzﬁ, 0<7:ﬁ_
Allora Ng(V) =0se per E <0

[JfsH

Va3 + Jlull3

16.76
[lull}

szr/ (V(x))%Jr'yda: <|E[" g, =inf
R4 u
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Dimostrazione
Si ha, utilizzando le disuguaglianze di Holder

(¥, Hy) > V913 = V-l 117

Definiamo

. _ d
fp=mfFy(u), Fplu) = [[Vulgllull3™, o=
w 2r
Per compattezza il minimo viene raggiunto: denotiamo con @ il punto di minimo.

Allora
(v, HY) > [|V[13 — £, IVE]l2] [ Vol )15 16.77

Riscalando @ si nota che
gp(@) = a~(1 - )21 £,(q) 16.78
Dalla (16.77) e (16.78) si ottiene
H>—g, "||Vll3

Confrontando con (16.75) si ha la dimostrazione del teorema 16.20.

Q

Nel caso di potenziali centrali ulteriori stime possono essere date sfruttando il
fatto che il problema agli autovalori per la hamiltoniana di Schrédinger puo
essere formulato come problema per un’equazione differenziale ordinaria, e cor-
rispondenti tecniche possono essere utilizzate.

Noi tratteremo brevemente solamente il caso di dimensione spaziale tre.

Se il potenziale ¢ radiale, la hamiltoniana commuta con il momento angolare.
Utilizzando coordinate sferiche una base di autostati ha la forma ¢;(|k|?, 7)Y} m (w)
dove Y} ,,, (w) sono le funzioni armoniche sferiche.

Le funzioni ¢; appartengono a L?(R*,r2%dr). Tradizionalmente si preferisce
porre ¢;(r) = ruy(r) con u, € L*(R*,dr) prestando attenzione alle condizioni
suu;ar=0er=o0.

L’equazione agli autovalori per la hamiltoniana di Schrédinger si riduce allora
all’equazione differenziale ordinaria

10+1)
T2

uf (I, r) = [[k[ + V(r) + Jur (K], 7) 16.79

Il problema agli autovalori per questa O.D.E. va supplementato con la condizione
che la funzione si annulli all’origine e all’infinito.
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La ricerca degli autovalori negativi é cosi ricondotta ad un problema di Sturm-
Liouville.

Le stime vengono spesso ottenute con metodi variazionali, e in questo caso
sonostime dall’alto. Cosi in particolare, denotando con N; il numero di stati
legati di energia negativa con momento angolare di modulo [ (stati in onda [ )
e indicando con V™ la parte negativa del potenziale (V =V — V_), si ottiene
[B52]

1 o
Ny < —— V_(r)d 16.80
1 < ST 1/0 rV_(r)dr

Altre stime sono state date da A.Martin [M7]

s} B [e%s) B 1
N <[ /O V) (r)r2dr /0 V. (r)dr]® 16.81
dove Vieps(r) =V (r) + l”jg” e da V.Glaser et al.[GT6]
e d
Vp>1 Ny < (20+ 1)1*21’017/ [—r%/*(r)]i’}%?r 16.82
0

Stime pit accurate e stime dal basso possono essere ottenute facendo piu det-
tagliate richieste sulla forma del potenziale.

APPENDICE 16A: IL METODO DI FESHBACH

Consideriamo ora brevemente un metodo per determinare gli autovalori di un
operatore autoaggiunto H su uno spazio di Hilbert H risolvendo un problema
non-lineare in uno spazio di Hilbert K pit piccolo (in generale, nelle applicazio-
ni, lo spazio K ha dimensione finita e la soluzione viene ottenuta con metodi
algebrici).

Questo metodo ¢ noto in Fisica (sopratutto in Fisica atomica) come Metodo di
Feshbach (o Applicazione di Feshbach , Feshbach map).

11 metodo & stato introdotto da Feshbach [F58] per studiare la hamiltoniana che
descrive lo scattering di una particella da un nucleo.

Nello stato finale del sistema saranno presenti molti canali, corrispondenti in
generale ad un cambiamento dello stato del nucleo (urto anelastico).

Se noi siamo interessati esclusivamente a descrivere lo scattering elastico, possia-
mo utilizzare un metodo simile al metodo di sostituzione di Gauss per eliminare
in forma implicita lo scattering inelastico.

Descriviamo brevemente il problema concreto di Fisica Nucleare che ha dato
orgine al metodo di Feshbach; ne daremo poi la versione astratta.

Il sistema complessivo che studiamo ¢ composto da un nucleo A di numero
atomico N e da una particella incidente.
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Indichiamo con z € R3 le coordinate della particella, con z, k = 1,.N le
coordinate delle componenti del nuceo. Lo spazio in cui lavoriamo &

LA (RN =H =M, @Ha, Hi=L*(R®), Ho=L*(R) 16A.1

Vogliamo risolvere 1’equazione di Schrédinger indipendente dal tempo

1
HO = E®,  H=Hsa[+I6TotV(@.X) X =(,.on)  To=—5-4A,
m
164.2

Supponiamo che H 4 abbia spettro discreto e sia 1, una base di sue autofunzioni.
Un generico elemento ¥ di H puo allora essere scritto nella forma

\I/:ZU]C(-%)'(/J]C(X), ukEHla ¢€H2 k:O71a"
k

Le proprieta di ortonormalita delle ¥, nello spazio Ho permettono di tradurre
la (16A.2) ) nell’equazione matriciale

(To + Vik(@) + & — B)ur(z) = = > Vjr(@)u(z) 16A.3
i#k
dove

V(@) = (65, Vi) = / 65, X),V(, X)ép(, X)dX

Se consideriamo ’equazione di Schrodinger dipendente dal tempo nell’ambito
della teoria dello scattering possiamo pensare che in un remoto passato I’atomo
si trovi nello stato 1.t

Traducendo questo (cum grano salis) nella teoria indipendente dal tempo (con-
siderando cioé le autofunzioni) ¢ utile estrarre da (16A.3) ) un’ equazione per
la sola funzione ug(z).

Indicando con @ il vettore colonna composto dalle ux, & > 1 la (16A.3) si
riscrive con Wy = (Vo.1, Voz...)

(To + Voo — B)ug = —Wo.®,  (H— E)® = —Wou, 16A.4

Risolvendo la seconda equazione in (16A.4) ) e sostituendo nella prima si ottiene
infine .
[To + Voo + Wo(E — H)'Wy — Elug =0 16A.5

che ¢ l'equazione stazionaria cercata.

In (16.A5) il termine Wo(E — H)~'W, & un operatore su L?(R?) che gioca il
ruolo di interazione effettiva.

Poiche il problema che si poneva Feshbach era un problema di scattering e quindi
una parte almeno dello spettro era continua, alcuni accorgimenti dovevano essere
utilizzati per rendere rigoroso il metodo.
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Il metodo di Feshbach ¢ stato raffinato e utlizzato da [BCFS03] per studia-
re gli stati legati ( o le risonanze) di un atomo in interazione con il campo
elettromagnetico (quantizzato).

Diamo ora la versione astratta di questo metodo.

Nella letteratura matematica questo procedimento va spesso sotto il mome di
metodo del complemento di Schur (Schur complement formula) e nella sua ap-
plicazione a equazioni differenziali lineari é conosciuto come problema di Grushin

Supponiamo che lo spazio di Hilbert ‘H sia decomponibile in modo naturale nella
somma diretta di due spazi di Hilbert

H=H1DHs

e decomponiamo conseguentemente 'operatore H di cui vogliamo studiare lo
spettro ottenendo la matrice

H={Hpy} hk=1,2 16A.6

Supponiamo che esista un insieme §2 tale che I'operatore Hs 5 — 215 o sia inver-
tibile per z € Q. Definiamo la funzione di risonanza (la terminologia proviene
dalla Fisica Nuclare) come l'operatore definito su H; da

Gl(Z) = 211,1 - H1’1 — HLQ(ZIQ,Q — Hg,g)_ng’l 16A.7

Nella terminologia usata spesso in matematica, questa funzione & detta comple-
mento di Schur.
E’ facile vedere per sostituzione che

z€0(H)<0€0(Gi(2)) 16A.8

e le molteplicita si corrispondono poiché

tr [ (¢ B = tr, 061 (Q(G Ol 164.9
dove v, = z + ee’, 0 <t < 27 con € abbastanza piccolo.

Il metodo di Feshbach provvede quindi un modo per determinare gli autova-
lori dell’operatore H dalla conoscenza delle soluzioni del problema non-lineare
Gl(z) =0.

Questo ¢ un problema algebrico se lo spazio H; ha dimensione finita.

La versione del metodo di Feshbach che risale a Schur ¢ la seguente: se vale

Hi1=P, Hip=R Hy)=-R 16A.10
allora P ¢ invertibile se e solo se Hy 5 € invertibile e si ha

P~'=Hyy—HisH,3Hy1, Hyy=-R,P'R_ 16A.11
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Il metodo di Feshbach puo essere generalizzato in vari modi.

Ad esempio la decomposizione dello spazio H puo essere fatta mediante operatori
che soddifano P? = P ma non necessariamente P* = P. La decomposizione
non risulta ortogonale, ma ¢ univocamente determinata)

Per ogni operatore chiuso e densamente definito H il cui dominio contene il
codominio di P definiamo

Hy,=PHP, H,=(I—-P)H(I-P) 16A4.12

Riguardiamo Hs come operatore su (I — P)H = Hs e assumiamo (che abbiamo
scelto P cosi che) l'inverso H, ! esista su Hs e sia limitato.
Supponiamo inoltre che

(I - P)Hy'(I— PYHP ~ PH(I — P)(Hy)"'(I — P)

siano operatori limitati.
Sul codominio di P l’applicazione di Feshbach &

Fp=PHP — PH(I — P)(H,)"'(I - P)HP 16A.13
e loperatore di risonanza risulta
Sp=P—(I-P)(Hy) "(I-P)HP 16A.14
Si ha l'identita
P¢=[I+ (I — P)(Hy)"*(I — P)YHP])Spgp Vo€ H

e quindi KerSp = KerP

L’applicazione di Feshbach cosi definita é isospettrale nel senso che se z appar-
tiene all’insieme risolvente di Hs (quindi Hy — z ¢ invertibile ) allora

0.(H — z) = 0.(Fp,(H — 2)) 16A4.15

dove o, indica indifferentemente lo spettro o anche lo spettro puntuale.
Inoltre si ha

P Ker(H —z) = Ker(Fp(H — 2)) dim Ker(H — z) = dim Ker(Fp(H — z))
16A.16
e le autofunzioni di H — z e di Fp(H — 2) si corrispondono secondo

Ker[(H—z)Sp| = KerFp(H—=z) Sp(z) = P—(I—P)(Hy—2)"'(I-P)HP
Queste relazioni si ottengono in modo elementare facendo uso della relazione

H=H, +Hy+PH(I-P)+(I—P)HP
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e delle identita di risolvente

1 1 1 1
K-H
)Kfz

Hfz_Kfz_Hfz(

valida quando tutti i termini sono ben definiti.

Il metodo di Feshbach puo essere messo in un contesto piti generale, ¢ spesso uti-
lizzato nello studio di sistemi che dipendono in modo analitico da un parametro
e provvede soluzioni che dipendono analiticamente dal parametro.
Questa generalizzazione viene detta talvolta problema di Grushin e non é richie-
sto che gli operatori siano autoaggiunti.
Il problema di Grushin ¢ un problema che viene posto in modo naturale nel
contesto di operatori differenziali.
Un esempio ¢ il problema di determinare la derivata normale al bordo della
soluzione di un problema ellittico in una regione 2 con bordo regolare 02 con
condizioni di Dirichlet inomogenee al bordo.
Il problema di Grushin puo essere formalizzato come problema di risolubilita di
un sistema lineare nel modo seguente: determinare la soluzione u,v (se esiste)
del problema

Pu+R_w=vw Riu=¢(¢

P:H —H, R :H —H R,:H —H, 16A.17

Se la soluzione esiste essa ¢ data da , con u; = u, us =v

U = ZHkhwh wy =V, Wy =2 16A.18
h

Nel caso che il problema riguardi la riduzione di un’equazione lineare (come
I'equazione di Schroediger) a un’equazione per un sottosistema, l'operatore Hj o
gioca il ruolo di Hamiltoniana effettiva .

In questo modo puo essere impostata I’approssimazione di Born-Oppenheimer
per la trattazione di un sistema con gradi di liberta veloci e gradi di liberta lenti

Per vedere come il metodo di Feshbach e il metodo del complemento di Schur
sono connessi al problema di Grushin, si consideri la seguente matrice a valore
operatori su H ® H;

Pii(z)=2—H Piag=—-P21=R Py5,=0 DH)®H, — HDH1
16A.19
dove
Ry =(I11, O12) R_=11,,021
Se zI1,1 — Hy,1 & invertibile, allora il corrispondente problema di Grushin ¢ ben
posto, e

HQ_]Q = 7(2]171 — H171 —+ H172(ZI272 — H272)71H211 = 7G1(Z) 16A20
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APPENDICE 16B: STIME SEMICLASSICHE

Cercheremo stime asintotiche della distribuzione degli autovalori negativi del-
loperatore di Schréodinger quando la parte negativa del potenziale ¢ molto
grande.

Queste stime sono dette semiclassiche ; poiché il numero di autovalori di —A +
A2V coincide con il numero degli autovalori di Hy = —h2A +V dove A= A~ 1,
si comprende 'origine di questa terminologia.

Notiamo che una lettura informale del principio di indeterminazione suggerisce
che il supporto della funzione di Wigner di una particella con energia non troppo
grande non possa essere minore di un cella dello spazio delle configurazioni di
lato A (si pensi all’approssimazione W.K.B.).

Risulta allora naturale considerare prima un problema ausiliario in cui si aggiun-
gono condizioni di Dirichlet ai bordi di cubetti di lato & situati nella regione in
cui V & negativo.

L’equazione di Schrédinger nei cubetti viene cosi disaccoppiata e in ciascun
cubetto 'operatore di Schrodinger corrispondente ha spettro discreto e il numero
di autovalori & di ordine 1.

Il numero di cubetti essendo O(h~?) risulta che il numero di stati legati per
l'operatore Hy ¢ O(h~%).

Una stima dell’errore che si compie nella determinazione del numero di auto-
valori negativi a causa dell'inserimento di condizioni di Dirichlet (detta stima
di confronto Dirichlet-Neumann, Dirichet-Neumann bracketing ) puod essere ot-
tenuta mediante il principio di min-max e il confronto di questa modificazione
con qualunque altra ottenuta ponendo altre condizioni al bordo.

Le stime del numero di autovalori negativi che si ottengono scegliendo diverse
condizioni al bordo differiscono tra loro solo per termini infinitesimi in e.

Da questo ragionamento euristico si puo concludere che nel limite semiclassico,
cioé quando h — 0, il numero di stati legati che dell’operatore —hA%2A + V, con
V abbastanza regolare sia data dal numero di ipercubi di lato A che riempono
la regione nello spazio delle configurazioni in cui V' é negativo.

Indicando con NP (V') il numero di stati legati (la dimensione della proiezione
spettrale di H = —h?A + V in (—o00,0]) ci aspettiamo pertanto che valga la
relazione

NO
lim h(dv) = (h)*d/ V_(2)|% da 16B.1
hA—0  h2 Rd
La ricerca del numero asintotico di autovalori negativi & detto problema di Weyl

Utili riferimenti bibliografici sono [Fo86] ,|[RS78]
La (16B.1 ) ¢ stata dimostrata da A.Martin [M72] per potenziali negativi con-
tinui a supporto compatto e successivamente estesa a casi piti generali.
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Posto
S,(V) =Y B 16B.2

E,;<0

cercheremo stime della forma

1
Sy(V) < CWW

/ |Hei(q,p)|"dg dp 16B.3
cl (q p)<0

dove con H.l(p, q) viene indicata ’'Hamiltoniana classica del sistema come fun-
zione del punto dello spazio delle fasi.

Stime di questo tipo, con riferimento allo spazio della fasi, sono state sviluppate
da E.Lieb utilizzando la rappresentazione attraverso l'integrale di Wiener del
nucleo dell’ operatore di Birman-Schwinger.

Indichiamo con dyg 4. la misura di Wiener sui cammini w(t) con w(0) = z e
w(t) =y.

Ricordiamo che questa misura permette di rappresentare la funzione di Green

relativa al semigruppo e® come

1 a _le—y?
/ B a() = () e 16B.4

Utilizzando la formula di Feymann-Kac ¢ possibile dimostrare [L76]

Teorema 16B.1 ( Formula di traccia (Lieb))

SiaV <0eV € LP(RY) + LI(R?) conp<q<ooep—fsed>3 p>1
sed=2ep=1sed=1.
Sia f una funzione nonnegativa, semicontinua inferiormente, con

f0)=0 lim z"f(z) =0

r—00

per qualche r < co. Definiamo Fy mediante

/ flay —dy 16B.5

Allora si ha

00 67|E\t

TrF(E) = /0 dt /R dps /0 tV(w(s))ds) 16B.6

Se f é una funzione convessa possiamo utilizzare la diseguaglianza di Jensen

[V <2 [ gaviets
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e ottenere, scambiando l'ordine di integrazione (teorema di Fubini)

TrF(FE) < /OO t7167|E‘tdtdu(0’0;t)/ F(V(w(s) + z))dz
0 Rd

Siccome la misura di Lebesgue ¢ invariante per traslazione, possiamo omettere
nell’ultimo integrale la dipendenza da w, ed eseguire I'integrazione sulla misura
di Wiener.

Otteniamo cosi la formula di traccia di Lieb

TrF(Kp) < %/ dtt "% “E‘t/f (tV(z 16B.7

¢

Diverse scelte della funzione f nella classe della funzioni convesse, nonnega-
tive semicontinue inferiormente, e conseguentemente della funzione Fy, danno
informazioni sulle funzioni

S, (V)= > |E 16B.8
E,<0

e quindi sulla distribuzione degli autovalori negativi di H.
In particolare ponendo E = 0 e facendo per ciascun valore di = il cambiamento
tV(z) — 7 si ottiene da (16B.7)

Jo© 75 f(s)ds
- fO —1e 9f 8)

La migliore stima si ottiene minimizzando il termine a destra su tutte le funzioni
ammissibili.

Si puo dimostrare che il minimo si ottiene scegliendo f(s) =0, s <b, f(s)=
s — b per qualche b > 0 e poi minimizzando rispetto alla scelta di b.

Notiamo che Sy(V) = No(V) (la somme di tutti gli autovalori minori o uguali

No(V) <

® (4m)~ % /Rd V_(2)|? d 16B.9

a zero).
In particolare si ottiene, per d > 3, le stime (V_ ¢ la parte negativa di V)
N(V) < C, / V_(2)|Fdz 16B.10
Rd
(diseguaglianza di Cwikel-Lieb-Rosenblum)
S B[ < cdﬁ/ V_(2)|$+7da 16B.11
i: ;<0 Rd

(diseguaglianza di Lieb-Thirring)
dove in quest’ultima disuguaglianza la costante < Cy - € finita (e indipendente
daV)se’yZ%perd:1,’y>0perd:2and720perd23.
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Per una dimostrazione rimandiamo a [RS86]

Nota 16B.1
Notiamo che se hamiltoniana classica & Heyqss = p> + V(q) la stima

Sy (V) < 01/ V- ()| 5+ 16B.12
Rd
¢ equivalente (dopo un’ integrazione sulle p ) a

sz [ [ |H (p, ) "dgdp 165.13
{H (p,q)<0}

Per v = 0 questa stima ¢é della forma

No(V) = 03// dqdp 16B.14
{H(p,q<0}

una espressione che suggerisce (dopo avere scelto unita di misura in cui £ ¢ il
valore della costante di Planck) che il numero di autovalori negativi per A molto
piccolo € pressoché uguale al numero di ipercubi di lato & contenuti nella regione
in cui H(p,q) <0.

A quest’espressione si arriva anche con tecniche di limite semiclassico; una de-
scrizione dettagliata di questo metodo per stimare il numero di autovalori nega-
tivi della hamiltoniana —hA?A + V (z) nel limite & — 0 si puo trovare su Folland
[F78]
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CAPITOLO 17

TEORIA DELLO SCATTERING IN MECCANICA
QUANTISTICA . FORMULAZIONI DIPEDENTE DAL
TEMPO E STAZIONARIA TEOREMA R.A.G.E. IL
METODO DI ENSS.

La teoria dello scattering, in Meccanica Quantistica come in Meccanica Classica,
descrive quegli effetti dell’interazione tra N particelle che possono essere misu-
rati quando le componenti del sistema sono cosi lontane tra loro da muoversi
senza interazione reciproca.

In questo Capitolo, ci limiteremo a descrivere un sistema composto da due punti
materiali quantistici interagenti tramite forze potenziali che dipendono solo dalla
posizione relativa dei due punti.

In questo caso il problema puo essere ricondotto a quello di un punto materiale
in interazione con una forza di natura potenziale.

Questo & un problema di gran lunga piu facile del corrispondente problema per
un sistema di N > 3 corpi, nel quale sono presenti diversi canali (il prodot-
to finale dell’interazione potrebbe presentare ad esempio stati legati di diverse
particelle).

La teoria dello scattering nel problema a due corpi in Meccanica Quantistica,
o equivalentemente la teoria dello scattering ad opera di forze di natura poten-
ziale, consiste essenzialmente nello studio della relazione tra il comportamento
asintotico per ¢ — £oo di uno stato sotto I’azione di due dinamiche, generate
rispettivamente dagli operatori autoaggiunti H; e Ha.

Noi tratteremo in dettaglio solo il caso in cui lo spazio ambiente & R?, entrambi
i sistemi sono descritti in coordinate cartesiane, la dinamica descritta da H; =
f%A é la dinamica libera di una particella di massa m e la dinamica descritta

da Hy = —%A + V(z) ¢ la dinamica della particella in interazione con un
campo di potenziale.

Trascuremo la presenza di spin e in generale sceglieremo unita di misura in cui
2m =h=1.

Faremo ipotesi molto stringenti sul potenziale V' (z), prima tra tutte che sia tale
che —%A + V sia autoaggiunto.

Faremo anche 'ipotesi che V() si annulli all'infinito abbastanza rapidamente
(ad esempio lim;| s [P V(7) = 0 per un opportuno valore di p > 1).

283
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La teoria si puo anche applicare se H; = —A + Vjer, dove Ve € una funzione
periodica abbastanza regolare delle variabili spaziali, e Hy, = H; + V con V
potenziale che si annulla rapidamente all’infinito (scattering di una particella
da un cristallo)

Gli stessi problemi di confronto possono essere posti quando il potenziale V (¢, x)
sia una funzione periodica in t di periodo T (e abbastanza regolare nella sua
dipendenza dalle variabili spaziali).

Non tratteremo quest’ultimo caso, limitandoci a notare che puod essere “essen-
zialmente riportato al caso in cui V non dipende dal tempo introducendo una
variabile 7 € [0, T] e considerando sulle funzioni T-periodiche ¢(t+7,-) = ¢(¢,-)
a valori in L?(R?) Poperatore (di Floquet) H, v

0
H.yv= ZE +A-V(rz)
definito (e autoaggiunto) su insieme denso in L*([0,7] x R3).
L’equazione di Schréodinger assume allora la forma

.0
it 2, 7) = Hob(ti 7, )

17.1 TEORIA DELLO SCATTERING: FORMULAZIONE DIPENDENTE DAL
TEMPO

Dati due operatori H; e Hs in uno spazio di Hilbert H, formuleremo la teoria
della scattering come confronto tra il comportamento asintotico “su tempi lun-
ghi” dell’evoluzione secondo Hs di un elemento ¢ € H data da e #H2¢ e quello
dell’evoluzione di due elementi ¢4 secondo la dinamica data da H; : e~ "H1¢, .
Ci chideremo sotto quali condizioni su ¢, Hy, Hsy esistano ¢4 tali che

- —iHst ) _ —iHyt _
t_lgrinooﬂe p—e ¢+]l2=0 17.1

Notiamo che mentre viene richiesto in (17.1) che esista il limite della differenza,
i limiti degli addendi non esistono in generale, almeno nella topologia .
Ad esempio, nel caso

H=IL*RY, H =-A Hy=-A+V(z), VeC® V(z)>0

le dinamiche hanno un proprieta dispersiva, nel senso che quando t — +oo si
ha, per ¢ nel complemento del supporto dello spettro discreto di Hy, k=1,2

. itHy _
Jim - sup | (€75 ¢ ) (2)] = 0

e quindi (17.1) confronta funzioni che al limite sono infinitesime dappertutto.
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Naturalmente la rapidita di convergenza a zero in un fissata direzione nello
spazio sara in generale diversa nei due casi ma l’analisi delle proprieta dello
scattering come fenomeno del second’ordine pud risultare molto complessa.
Per evitare questo problema, e poiché entrambe le dinamiche sono descritte
da gruppi di operatori unitari, si preferisce scrivere la (17.1) sotto le forme
equivalenti

tl}gloo eitHl 67itH2¢ _ ¢:t 17.2
oppure
t_lggoo ethz e—thl ¢:|: _ ¢ 17.3

Non & ovvio (e in generale non & vero) che i limiti indicati in (17.2), (17.3)
esistano per tutti gli elementi ¢ € H.
Nel dominio di esistenza del limite in (17.3) useremo la notazione

Wi(Hy, Hy) = lim e e7h
t—+too

Notiamo che vale, su un opportuno dominio
Wi (Hy, Hy)e " = =2y (Hy, Hy)

(gli operatori Wy (Hz, Hy) sul dominio di definizione intrallacciano le due dina-
miche).

In particolare il dominio di Wy (Ha, Hy) & invariante per il flusso descritto da
H,.

Conviene comprendere il significato di (17.2) e (17.3). Lo esemplifichiamo nel
caso che ci interessera nel seguito, cioé H = LE(R?), Hy = —Ae Hy = —-A+V
dove V & un potenziale con opportune proprieta di regolarita

L’esistenza di Wi (—A + V,—A) risponde alla domanda se, data un’evoluzio-
ne libera corrispondente a un dato iniziale, esista un altro dato iniziale la cui
evoluzione con interazione risulti asintotica (per ¢ — +oo rispettivamente per
t — —o0o ) all’evoluzione data.

Questo corrisponde in Dinamica Classica a chiedere se, data una traiettoria
rettilinea, esista un dato iniziale la cui traiettoria, sotto ’azione del potenziale
V, sia asintotica alla traiettoria data.

L’esistenza di Wi (—A, —A 4 V) risponde alla domanda se 1’ evoluzione sotto
lazione di —A + V a partire da un dato iniziale sia asintotica per ¢ — +00 o
per t — —oo a un’evoluzione libera.

Appare evidente che se il dato iniziale corrisponde ad uno stato legato per il
potenziale V' questa domanda avra risposta negativa. Il dominio dell’operatore
Wi(—A,—A+ V) escludera certamente gli stati legati del potenziale V.
Scopo di questo capitolo ¢ determinare le condizioni sotto cui questi sono i
soli stati esclusi e ogni comportamento libero puod essere ottenuto scegliendo
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opportunamente il dato iniziale (il dominio di Wi (—A + V,—A) & tutto lo
spazio di Hilbert).

Per confronto, notiamo che in Dinamica Classica € possibile trovare potenziali
limitati che non hanno stati legati e per cui il limite non esiste, o esiste in una
sola direzione del tempo (potenziali intrappolanti).

Definizione 17.1
Se lo spettro di H; & assolutamente continuo (come ¢ il caso se H; = —A)
definiamo operatore d’onda (wave operator), relativamente alla coppia Ha, Hi,
loperatore
Wi(Hy, Hy) = s — lim e/H2 =it 17.4

Se lo spettro di H; non é assolutamente continuo, la definizione degli operatori
d’onda va opportunamente generalizzata.

Indichiamo con Hj 4. C H il sottospazio (chiuso) di assoluta continuita per Hy
definito da

Hl,ac = {Qb € H : (El()‘)d)ﬂzs) S Cac}

dove F1(A) ¢ la famiglia spettrale di Hy e Cq. € lo spazio delle funzioni assolu-
tamente continue.
In questo caso definiamo operatori d’onda generalizzati i limiti

Wi(Ho, Hy) =s— lim etz o—itH 1) 17.5

t—+oo

dove II; ¢ il proiettore ortogonale su Hi 4.

¢

Nota 17.1

Se Hy = —A lo spettro é assolutamente continuo e quindi in questo caso I1; = I
e la definizione di operatore d’onda per la coppia Ho, H; si riduce a quella data
in (17.4).

Nel caso Hi = —A + V T'operatore H; pud avere spettro in parte puntuale
(gli stati legati) e anche spettro in parte singolare continuo; in questo caso &
essenziale fare riferimento a (17.5) per definire gli operatori d’onda.

&

Dalla definizione segue che
Wi(Hy, H)Wx(Hz, Hy) =11

dove II; ¢ il proiettore sul sottospazio di assoluta continuitd della misura spet-
trale di Hy .

Definizione 17.2. Matrice di Scattering
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Sugli elementi ¢_ € D(W_(Haz, Hy)) taliche W_(Hs, Hy)¢_ € D(W(Hy, Hs))

definiamo Papplicazione S(Hs, Hy)
(b_ — ¢+ = S(HQ,Hl) ¢_ = W+(H1,H2)W_(H2,H1)¢_ 17.6

Nel caso H = L*(R?), H; = —A, Hy = —A +V l'operatore S(Hy, Hy) & detto
operatore di scattering o pit comunemente matrice di scattering .

&
Dalla sua definizione risulta che e~#H1§ = SeitH1,
Con le notazioni (17.1) 'operatore S é Papplicazione ¢ — ¢ e rappresenta
I’ampiezza di probabilita che un sistema, di cui é dato il comportamento libero
nel remoto passato, abbia nel remoto futuro uno specifico comportamento libero.
L’ aggiunto S* & definito sul dominio di W, (H;, H2) e su opportuni domini
valgono le identita

S(Hy,Hy) = Wi (Hy, Hy) W_(H2, Hy) S*(Hy, H) = W*(Hy, Hy) W4 (H2, Hy)

Nel caso in cui H; = —A e Hy = Hy +V (quindi H; descrive una propagazione
libera) per l'interpretazione fisica che daremo in appendice B l'operatore S deve
essere unitario.
Questo implica

Range W (Hs, Hy) = H = Range W_(Hs, Hy) 17.7

Nel caso dello scattering da potenziale le ipotesi che faremo su V' hanno lo scopo
di garantire V’esistenza degli operatori d’onda e la validita di (17.7).

Nota 17.2
Conviene formulare il problema dello scattering riferendosi a due hamitonia-
ne Hy e Hy anziché ad una hamiltoniana libera ed un altra con interazione ;
questo mette in luce il ruolo simmetrico giocato dalle due hamiltoniane, e inoltre
permette di formulare la regola di incatenamento (chain rule) che permette di
dedurre l'esistenza dell’operatore d’onda per la coppia di hamiltoniane (Hs, Hi)
dalla conoscenza degli operatori d’ onda per le coppie (Hz, Hs) e (Ho, Hy).
&

L’analisi precedente ha messo in luce i due problemi fondamentali nella teoria
dello scattering in Meccanica Quantistica:

i)
Esistenza dell’operatore d’onda
ii)

Completezza asintotica : Range W_ = Range W

Nota 17.3
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Un altro problema interessante & il problema inverso di scattering. Dati
Poperatore unitario S e l'operatore H; si tratta di determinare 1’esistenza ed
eventuale unicita di un operatore Hy per il quale vale (17.5).

Per un’introduzione generale si puo vedere ad esempio [GL55].
Un semplice esempio che dimostra come la proprieta dispersive siano importanti
per lo scattering inverso ¢ il seguente (G. Schmidt).

Siano
H, = —ii H, = —ii +V(x) H = L*(—o0, +00)
1 — dxv 2 — dz ) - )
Allora ‘
(e o)(x) = oz — 1)
€ xr
Hy=U"'H, U U=¢"®  Pp)= / V(y)dy
0
Ne segue

e—itHz _ U—l e—itHl U
e quindi poiché e et = giP(z+1)
(eitHz o=itH1) () = (ilPE+D=P@) y( 1) = ¢f I V)dy ()
In questo caso W sono operatori di moltiplicazione

Wis (H, Hy) = ' Jo ™ Vs

(esistono se il limite indicato esiste, in particolare esistono se V appartiene a
L') ed S ¢é loperatore di moltiplicazione per un fattore di fase

S = efi S22, V(x)da

In questo caso il problema dello scattering inverso non ha soluzione unica, perché
la fase dipende solamente dall’integrale del potenziale V (x).

Al contrario, per 'equazione di Schrodinger (che ¢ dispersiva) si dimostra che
nel caso di potenziali di corta portata (le definizioni esatte verranno date nel
seguito) il potenziale ¢ univocamente determinato dalla conoscenza della matrice
S.

Daremo una traccia di dimostrazione nell’appendice A.

&

Un primo risultato semplice ¢é il seguente teorema, dimostrato per la prima volta
da Cook e successivamente perfezionato da Kuroda [Ku]

Teorema 17.1 (Cook, Kuroda)
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Supponiamo che esista un insieme denso D € Hj 4. in cui siano verificate le
seguenti proprieta

a)

per ¢ € D esiste to (che pud dipendere da ¢) tale che

e”hy e D(H)ND(Hy), toy<t<-+oo

b)
(Hy — Hy)e 16 ¢ continuo in ¢ (come elemento di H) per t € (tg, 00)

)

/ |(Hy — Hy)e 1|5 dt < 0o 17.8

to
Allora esiste W, (Ha, Hy). Analoghe affermazioni sono vere per W_(H,, Hy).
¢
Dimostrazione
SepeD et s >ty vale
d

%(eitHg e*itHl ¢) — Z'eitHz (H2 _ Hl) e*itqus

Pertanto per t > tg

t
eitHze—itH1¢ — eitnge—it0H1¢ + Z/ eiTHQ (H2 _ Hl) e_iTH1¢dT
to
Se ¢ € D per le ipotesi b) e ¢) l'integrale a destra converge per ¢ — oo quindi
esiste
lim eitH2 efitH1¢
t——+oo

poiché gli operatori che intervengono sono uniformemente limitati, il limite esiste
in tutto H1 qc.

Q@
Nota 17.4
Se
H=L*R} Hy=-A Hy=-A+V
la (17.8) si legge
/ |V (z)e*¢||2 dt < oo 17.9
to

In questo caso D puo essere 'insieme delle funzioni le cui trasformate di Fourier
sono in C§° e la verifica di (17.9) per potenziali abbastanza regolari segue da
stime dispersive (nello spazio delle configurazioni) per le funzioni e*ikgtqb(k)‘



TEORIA DELLO SCATTERING IN MECCANICA QUANTISTICA .
FORMULAZIONI DIPEDENTE DAL TEMPO E STAZIONARIA
290 TEOREMA R.A.G.E. IL METODO DI ENSS.

Per t # 0 gli operatori et sono operatori integrali il cui nucleo ¢ dato
esplicitamente da

o)) = ) [ e ot a

47t
Ne deduciamo

(e ) (z)| < (:mf) / l6(y)| dy 17.10

da cui

/ |(Hy — Hy)e 16|, dtg/ 7”@‘1”‘/3”2 dt = C/ e 1711
1 1 (4mt)z 1 t2

Quindi la condizione iii) ¢ soddisfatta se V' € L?(R?) prendendo come dominio
denso L?(R3) N LY(R3).

Si puo dimostrare che anche le condizioni i) e ii) sono soddisfatte se V € L?(R3)
e quindi gli operatori d’onda esistono in questo caso. Utilizzando una disu-
guaglianza di Holder in (17.11) anziché la disuguaglianza di Schwarz e tenendo
presente che t~% € L(1,00) se a > 1 si vede che la condizione su V puo essere

indebolita a |V( )|
X
P g < >0
/R3 ()i =% €

&

Nota 17.5

Da (17.10) si deduce che (e~ *H1¢)(x) come funzione della variabile x tende
uniformemente a zero quando ¢t — Fo0.
Ci si riferisce a questo dicendo che la hamiltoniana Hy ha una proprieta disper-
siva (a differenza ad esempio dell’equazione delle onde).
Sotto ipotesi abbastanza poco stringenti sul potenziale V(x) si dimostra che
questa ¢ una proprieta anche della soluzioni dell’equazione di Schrédinger con
potenziale V' (x) che sono nello spettro assolutamente continuo di —A + V.
Dal teorema di Cook-Kuroda segue allora 'esistenza di Wi (A, —A + V).
Questo é importante perché 'esistenza di quest’operatore provvede il compor-
tamento asintotico delle soluzioni dell’equazione di Schrédinger con potenziale
V().
Dalla dimostrazione che abbiamo dato del teorema di Cook-Kuroda, si ve-
de quindi che la proprieta dispersiva & importante per dimostrare ’esistenza
dell’operatore di scattering.
Per altri aspetti della teoria dello scattering, ¢ anche importante dimostrare
che, a parte il fattore comune t_%, il decadimento a zero non é uniforme nelle
direzioni spaziali ma dipende dallo stato iniziale ¢q, cosi che, premoltiplicando
per t%, rimane traccia del dato iniziale.
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In particolare abbiamo dimostrato nel Capitolo 3 che se ¢ € L?(R?) ¢é sufficien-
temente regolare si ha

. % —itHo 4 jasint — :_i
Jim t2 [l 0) — " ()]l = 0 Hy = —5—A

dove

¢asint(t)z -m 61%5(@)

(g/Z)\ ¢ la trasformata di Fourier di ¢).

Se la trasformata di Fourier di ¢ ha supporto in un intorno molto piccolo di kg
e si riscala e~ "0 per un fattore t3 si ottiene una funzione che ha supporto
essenziale in un cono con vertice all’origine, asse ko = % e piccola apertura
angolare.

Dunque lo stato asintotico rappresenta una particella che si propaga liberamente
nella direzione kg.

&
Nota 17.6
Nel seguito indicheremo con il simbolo Wy l'operatore Wy (Ha, Hy)
&
Lemma 17.2
Poniamo Hy — H; = A € B(H) e W(t) = eitHzeitH,
Allora, se esiste W, per ogni ¢ € H1 4 si ha
Wy —W(t)p||2 = -2 Im / (eH Wi Ae~H1gp ¢)ds 17.12
¢
o
Dimostrazione
Per definizione si ha
(W, —W(t)p = z/ esHz2 A emisH1g s 17.13
t
Ma siccome W (t) ¢ unitario e W, isometrico
I(W4 = W(E)gll3 = 2Re (Wy — W(t)) ¢, W40)
Da questo e da 17.13 segue 17.12.
@

Dall’esistenza degli operatori d’onda si deducono alcune proprieta di equivalenza
unitaria.
In particolare
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Teorema 17.3 (Dollard, Kato)

- Se loperatore W, (Ha, Hy) esiste, esso & un’isometria parziale con dominio
Hi,qc € codominio My = W, Hi g C Hagc-

- Il proiettore ortogonale £ su W, H; 4. commuta con Hj.

-Vale 'equivalenza unitaria tra la restrizione di H; a Hi 4. € la restrizione di
H2 a W+’H17ac.

In particolare lo spettro assolutamente continuo di Hy & contenuto nello spettro
assolutamente continuo di Ho.

Risultati analoghi valgono se W_ esiste.

Se Wy e W_ esistono entrambi, allora S = W} W_ commuta con H;.

Dimostrazione
Dalla definizione segue che W; W, =11, e W, W} =&,.
D’altra parte, come gia osservato nell’introduzione al presente capitolo,

et W, =5~ tlim W (t+ s)esHr = W et
— 00

Moltiplicando entrambi i membri per e=%*, Imz < 0 e integrando in s da 0 a
+00o (cioé prendendo la trasformata di Laplace) si ottiene

(Hy —2) ' Wy =W, (Hi —2)"
Da questo si deduce
W+ H, C Hy W+

Per dualita
W_T_ Hy C Hy Wi
e quindi
S+ H2 = W+ Wji H2 C W+ H]_ Wi = H2 (‘:+ 1714

Questo dimostra che £, commuta con Hy e quindi M riduce Hs.
E anche che &4 Ho £ = Hy &5
Vale quindi l'uguaglianza in (17.14). Moltiplicando per £ a destra si ottiene

Hy Wy =&, Hy E W, =W, Hy 1Ly 17.15

In particolare da (17.15) si deduce che Hi 4. € unitariamente equivalente alla
parte di Hj 4. che agisce su M e in particolare che 04c(H1) C 0gc(Ha).
Risultati analoghi si hanno per W_ quando quest’operatore esiste.

Q

Dalle formule precedenti segue il seguente

Corollario 17.4

Se W (Ha, Hy) esiste si hanno le seguenti convergenze in senso forte
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eitH2 e—itHll—[l e W+, eitHl e_itH2£+ e Wi
e*itHQ W+ o efitHl Hl —g 0, eitHl e*itHQ W+ 5 Hl
(W4 — De 11, —, 0, (Wi —1De ™ 1 -, 0

eitH W, e~ itH . eitH Wj; e~ itH =, 1

1—E&)e ™I —,0, (1-1I)e ™11, -, 0

Dimostriamo ora la chain rule .

Teorema 17.5 (chain rule)
Se Wi (Hs, Hy) e W, (Hs, Hy) esistono entrambi, allora esiste W, (Hs, Hy)
e si ha W+(H3,H1) = W+(H3,H2)W+(H2,H1).
¢

Dimostrazione
Il limite forte di una successione di prodotti di operatori chiusi e limitati

coincide con il prodotto dei limiti forti delle successioni dei fattori. Pertanto si
ha

W (Hs, H))Wy(Ho, Hy) = s — lim eHaemHz TeitHze=thy 1716

t——+o0

poiché II; commuta con H; dalla formula precedente si ottiene
Wi (Hs, Hy)Wy(Hy, Hy) = s — thm ettHs H26—itH1H1
— 00

D’altra parte,

W (Hs, H)) = s — lim e ety
t—+o0

Sara pertanto sufficiente dimostrare

5 — lim e (I —TI,) e 1 T, = 0
t—o0

itng

Per l'unitarieta di e —itHz ¢ equivalente dimostrare (Hy e Iy commutano)

s — lim (I —TIy) ez ¢~ I =
t—o00

Ma Range W, (Ha, H1) C Ha,qc- Quindi (I — o)W, (Hs, H1) = 0.

Definizione 17.5
L’operatore d’onda W (Hs, Hy) ¢ detto completo se

W+(H2,H1)H EHZQC 17.17
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¢
Se entrambi W, e W_ esistono e sono completi, allora si ha
Range W, (Hs, H1) = Range W_(Hz, H1) = Ha,q4c 17.18
Ne segue che
S(Hy, Hy) = W} (Hz, Hy) W_(Hy, Hy) 17.19

é un operatore unitario da Hq qc @ H2 qc-

Un semplice corollario del teorema della chain rule é in seguente:

Proposizione 17.6
Se W, (Hy, Hy) e W, (Hy, Hs) esistono entrambi, allora essi sono completi.
Analogamente per W_.

%

Notiamo che nell’analisi dell’esempio che abbiamo dato precedentemente ab-
biamo utilizzato ’espressione del nucleo intergale di e~*1 o equivalentemente
delle autofunzioni generalizzate di Hy.

Indichiamo con questo nome le soluzioni dell’equazione Hi1¢Yg = Eyp per E
nello spettro continuo di H;.

Per dimostrare in questo modo 'esistenza di W (H;, Ha) avremo allora bisogno
allora di un buon controllo delle autofunzioni generalizzate di H = —A + V;
queste funzioni, regolari tranne al pit nei punti di singolarita di V(z), non sono
a quadrato sommabile.

Un teorema che puo essere dimostrato senza far uso dettagliato delle proprieta
delle funzioni d’onda generalizzate ma al tempo stesso ¢ abbastanza generale
per coprire molti casi di interesse fisico ¢ il seguente
Teorema 17.7 ( Kato) [K80]

Se H = Hy — H; ¢ di classe traccia allora gli operatori d’onda generalizzati
Wy (Ha, Hy) esistono e sono completi.

¢

Dimostrazione
Ricordiamo che un operatore compatto e autoaggiunto A puo essere scritto
nella forma

o0
Ap = en(fn:®)fn, ER 17.20

n=1
dove {f,} & una base ortonormale completa e lim,,_, ¢, = 0.
L’operatore ¢ di classe traccia se ) |cp| < o00.
Denotiamo con A, la somma dei primi n termini della (17.20) e sia H™ =
H, + A, cosi che H" — H™! ¢ di rango uno.
La chain rule suggerisce di dare prima la dimostrazione del Teorema 17.7 nel
caso in cui A sia un operatore di rango uno, e poi iterare.
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Ricordiamo che gli operatori d’onda agiscono tra sottospazi di assoluta conti-
nuita e che, per il criterio di Weyl, lo spettro assolutamente continuo di H™ non
dipende da n (poiché gli operatori corrispondenti differiscono per un operatore
di classe traccia) e coincide con lo spettro assolutamene continuo di Hj.
Indichiamo con II la proiezione ortogonale su questo sottospazio.

Nella Proposizione 17.8 dimostreremo il Teorema 17.7 per il caso in cui A é un
operatore di rango uno. Assumiamo per il momento la tesi della Proposizione
17.8 e completiamo la dimostrazione del Teorema 17.7.

Notiamo che la Proposizione 17.8 e un’applicazione iterata della chain rule per
operatori di rango uno assicurano che W,, + = Wy (H™, H""!) esiste per ogni
n.

Usando la notazione W, (t) := etH" —itH" ™" " qalla (17.12) si deduce per ¢ €
ITH

Ty
t

dove H™ — H" 1 = ¢,,(fn, ) fn per un opportuno elemento f,, € H. Quindi

o PP 1/2 [° w 1/2
Wn *Wn 2 < isH  fn 2d isHy On 2d
VoWl < [ [l 0 pPas] ™ [ e, g, ds]

t

dove abbiamo posto g, = (W,F)* f,.
In modo analogo si ottiene

W (Ha, Hy) = e 2e o] 3

<2} el / (e, £)[Pds] /2] ekl / (71", g)2ds] "/
n=1 t k=1 t

17.21
Dimostriamo che per ¢ in un insieme denso di IIH il temine a destra dell’equa-
zione (17.21) ¢ limitato.
Infatti si ha per ogni operatore autoaggiunto H con schiera spettrale E(\)

/ (e, f)[2ds < 2m 6] [1£112 17.22

— 00

dove
d (E(\)¢, ¢)
d\

La (17.22) segue dal teorema di Parseval e dal fatto che

qu||2 = esssup
A

| emame na

— 00

¢ la trasformata di Fourier di -%(E(\)¢, f).
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Se [|¢|l2 < oo dalla (17.21) deduciamo
(Wt = Wa ()2 < 0112 (Bl All1) * 0(t, ¢)'/2 17.23

dove abbiamo posto
- > —18 2
n(t, ) zZm/ (e g, 1) ds < 2x]l6)% | AlL
k=1 t

Da (17.23) e dalla disuguaglianza triangolare ricaviamo anche
[(Wa(r) = Wa(t)sll2 < 162 x| ANV (', ¢)V* +n(re)/*)  17.24

Possiamo adesso passare al limite n — oo.
poiché ||A—A,| — 0, si ha convergenza in norma di e?*#" ad e*H2 e da (17.24)

(W (&) = W(r)oll2 < 6l1% Sl All)YE it )2 +n(m. )] 17.25

Quest’ultima diseguaglianza dimostra che lim;_,, esiste se ||¢]|| < oco.

Notiamo ora che I'insieme delle ¢ € II'H per cui ||¢]| < oo & denso in H gc.
poiché le W (t) sono uniformemente limitate ne segue che il limite esiste per
¢ € Hi qc. Pertanto esiste lim;_,o, W(t) Il = W,..

Analogamente si dimostra che esiste W_(Hs, Hy). Scambiando il ruolo di Hy e
H, risulta dimostrata anche lesistenza di Wi (H;, H2). Questo termina la di-
mostrazione del Teorema 17.7 a condizione che si sia dimostrata la Proposizione
17.8 che enunciamo ora.

Q

Proposizione 17.8
Se Hy — H; = A & un operatore di rango uno per I'mz # 0 allora gli operatori
d’onda generalizzati Wy (Ha, Hy) e W (Hy, Ha) esistono e sono completi.

¢

Dimostrazione

Dividiamo la dimostrazione in alcuni passi.
a)

Come primo passo diamo la dimostrazione nel caso in cui lo spazio di Hilbert
H ¢ lo spazio L?(R, dz), Poperatore H; ¢ definito da H; u(x) = zu(z) e 'opera-
tore A = Hs — Hy & Poperatore di rango uno definito da (4 u)(z) = (u, f) f(x)
con f(x) regolare, rapidamente decrescente per x — +o00.
Per dimostrare che in questo caso gli operatori d’onda W (Hs, Hy) esistono, ba-
sta verificare che le condizioni sufficienti date nel Teorema 17.1 sono soddisfatte.
Si ha

1A e rully = || f]2

/OO e y(x) f(x)de 17.26

— 00
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Se u(z) & regolare e decresce rapidamente all’infinito, la trasformata di Fourier
di uf decresce rapidamente all’infinito, e quindi I'integrale in (17.26) ¢ finito.
poiché I'insieme delle funzioni u(x) con le proprieta descritte ¢ denso in L?(R, dz),
le ipotesi del teorema 17.1 sono soddisfatte.
b)

Per generalizzare la dimostrazione al caso di f € L?(R,dz) notiamo che
utilizzando il Lemma 17.2 e la disuguaglianza di Schwarz si ha

[e%s} 1/2 o) 1/2
Weu-we P <2 | [ e ppas] | [T e wpas
' ' 17.27

Questi integrali sono finiti, come si vede dal fatto che la disuguaglianza di
Parseval provvede la stima

/|@M%$mW@§%WWWi

dove ||ul|s @ finita perché u & limitata per ipotesi.
poiché W7 ¢ isometrico possiamo maggiorare il secondo fattore con C' ||u||«. Da
(17.27) otteniamo

W (r)u—W(t)ul2

0o 1/4 %) 1/4
<®m”4w%2OJ)Kf“mmﬁF%] +L/|@”“WJN%{ )
t T

17.28
La disuguaglianza (17.28), che non fa riferimento agli operatori W e dipende
solo dalla norma L? della funzione f, si estende per densita a tutte le funzioni
f € L*(R,dx).

c)

Il Lemma 17.8 rimane vero se H; é un operatore autoaggiunto in uno spazio
di Hilbert H e Hop = H1¢ + (f,¢)f con f € H.
Per vedere questo, sia II; la proiezione sullo spettro assolutamente continuo di
H;. Poniamo f= g+ h, g=1I1f.
Per ipotesi g € H1 4 € quindi g pud essere rappresentato da una funzione g(z).
Consideriamo prima il caso in cui g(z) sia regolare e decresca rapidamente
all’infinito. Allora possiamo procedere come nel caso a), sostituendo f con
g.
Nel caso g(z) non sia regolare e non si annulli rapidamente all’infinito, si procede
per approssimazioni, come nel caso b), visto che le stime di convergenza valgono
per continuita su tutto Hi gc-
d)

Consideriamo il caso Hy = H1+A, con A operatore di rango uno. Discutiamo
prima il caso in cui H consiste in L?(S, dz) con S un boreliano di R* e Hyu(z) =
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Dimostreremo anche in questo caso che W, (Ha, Hy) esiste.
Notiamo che H puo essere riguardato come un sottospazio di H' = L?(R,dx)
ponendo f(x) =0 perxz ¢ S.
Sia H] definito come estensione massimale dell’operatore di moltiplicazione per
la coordinata x. Allora il sottospazio H riduce H' e la riduzione coincide con
H.
Sia Hy = H} + (-, f)f. Allora anche H} ¢ ridotto da H e la riduzione di e~z
e di e""H1 coincidono rispettivamente con e~z ed e~ iH1,
Ma dalle considerazioni precedenti sappiamo che esiste W/ = s—lim;_, €
e ne consegue per riduzione Vesistenza di W, (Ha, Hy).
Ancora possiamo considerare il caso in cui lo spettro di H; non sia assolutamente
continuo, considerano la decomposizione del vettore f come somma della sua
proiezione sulla parte dello spettro di H; che é assolutamente continuo, come
fatto sopra.
e)

Consideriamo infine il caso generale, senza ipotesi sulla struttura di H.
Sia H; un operatore autoaggiunto su di uni spazio di Hilbert 7. Poniamo

—itHj itH)

Hyp=Hio+ (f,0)f, feEH 17.29

Denotiamo con H, il piu piccolo sottospazio di H che contiene f e riduce Hj.
Sia Il il proiettore ortogonale su Hy.

1l sottospazio Ho puo essere caratterizzato come la chiusura dell’insieme di ele-
menti in H che sono della forma E;(\)f (per ogni A reale Ej(A) & la schiera
spettrale di Hy).

Ne segue che anche H; é ridotto da Hg e si ha

Hy Ilg u = Hy H0u+(l'[0u7f), fEHo

Indichiamo con Hj il sottospazio di H ortogonale a Ho.
11 sottospazio 7-[0L riduce H; e anche Hs, e per u € ”HOL si ha Ho u = Hy u.
Per dimostrare Vesistenza di W, (Ha, Hy) & quindi sufficiente considerare sola-
mente vettori in Hg e quindi ridursi al caso in cui Hg = H.
Sia

f=g+h g=IL1f, h=U-1L)f 17.30
dove come precedentemente II; & il proiettore sul sottospazio di assoluta conti-
nuita per Hi.
Dalla costruzione che abbiamo effettuata deduciamo che H;j q. & sotteso dai
vettori della forma E()\) g.
Ne segue che Hj 4. € la chiusura dei vettori della forma

o(Hy)g = [ | oo dE(A)] g 1731
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con ¢ boreliana. Ma si ha

(61(HL), o (Hy)) = /S (1 (), o (A))dA
dove per k=1, 2

w) = o) sz, o = AN 9.9) 17.32

e abbiamo indicato con S il boreliano composto da tuttii A per i quali W

esiste ed € positiva (ricordare che g € Hi q4c)-

Se ¢ varia su tutte le funzioni misurabili limitate, )(\) sottende un insieme
denso in L?(S). Pertanto possiamo identificare Hi 4. con L?*(S) mediante la
corrispondenza ¢(Hy) : g — 1.

In questa realizzazione di H; o, 'operatore H; ¢ rappresentato dalla moltiplica-
zione per x.

Ci siamo cosi ricondotti ai casi particolari considerati precedentemente. Questo
termina la dimostrazione della Proposizione 17.8.

Q

Nota 17.7
Il teorema 17.7 & importante perché dimostra che la teoria dello scattering
descrive anche il moto asintotico in un cristallo con impurita localizzate.

Basta prendere
Hy = -A 4 Vper, Hy = Hy + W(x) 17.33

con Vyer € L2, e W tale che |W (x)[*/2(1 — A)~! sia di classe traccia.

Sotto le ipotesi fatte su H; lo spettro di H; é assolutamente continuo (e com-
posto in generale da bande).

Pertanto anche in questo caso gli operatori d’onda W esistono e sono completi
(il loro domino é 'intero spazio di Hilbert e il loro codominio ¢ il sottospazio di
assoluta continuita per Hs).

Inoltre 'operatore di scattering é unitario.

&

Nota 17.8
Vedremo analizzando la teoria dello scattering indipendente dal tempo che
lipotesi Hy — Hy € Jy (di classe traccia) pud essere sostituita con Iipotesi pit
debole (Hy — Hy) € Jo (di Hilbert-Schmidt).
Per questo é sufficiente ad esempio che V € L' N L2
&

I conveniente generalizzare il risultato precedente e considerare l'esistenza degli
operatori W per hamiltoniane che siano funzioni opportune di H; e Hy. Questo
portera a condizioni pit generali sotto le quali esiste Wy (Ha, Hy).
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Una classe di funzioni permesse si puo ricavare utilizzando in modo opportuno
il seguente lemma; la relazione con il problema in esame sara evidente nel corso
della dimostrazione.

Lemma 17.9

Sia ¢(\) una funzione su R a variazione localmente limitata, con la proprieta
che sia possibile suddividere R in un numero finito di sottointervalli aperti I,
(escludendo quindi un numero finito di punti) tali che in ciascun Iy la funzione
¢ sia differenziabile con derivata prima continua e positiva.

Allora per ogni w € L?(R, dx) si ha per ogni s > 0

o0
27 w3 > /
0

dove l.i.m. sta ad indicare il limite in media.
Inoltre il termine a destra converge a 0 per s — co.

[e%s} 2
Lim. / eI N gy (N)dA| dt 17.34

— 00

¢

Dimostrazione

Sia X l'operatore su H = L?(R) dato da X u(x) = z u(z) e indichiamo con
F la trasformata di Fourier.
Il termine a destra in (17.34) é uguale a

2 7r/ |6, F e 35Xy at
0

dove abbiamo indicato con £, la funzione indicatrice del semiasse positivo

La disuguaglianza in (17.34) & quindi ovvia, e la convergenza a zero & equivalente
as—limp,o0 &4 F e ise(X) =,

Ne segue che possiamo limitarci a dimostrare la convergenza a zero per fun-
zioni che appartengono a un dominio di essenziale autoaggiuntezza per X, e in
particolare a funzioni indicatrici di intervalli finiti.

Possiamo inoltre considerare solo intervalli (a,b) in cui la funzione ¢ ¢é differen-
ziabile con continuita. Allora si ha

b b
L d ..
o(t,s) = / e MATISN I\ = ¢ / (t+s¢’()\))_156_”’\_15¢(’\)d>\ 17.35

Se t, s > 0 la funzione ¥(\) = (t + s ¢'(\)) ! & positiva e a variazione limitata,
per le ipotesi che abbiamo fatto sulla funzione ¢.
La sua variazione totale in [a, b] soddisfa

s < M
(t+cs)? ~ e(t+ces)

b
/ dp(N)] < M

dove M ¢ la variazione totale di ¢’(\) in [a, b] e ¢ ¢ il minimo valore che assume
@'(N\) nello stesso intervallo.
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Integrando per parti il termine a destra nella (17.35) si ottiene

2 M
olt.9)] < () +00) + [ lav)] < T

Ne segue

s

e8] 2
/ lu(t, S)‘th < M
0

Q

Utilizzando il Lemma 17.9 dimostriamo ora il seguente principio di invarianza

Teorema 17.10 (principio di invarianza)
Siano Hs, H; operatori autoaggiunti con Hy — H; € J;. Sia ¢ una funzione
su R con le proprieta descritte nel Lemma 17.9. Allora gli operatori d’onda
generalizzati W (¢(Hs), ¢(H;)) esistono, sono completi e sono indipendenti da
o.
In particolare essi sono tutti uguali a Wi (Hs, Hy) come si vede prendendo
d(A) = A

¢

Dimostrazione
Notiamo che abbiamo dimostrato precedentemente che posto A = Hy — Hy

W u =W (t) ullz < [lul|(8 7 || A1) 17.36

per u nel sottospazio di assoluta continuita per Hs , dove ||Al|; & la norma di A
in classe traccia e

d(E(MN)u,u)
2 )
[[ul|* = ess R —
Ponendo v = e~*¢(H1) 4 notiamo che ||v| = |Ju]|.

Ponendo ¢ = 0 da (17.36) otteniamo
(W4 = 1)e U wll < Jlul| 28 7 [| A1) (0, e~ ¢ )4 17.37

con
. +oo . .
n(0, =30 ) = 3" oy / (e~ it =is6() oy £ 2g4 17.38
k 0

Gli integrali in (17.37) e (17.38) hanno la stessa forma degli integrali (17.34) del
lemma precedente., se sostituiamo

d(Er(A), u, fx)

w(A) — N
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(notare che questa funzione ¢ in L? e ha norma minore o uguale a ||ul|).
Per il Lemma 17.9 ciascun termine nella somma in (17.38) converge a zero
quando s — oo.
Siccome la serie ¢ maggiorata uniformemente in s dalla serie convergente Y, |cx|||ul* =
| All1 ||u]|?, ne segue che I'intera serie converge a zero.
L’insieme delle u tali che ||u|| < co & denso in II1 H e quindi

s— lim (W4 —1)e *?UH) I, =0 17.39

5900
Ma eis9(H1) = 1= e3¢ gX. Ne segue

W, emiso(HY) _ omisé(Ha)py,
Moltiplicando a sinistra (17.38) per ¢**¢(!2) si ottiene

s — Sll{lolo eis¢(H2) efisd)(Hl) Hl _ W+ Hl _ W+

Dunque avremo provato Vesistenza di W, (¢(Hz), ¢(H1)) e anche che esso coin-
cide con W, (Hz, Hy) se dimostriamo che lo spazio di assoluta continuita di
¢(H,) coincide con lo spazio di assoluta continuita di Hj.

Per questo, utilizziamo le proprieta che abbiamo assunto per la funzione ¢(\).
Sia {F1(\)} la famiglia spettrale associata a ¢(Hy). Allora, per ogni boreliano
di S € R si ha

Fi(S) = B (67(S))

Se |S| = 0 per le proprieta della funzione ¢ abbiamo |¢~1(S)| = 0 e quindi
F1(S)u =0 se u € Hy g
D'altra parte Fy(6(5)) = Ey (6~ [4(S)]) > Ex(S).
Se |S| = 0 allora |¢(S)] = 0 e quindi, se u ¢ assolutamente continuo rispetto a
¢(H,) si ha

[E1(S) ul < [F1(¢(5)) ul = 0

Questo dimostra che lo spettro assolutamente continuo di H; coincide con lo
spettro assolutamente continuo di ¢(H; ) e termina la dimostrazione del Teorema
17.10.

Q@

Specializzando la funzione ¢ otteniamo utili criteri sufficienti per l'esistenza degli
operatori d’onda e per la completezza asintotica. In particolare

Teorema 17.11 (Birman, de Granges, Kato [K80])

1) Siano Hs e H; operatori strettamente positivi su uno spazio di Hilbert
H.
Se per qualche « > 0 la differenza H, *—H; “ & di classe traccia, allora gli opera-
tori d’onda W (Hs, Hy) esistono, sono completi e coincidono con W (Hy “, H{ ).
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2) Siano Hy, H; operatori autoaggiunti. Se (Hy —2)~' — (H; —2) ' = A ¢
di classe traccia per qualche z, Sz # 0 (e quindi, per le identitLa di risolvente,
per tutti i valori di z che stanno nell’insieme risolvente sia di H;, che di Hs)
allora gli operatori d’onda generalizzati W4 (Ha, Hy) esistono e sono completi.

¢

Dimostrazione

Dimostriamo solo il punto 1). La dimostrazione di 2) procede secondo la
stessa linea. Sia v il minore tra gli estremi inferiori degli spettri di Hs e H;.
Consideriamo la funzione ¢()) definita come ¢p(A) = —A~a per A > 7, e p(\) =
A per A <.
E’ facile vedere che questa funzione soddisfa i requisiti del Lemma 17.9.

Q

Utilizziamo ora il teorema 17.11 per dimostrare la completezza asintotica del-
I’operatore d’onda nel caso

H = L*(R?), H, = —A, Hy=H,+V

con V operatore di moltiplicazione per una funzione V(x) € L' N L2
Lo facciamo utilizzando un caso particolare del seguente Teorema

Teorema 17.12 (Kato)

Sia H; autoaggiunto e limitato dal basso. Sia V' un operatore simmetrico
relativamente limitato rispetto ad H; con stima minore di uno.
Supponiamo che V possa essere scritto nella forma V = V; V5 e che Vi, (H; +
2)71, k=1, 2siadi classe Hilbert-Schmidt per z negativo e minore dell’estremo
inferiore dello spettro di H;.
Allora gli operatori d’onda W (Hs, Hy) e W(H;, Hy) esistono e sono completi.

¢

Dimostrazione

Poiché sotto le ipotesi fatte sia H; che Hs sono limitati dal basso, non vi
& perdita di generalita nell’assumere che entrambi siano strettamente positivi e
abbiano spettro separato da zero, e quindi si puo scegliere z = 0.
Per ipotesi si ha Vj, Hfl € Joperk=1, 2.
A questa classe appartiene pure l'operatore Vj, H, ! poiché Jo ¢ un ideale in
B(H) e operatore (Hy +cI) (Ho +c I)~! ¢ limitato.
Si ha

1 1 1 1

1 1
e V=WV Vhi—€J
H, H, Hy H Hy ' 7H "

e quindi ’asserto segue dal teorema 17.11.

Nota 17.9
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Il Teorema 17.12 puo essere utilizzato per dimostrare la completezza asinto-
tica nel caso V € L' N L2.
Notiamo che V € L?(R3) implica che V ¢ infinitesimo rispetto a —A.
Pertanto per applicare il Teorema 17.12 basta dimostrare che V (—A+¢)~! € J,
per ¢ > 0.
Il nucleo integrale di questo operatore &

—cla—y]

v 12€¢ 7 7
V@

e questo é un nucleo di tipo Hilbert-Schmidt poiché

[ [ v@ie =t o =y ardy < [Iv@ls e 2y < oo
&

Studiamo ora brevemente il problema della dipendenza di Wy (H,, Hy) da Hs e
Hy. Dimostriamo che vi é continuita almeno per perturbazioni di classe traccia.

Teorema 17.13

Siano Hy e H; autoaggiunti e tali che esistano Wy (Ha, Hy).
Allora esistono e sono completi per ogni A € J; gli operatori d’onda W4 (Hs +
A,Hy) e Wi (Hs, H+ A) e quando A converge a zero in J; si ha, nel senso della
convergenza forte

Wj:(HQ + A,Hl) — W:t(HQ,Hl), W:l:(HQ,Hl =+ A) — Wi(HQ,Hl)

Dimostrazione
L’esistenza segue dal teorema 17.7. Inoltre, dalla chain rule si ha

Wy(He+ A, Hy) = Wy(Hy + A, Hy) Wi (Hs, Hy)

Quindi é sufficiente dimostrare ’asserto nel caso speciale Hy = Hj.
D’altra parte dalle stime fatte nel corso della dimostrazione del teorema 17.7
risulta

W (Hy + A Hiu = ul| < [luf (4| Afl1)

L’asserto del teorema segue allora dal fatto che l'insieme {u : |ju| < oo} &
denso in II; H.
Q

Risultati piu forti di continuita si possono ottenere dalle condizioni di esistenza
di Wy (Hs, Hy) date dal Teorema 17.11.
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Utilizzando questo teorema si pud dimostra ad esempio che se per uno zyp ¢ R
si ha

lim [|[(Hy + A, — 20) ™" = (Hz — 29) || =0

n—oo

allora s — lim Wy (Hy + Ay, H1) = Wi (Hs, Hy).

Per un’approfondita analisi della completezza in teoria quantistica dello scatte-
ring si puo utilmente consultare [Ag75]

17.2 TEORIA DELLO SCATTERING: FORMULAZIONE INDIPENDENTE DAL
TEMPO

La teoria dello scattering come é stata presentata finora prende il nome di teoria
(dello scattering) dipendente dal tempo poiché tutte le definizioni e gli enunciati
dei teoremi si riferiscono esplicitamente all’evoluzione temporale.

Questa ¢ una formulazione naturale, ma ne esiste un’altra, storicamente pre-
cedente, detta teoria (dello scattering) indipendente dal tempo che & centrata
sull’analisi della relazione tra le autofunzioni generalizzate degli operatori Hs e
H;.

Per autofunzione generalizzata di un operatore autoaggiunto H definito su un
dominio denso in L?(R%) relativa all’autovare generalizzato intenderemo sempre
una funzione 1z (x) che soddisfa Hiy) = Ev ma non ¢ in L?(R%).

Questa teoria provvede teoremi d’esistenza e completezza degli operatori d’onda
sotto condizioni sostanzialmente pit deboli sul potenziale V nel caso Hy =
—A+V, H =-A.

Poiché la teoria indipendente dal tempo é meno intuitiva sara necessario dare
una connessione tra le due teorie; questo chiarira il ruolo delle risolventi (Hy, —
A)~1, k =1,2 nell’analisi dell’esistenza degli operatori d’onda.

Nella teoria dello scattering stazionaria gli operatori d’onda Wi (Hs, Hy) ven-
gono costruiti come soluzioni di opportune equazioni funzionali.

Per determinarle conviene partire dalla formulazione dipendente dal tempo.
Tornando alla definizione di W, (Hs, H1) data precedentemente, estendiamo la
definizione degli operatori d’onda sostituendo il limite ¢ — oo con un limite
debole nel senso di Abel.

Definiamo quindi

T
W_"_ = lim lim e 292 omHHL T, gt
e—0 T—oo 0
T . .
=lim lim QeeClTitHz met—itHi gy 17.40

e—0 T—o0 0

(sottointendiamo gli indici 1 e 2).
Se esiste W esiste pure W e i due operatori coincidono.
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Questo si dimostra facilmente notando che, poiché gli operatori sono unitari, se
esiste W, per ogni ¢ € L%(R?), sostituendo in

T
lim / ef2ete7,tHzef7,tH1 ¢
T—oo Jo

Iestremo inferiore 0 con un numero S arbitrariamente grande, la differenza

T

€ lim e 2eteitHz o=iHL T gt — 1im ™2 o =#H1 T, ¢
T—oo Jg t—o0

risulta infinitesima in e.

Ma potrebbe esistere W/ e non esistere W_..

Ricordiamo adesso la relazione tra il gruppo ad un parametro di operatori unitari
e~ ¢ la risolvente dell’operatore (autoaggiunto) H.

Nell’ipotesi che H sia limitato dal basso, utilizzando la risoluzione spettrale di

H si ha per A reale e strettamente minore di m ogni € > 0
o .
i(H — X +ie) ™t = / e~ tetH-N gt
0

Da (17.40) utilizzando la relazione di Parseval tra trasformate di Fourier, si
ottiene quindi

0
Wi = lim 22—; /_OO(H2 — X —ie)"t (Hy — X\ +ie) " T dA 17.41
Conviene riscrivere (17.41) in una forma pin conveniente prima di prendere il
limite € — 0.

Sia R(z) = (H — 2)7! la risolvente dell’'operatore H e sia E()\) la sua famiglia
spettrale.

Allora si ha per definizione, posto z = A + ie

ey [T dB()
R(Z)R(z) —/_OO (n—2)(p—2)

[ dEw
a /_oo Gnzse o= 17.42
Se(p—N) = m

La difficolta nella (17.41) sta nel fatto che il limite della risolvente di Hy & preso
dal semipiano superiore mentre quello della risolvente di H; viene preso dal
semipiano inferiore.



TEORIA DELLO SCATTERING: FORMULAZIONE INDIPENDENTE DAL TEMPO 307

Notando che per € # 0 si ha
(Ho—M+ie) H(Hy—\—ie) "' (Ho—Atie) (Hy—Mie) ! = (Hy—\—ie) ™  (Hy—Aie) ™!

da (17.42) , (17.41) si ottiene

W = lim de(Hy — A) G(A + ie)d\ Ty 17.43
e—0 J_ o
dove abbiamo posto
G(z) = (Hy — 2)(Hy — 2)7"

Quando € — 0 la funzione J. tende (nel senso debole delle misure) alla misura
6 nell’origine e quindi , in senso debole

~ 4B
W’+=/ d ;)(\/\)G()\—i—io) AT,

— 0o

Nella corrispondente formula per W' il fattore G(A+i0) é sostituito con G(A—i0)

Ne consegue che, almeno formalmente,

> 4E
W, :/ d ;/EA) G(\ +i0) dA II, 17.44

— 00
Notiamo che la derivata della misura spettrale esiste solo in generale nel senso
delle distribuzioni.
D’altra parte il valore al bordo di G(z) potrebbe non esistere nel senso delle
funzioni differenziabili e quindi I'integrale (nel senso di Bochner) in (17.44) non
sarebbe definito.
Sotto opportune ipotesi sul potenziale & possibile dimostrare che lim,_,g G(A=%ic)
& un operatore continuo come applicazione tra spazi di funzioni K1 e Ko diversi
tra loro, ad esempio tra lo spazio L?(R3,du,) e L2(R3,dus) dove duy = (|| +
1™ dz con ¢; < 1, ¢p > 1 scelti opportunamente.
Questo risultato va sotto il nome di teorema (o principio) dell’assorbimento
limite .
Vedremo nel cap. 18 come sia possibile ottenerlo facendo uso delle proprieta del
risolvente del laplaciano.
Ne segue che inizialmente gli operatori W sono limitati da K; a K.
Nella teoria stazionaria dello scattering, la (17.44) viene posta come definizione
di operatore d’onda e successivamente si dimostra che 'operatore cosi definito
puo essere esteso ad un isometria parziale nella topologia di H che soddisfa
le proprieta di cui gode l'operatore d’onda che abbiamo definito nella teoria
dipendente dal tempo.
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Sotto ipotesi molto generali sulla coppia Hy e H; si dimostra che W/} possono
essere estesi ad isometrie con dominio H1 4. € codominio Hs 4. € che W} hanno
la proprieta di intrallacciare i gruppi e~z e e~ #H1,

Sotto ipotesi piu restrittive si dimostra che W4 (Hs, H1) = W/ (Hz, H1) (senza
queste ulteriori ipotesi si & certi solamente dell’esistenza di W (Hz, H1)).

Operatori W/ (Ha, Hy) che soddisfano (17.44) si costruiscono come soluzione di
una opportuna equazione funzionale .

Questa costruzione ha il pregio di prestarsi a metodi di soluzione iterativi e
approssimati.

In questo schema, 'operatore W, corrisponde ad una soluzione in senso forte
dell’equazione funzionale mentre W corrisponde ad una soluzione debole .
Naturalmente se la soluzione W esiste ed ¢ unica, si ha Wi = W.

Per trovare la forma dell’equazione cui soddisfa W/ riprendiamo il caso in cui
gli operatori W esistono.
Sia Hy = H; + A. Dalla formula (17.13) si ottiene

W(r)—W(t) =i / etz A emisH g 17.45
t
e analogamente, scambiando il ruolo di H; ed Ho
W)™t —=wit) = —i/ et A e=isH2 g 17.46
t

(se A ¢ illimitato le (17.45) , (17.46) vanno intese su un dominio opportuno).
Supponiamo che W, (Hs, Hy) = s — lim W (t) II; esista.

Moltiplicando (17.46) a sinistra per —W,., scegliendo ¢ = 0 , prendendo il limite
7 — 00 e utilizzando e~ 2 W, = W, e~ "1 g ottiene

Wy -1, =i lim [ ™ AW, e "Hgs 17.47

T—00 0
dove il limite ¢ inteso in senso forte se A ¢ un operatore limitato, in senso debole
altrimenti.

Per semplificare la notazione, conviene introdurre operazioni th definite su
B(H) nel seguente modo
S ]
Iy, A=i lim et Aem it Ae B(H) 17.48

T—0Q 0

quando entrambi i limiti esistano in senso forte o debole.

Con queste notazioni la (17.47) assume la forma (per semplicita omettiamo di
scrivere in modo esplicito la dipendenza da Hs e H; e scriviamo I'y per 'y, )

W, =1, + I'f (AW,) 17.49,
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e analogamente

W_ =10, + '] (AW.) 17.49_

La formulazione stazionaria della teoria dello scattering (che indicheremo per
brevita come teoria stazionaria dello scattering) assume (17.49) 1 come equazioni
fondamentali.

Dimostreremo che le soluzioni (deboli o forti) di queste equazioni, se esistono,
hanno tutte le proprieta degli operatori d’onda generalizzati introdotti nell’am-
bito della teoria dello scattering dipendente dal tempo.

Nota 17.10

Nel caso H = L2?(R3), Hi = —A e A moltiplicazione per un funzione
V(z) le (17.49)+ sono una versione operatoriale delle equazioni di Lippmann-
Schwinger che permettono (sotto opportune condizioni sul potenziale V) di co-
struire le autofunzioni generalizzate dell’operatore —A + V' appartenenti allo
spettro continuo.

&

Per dimostrare che le W soluzioni di 17.49 coincidono con gli operatori d’onda
W4 se questi esistono, notiamo innanzitutto che se B € B(#H) commuta con H,
allora A € D(I'*) implica che B A e A B sono in D(I'*) e si ha

(B A)=B([T*(T)), T*AB)=((I*A)B 17.50

(omettiamo in pedice “1” perché consideriamo ora un generico operatore H.)
Abbiamo inoltre (consideriamo solo il caso di I'"; analoghi risultati valgono per
r).

Lemma 17.14

Supponiamo che A € D(I'") esia R=T" A.
Allora si ha R D(H) C D(H) e vale per ogni v € D(H) Iidentita

Au=RHu—HRu

e inoltre s — lim;_,oc R e *H = 0.

¢
Dimostrazione
Da (17.48) moltiplicando a sinistra per e!' e a destra per e~ si ha
R(t) = " R e = z/ e H A emisH s 17.51
t
Inoltre diit) = —ie® A e~H ¢ pertanto se u € D(H)

%eZtH Ru= _Z-ethAu + Z-R(t)ethHu
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Questo dimostra che e*f Ry & fortemente differenziabile in t; quindi Ru € D(H)
e

d . .
—e" Ry =i HRu
dt

Esplicitando la derivata e ponendo poi t = 0 si ottiene
HRu=—-Au+RHu

che dimostra la prima parte del lemma.
La seconda parte segue facilmente da (17.51).

Q

Utilizzando il Lemma 17.14 dimostriamo ora che gli operatori d’onda W_,
quando esistono, sono soluzione di (17.49)-

Diamo la dimostrazione solamente nel caso in cui la perturbazione é un operatore
limitato.

Teorema 17.15
Siano H; ed A autoaggiunti e A limitato.
Supponiamo che esista una soluzione Wy € B(H) di (17.49)1. Allora gli ope-
ratori d’onda generalizzati esistono e W (Hy, Hy + A) = Wy (Hy + A, Hy) do-
ve Wi (Ha, Hy) ¢ definito secondo le regole della formulazione dello scattering
dipendente dal tempo .
¢

Dimostrazione
Poiche¢ Wi —1II; = T (A W) dal lemma 17.12 segue su un opportuno
dominio
(WJIF—Hl) H1U=—H1 (Wi—l’h)u:Wi Hlu 17.52

da cui si deduce
WJ/F H, C Hy W;

Da questo segue per ogni z non reale
(Hy —2) ' W, =W, (Hy —2)"" 17.53
su un opportuno dominio e quindi
et Wi = Wi et teR
Dal lemma 17.12 segue allora
5 — tlggo(Wj_ —1II,)e " =
e quindi, moltiplicando a sinistra per ez

WL =s—lim eltHz g=itHy T = 1y, 17.54
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Un risultato analogo vale per W’ . Questo dimostra che W} puo essere esteso
ad un’isometria in H e termina la dimostrazione del teorema 17.15.
Q
Abbiamo visto che nella formulazione stazionaria della teoria dello scattering gli
operatori W/ vengono definiti nel caso di scattering da un potenziale V' come
soluzioni dell’equazione
Wi =T+TFVWY) 17.55
Abbiamo utilizzato il fatto che Hy ha spettro assolutamente continuo (che coin-
cide con R*) e abbiamo definito 'operatore I'* su una opportuna classe di
operatori mediante
+oo
A= / e"tHo Ae~"tHogy 17.56
0
dove Hy = —A.
Le equazioni (17.55 ) con A definito da (17.48) costituiscono la base della teoria
dello scattering nella sua formulazione indipendente dal tempo .
Esse possono essere risolte con varie strategie. Ad esempio si puod cercare di
utilizzare metodi di iterazione per risolvere I’equazione

X =1 HVX) 17.57

per valori sufficientemente piccoli del parametro € e poi dimostrare che la solu-
zione é continuabile in € fino a e = 1.

Alternativamente si possono usare tecniche di punto fisso, per contrazione in
alcuni casi, per compattezza in altri; in quest’ultimo caso I’eventuale unicita
della soluzione va dimostrata separatamente.

Un metodo alternativo che non utilizza direttamente le proprieta degli operatori
I'* risale a Friedrichs e porta a confrontare le autofunzioni generalizzate (corri-

spondenti alla spettro assolutamente continuo) dell’operatore H = —ﬁA +V
con quelle dell’operatore Hy = fﬁA (abbiamo esplicitato la dipendenza dalla

massa del punto materiale )
Questo metodo viene utilizzato in generale nei testi di Fisica Teorica che trattano
la teoria dello scattering.

Il punto di partenza é ancora l'equazione (17.55) , soddisfatta da W, se questo
operatore esiste

o
Wi =I+i / e YT ttHo gt 17.58
0
(analoghe considerazioni valgono per W’ )
poiché vogliamo applicare gli operatori alle autofunzioni generalizzate di Hy

che non sono elementi di H conviene interpretare (17.55) in senso debole, o
equivalentemente considerare il limite per ¢ — 0 delle soluzioni dell’equazione

L=T+i / e  HHoy Wl etHo—et gy 17.59
0
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Le funzioni )

P (x) = WB

ik-x

sono le autofunzioni generalizzate dell’operatore Hj relative all’autovalore %
Le autofunzioni generalizzate di H all’autovalore % (ricordare che lo spettro

assolutamente continuo di H coincide con RT) sono allora
br(x) = Wiol 17.60

A rigore questa equazione va risolta in senso debole (notare che ¢? ¢ L?(R?)),
ma la soluzione di (17.59) per € > 0 pud essere estesa ad un’applicazione della
classe di funzioni limitate e differenziabili; a sua volta quest’applicazione puo
essere continuata per € — 0 sotto opportune condizioni sul potenziale V.

Da (17.59) si ha

br(z) = 60(2) + lim i / (e—itHo =ty (03 it 17.61
e—0+ 0
e quindi
k> !
br(x) = 9 (x) — tim (HO — 5 ie) V(z)pr(z) 17.62

(i limiti vanno intesi in senso debole).

L’equazione (17.62) prende il nome di equazione di Lippmann-Schwinger.

Se il potenziale ¢ abbastanza regolare il limite in (17.62) pud essere inteso in
senso forte e ’equazione pud essere riscritta nella forma

ilk||lx—y
1 . m [ eilkllo=l

—_— - — - 3
(2my32° on ) eyl V(y)or(y)dy 17.63

Pr(w) =

Se il potenziale V' & di corta portata (ad esempio |V (z)| < C(1 + |z|)~* dove
2a0 > d + 1 e d ¢ la dimensione dello spazio), si verifica che la soluzione ¢y ()
dell’equazione stazionaria

—A¢(x) + V(z)p(x) = Ap(x)

ha la seguente forma asintotica per |z| — oo, con w =

Z
|z

L b ew 1 ey e Elel
— X2 xT,w .A
or(|z|,w) (27T)3/2e + (QW)B/Qa(qb,w,, JIE 2|

(d—1)

+o(lz|7 =)
17.64

Considerando la funzione

o(t,x) = e yp(z), ¢(z):/¢3(k) L ikagy, 17.65
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possiamo notare che il termine a destra in (17.64) ¢, a meno di termini di ordine
superiore, la somma di un onda piana e di un’onda sferica moltiplicata per un
fattore a(¢p,w; ) che dipende da w (direzione dell’onda piana entrante) e dalla
direzione Z.
Questo fattore viene detto ampiezza di scattering .
Nella letteratura fisica I'ampiezza di scattering viene definita in termini delle
soluzioni dell’equazione di Schréodinger decomponendo queste soluzioni in onde
sferiche entranti e onde sferiche uscenti
1 1

o) =1~ T [yby (@)™ 1l = 3p_(—w)e 1] £ o(l2~ =) 17.66
dove abbiamo posto v = T
Notare che la terminologia entranti e uscenti viene dallo studio dell’equazione
di Schrodinger dipendente dal tempo.
L’esistenza di questa decomposizione pud essere dimostrata con metodi di fase
stazionaria sotto opportune condizioni, ad esempio che esista una costante p
tale che

/ |6(2)|2dz < Cp
lz[<p

Con queste notazioni la matrice S viene definita come 'operatore che soddisfa
by(w) = (8b-)(w).

Notare che la matrice S cosi definita é per d > 2 un operatore unitario su

L2 (Sd—l)_
Dalla teoria stazionaria dello scattering che abbiamo descritto si deduce
SA)=T1-2miTo(N)(V —VRA+i0)V)T§ 17.67
dove R(A+i0) = (H — X —i0)"! e
1 - .
(To(N)o)(w) = —=\T" (2m) 2 / e~ @) g (1) da 17.68
V2 Rd

Notiamo che nella teoria stazionaria dello scattering la (17.67) & la definizione
della matrice di scattering.

Vedremo nel prossimo capitolo che il principio dell’assorbimento limite, valido
per potenziali a corta portata, garantisce che (H —\—2)~!, Imz # 0 puo essere
continuato per Im z — £0 come operatore continuo e limitato R(z) sullo spazio
Hgp, B> % a valori nello spazio H_g dove

wo={s s [ @41 1P = 1l < oo 17.69

Questo prodotto puo essere riguardato come prodotto di operatori limitati (tra
spazi diversi). Utilizzando I'identita di risolvente 'operatore S puo anche essere
riscritto

S =1 —2miTo(\)VT;(N) 17.70
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Da qui si puo dedurre che la matrice S definita da (17.67) coincide con la
matrice S definita nella teoria dello scattering dipendente dal tempo (quando
questa definizione & ben posta).

Non diamo qui i dettagli di questa dimostrazione; in proposito si pud vedere
[Y].

Un’utile presentazione si puo trovare su [AJS].

Partendo da queste espressioni, con ragionamenti in parte euristici, si ottengono
la sezione d’urto totale e la sezione d’urto differenziale; quest’ultima permette di
determinare, per un fascio di particelle che incidono con impulso approssimati-
vamente uguale kg sulla regione in cui é localizzato il gradiente del potenziale, la
percentuale di particelle che asintoticamente hanno un moto libero con impulso
approssimativamente uguale a k.

Riprenderemo brevemente ’analisi di questo problema nell’Appendice B a que-
sto capitolo.

17.3 TEORIA GEOMETRICA DELLO SCATTERING. TEOREMA R.A.G.E.,
METODO DI ENSS

Descriviamo ora brevemente una procedura che mette in risalto le proprieta
degli stati asintotici.

Definizione 17.5

Sia &g, la funzione indicatrice della palla di raggio R centrata nell’origine.
Definiamo spazio degli stati di scattering relativamente alla hamiltoniana H
Iinsieme

Moo(H) ={¢ € H: lim I€Be " plla =0 VR >0 17.71

o

Questa definizione coglie il fatto che ci aspettiamo che se una particella si trova
in uno stato di scattering la probabilita di rivelarla in una regione limitata dello
spazio tende a zero quando t — +o0.

Definizione 17.6

Definiamo spazio degli stati legati 'insieme

Mo(H)={¢ € H: lim sup (I —€Bg)e”  H ¢lly = 0} 17.72

¢

Questa definizione coglie il fatto che riteniamo che uno stato legato sia caratte-
rizzato fisicamente dal fatto che la possibilita di rilevarlo al di fuori di una palla
di raggio R si annulla per R — oo.
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Con queste definizioni lesistenza e completezza degli operatori d’onda W (H, Hy),
con Hy=—A e H = Hy+ V possono essere lette nel seguente modo.

Proposizione 17.16 (Enss)
Sia V' € L%*(R3) + L*°(R3) e supponiamo che lo spettro singolare di H sia
vuoto.
Allora si ha
Moo (H) = Hae Mo(H) =H,

¢

Nota 17.11
Se lo spettro della hamiltoniana ¢ continuo ma non assolutamente continuo
rispetto alla misura di Lebesgue, per tutti gli elementi ¢ € H.,, vale la proprieta
piu debole
I i H

lim — “Heldt =0

Jim g [ lepae™ 0l
dove £, € la funzione indicatrice della palla di raggio R.
Inoltre si ha, per ogni ¢ € H

I :
7 [ Nepae ot < S +i D)0l Jim falT) =0

Si puod notare che questa é una proprieta di ergodicita.

&

Enunciamo e dimostriamo un teorema (il teorema RAGE detto cosi dai nomi
Ruelle, Amrein, Georgescu , Enss) che puo servire ad illustrare la teoria geome-
trica dello scattering che verra presentata nella restante parte di questo Capitolo
e in quello successivo.

Premettiamo un teorema di Wiener che ha un interesse indipendente.
Ricordiamo che una misura ¢ detta misura di Baire se ¢ finita e carica su un
insieme al pitt numerabile di punti.

Teorema (Wiener)
Sia ¢ una misura di Baire finita su R.
Sia
F(t) = / =it ()

Allora
T

lim (O)Pdt = |u({z})? 17.73

T—o0
TER

Dimostrazione
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Dalla definizione di F' segue
1 /7

57 [ [POFd = [ du@nr.a

dove
WT,z) = / dp(y)(T(x — )~ sin(T(x — 1))

L’integrando é uniformemente limitato e per 7' — 0o converge a zero se y # x
ealsey=ux.
Per il teorema di convergenza dominata si ha quindi

Jm / OIS SIIEl

TER

Enunciamo ora e dimostriamo il teorema RAGE

Teorema (RAGE)
Sia H un operatore autoaggiunto e sia C' un operatore limitato tale che
C(H +4I)~! sia un operatore compatto.
Allora, indicando con .., (H) il proiettore sullo spettro continuo di H,
(a)
Esiste una funzione €(T") tale che limy_, €(T) — 0 e tale che per ogni
¢ € D(H)
1 (T . _
57 [ Ce™  epnio|3dt < e(T)[|(H + )03
2T J_rp

(b)

1 /T ,
lim —/ |Ce " T onid||5dt =0, s=1,2
-T

1 [T i _
o7 | NCe™  Meomlladt < e(T)!/?|[(H + i)¢2
-7

o

Dimostrazione

Notiamo che (b) segue da (a) per un semplice argomento di densita e che (c)
segue da (a) e (b) utilizzando la disuguaglianza di Schwarz.
Ponendo ¢ = (H + i I)¢ si pud assumere C compatto e sostituire (H + )¢ con

o.
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Sia
T

.1 »
ec(T)Esup||¢H22—2T/ |Ce™ M Moo (H) || dt 17.74
$#0 T

poiché |ec(T)| < ||C||s basta dimostrare il teorema per C' di rango uno.
Siccome I .o, (H ) commuta con H basta dunque dimostrare che se I .ot (H )1 =
1 allora
I itH |\|2 2
o [l ) Pt < co(T) o]
-7
con limy_, €(T) = 0.
Possiamo passare alla rappresentazione spettrale di H e scrivere

(6.76) = [ e aug(a) 17.75
Utilizzando ancora una volta la disuguaglianza di Schwarz si ha
I ,
o [ (@ e M e)3dt < ||¢l36(T) 17.76
2T J_rp

con

5(T) = ( / dw(x)duqs(y)IWIQ)z

La tesi del teorema RAGE segue allora dal teorema di Wiener.

Q

Il teorema RAGE provvede una convergenza in media; per 1'esistenza dell’ope-
ratore d’onda é necessaria una convergenza forte,e questo richiede dimostrare
che lo spettro essenziale di H sia assolutamente continuo.

Questo sara il ruolo del principio di assorbimento limite che tratteremo nel
Capitolo 18.

Diamo invece in questo capitolo gli elementi di un approcio alternativo alla
teoria dello scattering quantistico.

Quest’approcio, iniziato da V. Enss, si basa su un’analisi geometrica delle pro-
prieta per t — +oo delle soluzioni dell’equazione di Schréodinger per dati inziali
nel sottospazio di H che corrisponde allo spettro assolutamente continuo della
hamiltoniana H.

Poiché la variazione nel tempo delle autofunzioni consiste in un fattore di fase,
se si dimostra che lo spettro di H ¢ composto da una parte puntuale e da una
parte assolutamente continua, si ha controllo per qualunque dato inziale e questo
corrisponde alla completezza asintotica degli operatori d’onda.

Possiamo illustrare le idee fondamentali del metodo di Enss considerando il caso
del moto libero.
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Abbiamo visto nel Capitolo 3 che una proprieta interessante della propagazione
libera ¢ il fatto che il comportamento per ¢ — +oo delle soluzioni dell’equazio-
ne di Schréodinger libera differisce poco (modulo un riscalamento) dalla propa-
gazione libera secondo la direzione data dalla trasformata di Fourier, e quindi
sostanzialmente da un propagazione secondo la direzione della quantita di moto.

Definiti, per ¢ # 0 gli operatori M(t) e D(t) mediante
x

MH)é(@) =5 o) D)) =t 4o (7)

si ha (Lemma 3.10)

a)

Per t £ 0 M(t) e D(t) sono isomorfismi di &’ e di S e sono operatori unitari
in L2(RY).
b)

U (t) = eTF M(t)D(t) FM(t)
dove abbiamo indicato con F ’operazione “trasformata di Fourier.

Con queste notazioni abbiamo dimostrato (Teorema 3.10) che, definendo per
t>0

T0)) =@ (1) 0(%)

gli operatori T'(t) sono unitari in L?(R?) e si ha per ogni ¢ € L2(R?) (vedi eq.
3.49)
lim [[[Uo(2) = T(t)))¢ll2 = 0

t—o0

o

La distribuzione di probabilita nello spazio delle configurazioni tende per tempi
molto lunghi a

(O aw=rbepa, €= 350

Notiamo che questa ¢ la distribuzione della posizione di una particella classica
che sta nell’origine al tempo 0 e la cui distribuzione dell’impulso ¢ |$(£)[?d€.

Notiamo anche che se il dato inziale é gaussiano

lz—

$(0,2) = Cem 3 Fiwmo

(la cui trasforma di Fourier ¢ una gaussiana centrata in pg), la soluzione al
tempo t é ancora una gaussiana, centrata in 2pgt e con una varianza in x di

ordine /1.
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Scegliendo un nuovo sistema di coordinate (dipendente dal tempo) in cui le
varibili spaziali sono scalate di un fattore ¢, % < a <1 (e quindi gli impulsi di
un fattore t~%) si vede che la varianza nelle nuove coordinate spaziali tende a
zero, mentre la distanza tra i centri di due gaussiane associate ad impulsi diversi
p1, p2 cresce come t'~*Su questa scala i due “pacchetti tendono per tempi lunghi
a stringersi e a separarsi indefinitamente. Il cambiamento di coordinate che
abbiamo descritto ¢ generato dall’operatore (di dilatazione) D = £(z-p+p- ).

Notiamo che in una teoria con interazioni descritte da un potenziale, in seguito
a questa dilatazione la portata (range) del potenziale diventa pit grande.
Questo ci induce a pensare che queste considerazioni avranno un ruolo sem-
plice nel caso interagente solamente se il potenziale ha un decadimento suf-
ficientemente rapido quando |z| — oo (vedremo che una richiesta possibile &
che lim ;|0 |z|2V (x) = 0 ma daremo nel seguito una definizione precisa di
potenziali a corta portata).

Consideriamo 1'osservabile £2; utlizzando lo schema di Heisenberg dell’evoluzio-
ne temporale, nel moto libero essa soddisfa ’equazione

d2

T #? = —[Hy,[Ho,2%] Ho=-A

Notiamo che .
[Hy, 2% = —4iD, D= 5(fc.ga + p.2)

e che
[HOaD] = _QiHOa [H07 [H07£2]] = _8HO <0

Quindi, per ogni funzione d’onda ¢, indicando con fi(t) la media di 2 al tempo
t, 2,
@%(t) = 8(¢, Hop) >0
Ne segue che, asintoticamente in ¢,
z5(t) ~ Ct?

Naturalmente, dalla forma esplicita della soluzione possiamo ottenere molte pitu
informazioni. Il nostro scopo qui é analizzare il caso dell’equazione di Schrodin-
ger senza potenziale per dedurre un metodo d’analisi che puo dare informazioni
anche nel caso V # 0 e che si puo estendere al sistema a N-corpi.

Da questa breve analisi del caso V' = 0 possiamo trarre le seguenti conclusioni:
il gruppo delle dilatazioni gioca un ruolo importante, la propagazione asintotica
¢ lineare nel tempo, il doppio commutatore [H, [H, X]] & positivo (e stettamente
positivo al di sopra della soglia dello spettro continuo).

A queste considerazioni, elementari se riferite al moto libero, si ispira il metodo

elaborato da Enss [E1], [Ea], [E3].
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Successivamente questo metodo ¢ stato posto in forma astratta da Mourre
[M81] e ha un ruolo centrale nella teoria moderna dello scattering da potenziale
(scattering a due corpi) in Meccanica Quantistica.

Il metodo & stato poi generalizzato alla trattazione di sistemi a N corpi [HS].

Noi descriveremo brevemente nel capitolo 18 il metodo di Mourre e la sua
generalizzazione al problema di N corpi con interazioni a corta portata.

Qui descriviamo sommariamente il metodo di Enss, che mette in luce la parte
essenziale della teoria dello scattering confrontando, a parita del dato inziale, il
comportamento asintotico della funzione d’onda nel caso del moto libero con il
comportamento asintotico nel caso del moto in presenza di una forza di natura
potenziale che si annulli abbastanza rapidamente per distanze spaziali grandi.

L’aspetto geometrico della propagazione garantisce che, per un insieme denso
di stati nel sottospazio di assoluta continuita dello spettro di —A + V' e per
un’opportuna classe di potenziali V' (potenziali a corto range ), il comportamento
per tempi lunghi in presenza del potenziale differisce di poco da quello della
propagazione libera .

In particolare per tempi lunghi ed a grandi distanze spaziali la maggior parte
degli stati nello spettro assolutamente continuo di H & rappresentato da onde
uscenti da una sfera di raggio abbastanza grande al di fuori della quale & nullo
(o ¢ piccolo) il gradiente del potenziale, mentre la componente che rappresenta
geometricamente onde entranti diventa trascurabile quando ¢ — +oc.

Abbiamo visto che la propagazione libera puo essere approssimata che una fa-
miglia di applicazioni ¢ — T;(¢) che, a parte un fattore di fase, sono dilatazioni
isometriche dipendenti dal tempo ¢(x) — (%)%qﬁ(%)
Ci si puo aspettare, almeno per potenziali a corto range, che questa proprieta
valga asintoticamente anche nel caso di una particella quantistica in interazione

con una forza di natura potenziale.

In questo caso puo essere utile far uso di un sistema di coordinate che si dilatano
nel tempo.

Per valori positivi dello spettro del suo generatore il gruppo della dilatazioni é
adeguato a descrivere regioni lontane nello spazio; ¢ quindi naturale studiare il
gruppo generato dalle traslazioni nel tempo e dalle dilatazioni.

I generatori di questi due gruppi non commutano, ed é naturale studiare il loro
commutatore.

Nel caso libero si ha [D, Hy] = 2iHj.

D’altra parte dalla conoscenza esplicita della soluzione, con il metodo di fase
stazionaria si vede che la componente che corrisponde alla parte negativa del-
lo spettro dell’operatore di dilatazione (corrispondente grosso modo alla com-
ponente che rappresenta onde entranti) diventa trascurabile per tempi molto
lunghi.



TEORIA GEOMETRICA DELLO SCATTERING 321

Ci si puo aspettare che queste considerazioni possano essere estese al caso in-
teragente, e che anche in quel caso siano importanti le propreta spettrali di
[D,H] = 2iHy + [D,V].

Si puo notare che eV (2)e*P = V(%) e quindi i[D, V] = LV (%).

Questa proprieta deve naturalmente valere solo per gli stati di scattering ; al
contrario, per gli stati legati, ci aspettiamo che la componente uscente diventi
trascurabile.

Nota 17.12

Queste considerazioni euristiche sono anche alla base del teorema del flusso
attraverso superfici (che analizzeremo nell’appendice B a questo capitolo) che
provvede un legame tra la teoria matematica dello scattering quantistico e le
quantita che utilizzano per descrivere lo scattering la maggior parte dei testi di
Fisica Teorica.

&

Per tradurre in formulazione precisa queste considerazioni euristiche é necessario
dimostrare stime a priori .

Nella sua forma originaria il metodo di Enss fa uso di una decomposizione dello
spazio di Hilbert che mima il pitt possibile la descrizione del comportamento
delle traiettorie classiche nello spazio delle fasi (abbiamo visto che il moto libero
su scala temporale grande riproduce il moto classico).

Questa decomposizione utilizza simultaneamente 1’evoluzione libera e il gruppo
delle dilatazioni cercando di mettere in luce il fatto che il supporto delle onde
uscenti si ottiene (grosso modo) per dilatazione del supporto iniziale.

Lo scopo ¢ dimostrare che ogni stato che appartenga allo spettro continuo di
H é approssimabile per tempi sufficientemente remoti nel futuro da un’onda
uscente e per tempi suffcientemente remoti nel passato da un’onda entrante .
E che questo implica sugli stati che appartengono allo spettro continuo di H =
Hy+V che c’é equivalenza unitaria tra la propagazione secondo la hamiltoniana
Hy + V e quella secondo Hy.

Ma allora lo spettro continuo di H & assolutamente continuo e questo implica
completezza asintotica.

Diamo ora qualche dettaglio del metodo di Enss; per un’esposizione piit detta-
gliata rimandiamo ai lavori citati.

Notiamo che il metodo si basa sull’intuizione fisica che per il sistema di due
particelle, una volta che sia “praticamente cessato 'effetto dell’interazione, le
particelle si allontanano e il vettore che rappresenta la loro separazione cresce
linearmente nel tempo e tende a diventare parallelo alla velocita relativa.

Si puo vedere questo come una localizzazione dello stato nello spazio delle fasi,
che diventa pitt debole con il crescere di ¢ ma sufficiente per ¢ molto grande per
separare stati che corrispondono a quantita di moto diverse (la cui separazione
“classica & proporzionale a t).
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Un vantaggio del metodo “geometrico di Enss ¢ la sua vicinanza alla descrizione
fenomenologica del processo di scattering.

Questo da una connessione piu diretta con la terminologia utilizzata nella mag-
gior parte dei testi di Fisica Teorica che trattano la teoria dello scattering (in
particolare con la definzione di sezione d’urto e sezione d’urto differenziale) e
permette conseguentemente dare stime esatte per queste grandezze in funzione
del potenziale.

Per maggiori dettagli su queste stime si pud vedere ad esempio [ES80]

A differenza dall’analisi che abbiamo fatto nella prima parte di questo capitolo,
in cui abbiamo studiato il limite di e*H e~ "0 per tempi lunghi, vogliamo qui
dimostrare che, se P.opnd = ¢ (Peopn € il proiettore sulla parte continua dello
spettro di H) si ha

lim sup |[(e” 7 — e~ #HoyemiTH g, =
T—>00 t>0

Questa relazione indica che, dopo un tempo sufficientemente lungo, la dinamica
libera e quella con interazione hanno (praticamente) lo stesso effetto.

Faremo l'ipotesi seguente sul potenziale (oltre a essere piccolo rispetto al lapla-
ciano nel senso di Kato)

IV (Ho+1)""¢(lz| > R)||s € L'(R*,dR) 17.77

(come sempre, £(A) ¢ la funzione indicatrice dell’insieme A).
Da (17.77) segue

1+ R)E(2] = R)V(H — 2)7 =0

lim
R—o00
Notare che la condizione (17.77) ¢ piu debole di
Je>0 : |[V(Hy+D)'¢(|z| >R)|| <c(l+R)"'¢ 17.78
La condizione (17.77) garantisce che la differenza tra le risolventi ¢ un operatore
compatto; infatti si ha per I'mz # 0

1 1 1

N _ 1 ,ll 1
el et (R L LU L)L

H -z

e questo € il prodotto dell’ operatore limitato Holfz (1+ |x|)_%) e dell’ operatore
compatto A )
A=+ [2)V()(H - 2)"

Notiamo infatti che 'operatore A* A si puo scrivere come A*A = Byr + B.p
dove R ¢ un numero positivo (che verra preso arbitrariamente grande) e abbiamo
posto

B = (Ho —2)"'&(lz] > R)V(2)(1 + [2])V () (H — 2)7"
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e analoga scrittura per B<g (come sempre, £(Q2) ¢ la funzione indicatrice del-
I'insieme (2.)

E facile verificare che B_p & un operatore compatto e la norma di Bs i tende a
zero quando R — oo.

Questo dimostra che A*A & un operatore compatto e quindi lo é anche A.

Descriviamo ora i punti salienti della strategia seguita nel metodo di Enss.

Dal teorema di Ruelle, che enunceremo tra poco, sappiamo che la funzione che
corrisponde ad ogni stato nello spettro continuo di H esce in media nel tempo
da qualunque regione finita dello spazio.

Per tempi grandi utilizziamo una partizione in stati entranti e uscenti data dalla
decomposizione spettrale dell’operatore che genera il gruppo delle dilatazioni.
La parte uscente appartiene (modulo un termine che convergera a zero per
t — o0) alla parte positiva dello spettro dell’operatore D.

Dimostreremo che la parte uscente per tempi molto grandi non interagisce (qua-
si) pit con il potenziale (perché questo ¢ di corta portata) e quindi su questi
stati 'operatore Q_ differisce di poco dall’identita.

La rimanente parte (entrante) diventa asintoticamente ortogonale all’intero sta-
to; da qui si deduce che lo stato non puo essere ortogonale al codominio di £2_
e pertanto che il codominio di Q_ & tutto il sottospazio che corrisponde allo
spettro continuo di H.

D’altra parte abbiamo notato che il codominio di £2_ & contenuto nel sottospazio
che corrisponde allo spettro assolutamente continuo di H. Ne segue che lo
spettro singolare continuo é vuoto e ¢’é completezza asintotica.

Diamo qualche dettaglio.

Ricordiamo che il teorema di Ruelle assicura che se operatore £(|z| < R)(H +
il)~! & compatto per ogni R, allora se ¢ appartiene allo spettro continuo di H
si ha

1 [T ,
lim 7/ dtl¢(lz] < R s =0 VR < o 17.80
T—o0 T 0
Dimostreremo che se vale (17.80) lo stato ¢ ¢ uno stato di scattering, appartiene
cioé al codominio di €)_.

L’osservazione cruciale ¢ che utilizzando la definizione di risolvente e con un
procedimento diagonale si puo tradurre (17.80) nell’affermazione che

R
[ tlells] < me a1 +in 781
-R

tende a zero in media per T — oco.
Ne segue che é possibile trovare una successione di tempi 7,, tali che

pn =e g 17.82
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rappresenti una successione di funzioni d’onda localizzate sempre pit lontano
dal supporto essenziale del potenziale. Infatti

lim [[¢(|z] < n)e™ ™" glls =0
n—oo

lim / dt|¢(|z] < n)e " THTIH(H 4007y =0 17.83
n—oo |

D’altra parte nell'intervallo (7, 7,+1), se 7, & abbastanza grande e questo in-
tervallo temporale é non troppo grande rispetto a 7, la propagazione differisce
poco dalla propagazione libera, e la funzione d’onda non puo perdere la sua
proprieta di essere localizzata lontano dal supporto del potenziale.

Per rendere quest’analisi rigorosa occorrono stime accurate della convergenza
nello spazio e nel tempo della parte di funzione d’onda “uscente nella regione.
Il metodo di Enss permette di dimostrare che per un insieme denso di stati
iniziali (che, grosso modo hanno velocita limitata in valore assoluto e lontana
da zero) la funzione d’onda decade rapidamente al di fuori della regione “classi-
camente permessa. B necessario avere controllo della velocita iniziale perché la
rapidita di allontanamento “tende a zero al tendere a zero della velocita iniziale.
Le stime che occorrono vengono dimostrate innanzitutto per la propagazione
libera, con metodi simili a quelli che abbiamo utllizzato nel Capitolo 3 per
dimostrare alcune proprieta del moto libero. Queste stime vengono poi estese
al caso di potenziali a corta portata.

L’estensione a potenziali di lunga portata é pit laboriosa e richiede una modi-
ficazione nella costruzione della matrice di scattering.

Le stime utilizzano il fatto che gli stati considerati hanno supporto essenzialmen-
te limitato in energia e il fatto che per autofunzioni localizzate molto lontano
dall’origine 'operatore H differisce poco dalla hamiltoniana libera, che ¢ una
funzione solo degli impulsi.

Una stima tipica € la seguente

Jim /Oo dt||€(|z) > (1 +a)(R+vt))e ™ g(H)¢[|z| < R]|ls =0  17.84
— 00 0

dove @ > 0 & una costante e la funzione g € C§° ha supporto in (—oo, "“’2) (m

¢ la massa dell particella) e v € R? ¢ arbitrario. ’
Questa stima si ottiene dalla analoga stima per V = 0 dimostrando una op-
portuna classe di funzioni dell’energia totale possono essere approssimate dalle
corrispondenti funzioni dell’energia cinetica nelle regioni dove il potenziale é
piccolo.

Nel caso V' = 0 la stima (17.84) pud essere resa piu precisa. E’ sufficiente
considerare il caso di iperpiani, ad esempio 'iperpiano perpendicolare all’asse 1.
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Se g € C§°(R) con supp g € [0,00], per ogni § > % e ogni n € N esiste una
costante Cy, 4.5 tale che per r, ¢ > 0 si ha

€y < —(t+r))e Fog(p)e(as > 0)s < CL+t+r)F  17.85

La (17.85) si dimostra passando in trasformata di Fourier e dimostrando con
un’integrazione per parti che una funzione che é nel dominio della potenza p™*
del laplaciano tende a zero all’infinito almeno come |z|~9() dove ¢(p) ¢ una
funzione che cresce con p.
Rimandiamo per i dettagli di quest’analisi all’importante articolo di V. Enss
[E4].
La parte principale del metodo di Enss ¢ un’opportuna decomposizione di R?
in una regione sferica intorno all’origine e in numero finito di coni troncati.
Consideriamo I'insieme X di stati (funzioni d’onda) che appartengono al sotto-
spazio continuo di H e la cui energia ¢ finita e separata da zero.
Quest’insieme ¢ denso. Il nostro scopo é dimostrare che che nessun membro
di quest’insieme pud essere ortogonale ad uno stato che appartiene al sotto-
spazio assolutamente continuo di H. Questo dimostra che il sottospazio di
continuitd per H coincide con il sottospazio di assoluta continuitd e provvede
una dimostrazione della completezza asintotica.
E’ necessario considerare stati con energia strettamente maggiore di zero per-
ché altrimenti puo essere zero la velocitd di allontanamento delle parti che
appartengono ai coni troncati.
Possiamo notare che asintoticamente la partizione che faremo puo essere consi-
derata una partizione dello spazio delle fasi classico.
Scegliamo una funzione liscia di variabile reale (’energia). Notiamo che per ogni
funzione f € L'(R) (quindi in particolare in S ) si ha per ogni ¢ €

lim [[(p(H) — ¢(Ho))Pnll2 =0 17.86

n—oQ

dove ¢, & definito in (17.82). Infatti

‘ / T py et ity

< [7 arip)le et o -y |y r2 t)|dt
< [l e e [ i)

—00 [t|>n

Il secondo termine a destra converge a zero per n — oo per l'ipotesi fatta su f, il
primo termine converge a zero perché, per la formula di Duhamel, € maggiorato
da

n n
dt Ve " Ho,lla = [ dt|V(H +il)" e " (H +il)pnll2

—n —n
Introducendo la funzione ¢ identicamente uguale ad uno sotto forma di ¢+ =
&(Jz| < n)+£&(Jz| > n) si ottengono due termini ciascuno dei quali tende a zero
quando n — 0o, uno come conseguenza di (17.85) e uno per le ipotesi fatte sul
potenziale.
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Ne segue che

n = f(Ho)dn 17.87

& una buona approssimazione di ¢,,.

Decomponiamo adesso R? in una palla all’origine B,, di raggio n e in un numero
finito M di coni troncati C7, aventi come assi i vettori e,, € R, m=1,..., M,
e definiti da

lz|

2

Conviene “addolcire i corrispondenti operatori di proiezione prendendone la con-
voluzione con una fissata funzione ¢ € S tale che il supporto della trasformata
di Fourier {(p) sia contenuto in una piccola palla all’origine e sia ¢(0) = 1.

In questo modo otteniamo una partizione regolare Fy(B,,), Uy, Fo(C?) di R che
tiene anche conto della nostra richiesta che gli stati considerati abbiano energia
lontana da zero.

Segue da (17.83) che

|z| > n T em >

T ([Fo(Baialo =0 lim gy~ S R(CRlla=0 178

Gli stati Fo(C),) sono localizzati lontano dall’origine. Decomponiamo ciscuno
di essi in una parte uscente ed una parte entrante .

Se il supporto in energia dello stato ¢ era incluso nell’intervallo [a,b], a >0, b <
oo scegliamo ¢ € D tale che (,,(p) = 0 per p —e,, < —a e {(p) + {(—p) =1 per
lp| <b.

Definiamo stati uscenti ed entranti nel settore m

Uptt(m) = Fo(C)C(p) oy (m) = Fo(C)¢(—p) 17.89
(notare che ¢, = [C(p) + ((=p)|¢n).

Vogliamo dimostrare che gli stati 12%*(m) evolvono “quasi liberamente nel fu-
turo e gli stati " (m) evolvono “quasi liberamente nel passato. Sono utili le
stime seguenti

lim / dt||€(|z| < n+ at)e” o (Hy + N2 (m)|]z = 0 17.90
n o0 0

0
lim / dt||€(|z| < n — at)e” Mo (Hy + Ny (m)||2 = 0 17.91

Ricordiamo che a ¢ la soglia di energia (o velocita) che abbiamo posto, arbitraria
ma finita. La velocita di allontanamento dei centri dei settori saranno piu piccole
al diminuire di a.

Utilizziamo qui il fatto che tutti gli operatori che entreranno nella stima sono
limitati, quindi é sufficiente dare le stime per un insieme denso.
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Le stime (17.90) e (17.91), seppur di facile interpretazione, hanno (finora)
una dimostrazione piuttosto eleborata. Accenneremo in seguito a questa lo-
ro dimostrazione; utilizzandole terminiamo la dimostrazione della completezza
asintotica

Lemma 17.18
Si ha, per ogni valore di m

lim (@~ De™ () =0, lim [[(Q — Dy (m)[2 =0, 1792

n—oo

(abbiamo dato per scontata ’esistenza degli operatori d’onda 1)
¢

Dimostrazione

Dimostriamo solo la prima relazione. La dimostrazione della seconda ¢
simile.
Si ha, per ogni settore

1(Q- = D2 (m)]l» < / 4t Ve itHo g2ut ()|, <
0
IV (Ho+ 1) |5 / (€llz] < n+ atle 0 (Hy + I)pge(m)+

I[(Ho + I)lﬁﬁ"t(m)llz/o dtl|V(Ho + I)"¢[la| > n+at]|s  17.93

La stima (17.90) garantisce che il primo termine tenda a zero quando n — oo, il
secondo termine si annulla in questo limite per 'ipotesi (di corta portata) fatta
sul potenziale.

Q

Il Lemma 17.18 implica che 1" (m) e ¢,, diventano ortogonali nel limite n — co.
Infatti

(Wi (m), ¢n)| < [I(1 = Q)i (m)[|2 + [(€ o™yl (m), 5 6)
Il secondo addendo a destra ¢ limitato da
I€(J2] < n+ am)e ™ol (m)la + €|z > n+ a7)2 9|2

Il secondo termine decresce a zero, e cosi anche il primo per stime analoghe a
quelle che portano a dimostrare (17.90), (17.91).

Completiamo ora la dimostazione della completezza asintotica dimostrando che
non vi possono essere stati che appartegono allo spettro continuo di H e sono
ortogonali al codominio di €2_.
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Ricordando che il codominio di €2_ contiene tutti gli stati che appartegono
allo spetto assolutamente continuo di H questo dimostra anche che lo spettro
singolare continuo di H é vuoto.

Assumiamo allora che esista uno stato ¢ nello spettro continuo di H che sia
ortogonale al codominio di 2_. Allora questo é vero per ogni ¢,.

D’altra parte tutte le ¢:"(m) appartengono al codominio di Q_. Ma ¢, ¢ ben
approssimato dalla somma da 1 a M di ¢2“*(m) che appartengono al codiminio
di ©2_, una contraddizione.

Nello stesso modo si dimostra che ¢ appartiene al codominio di €2 .

Diamo ora una traccia della dimostrazione di (17.90) e (17.91). Riduciamo
il problema al caso unidimensionale e utilizziamo poi la forma esplicita del
propagatore libero.

Notiamo che la palla |z| < n + at & contenuta nel semispazio (u,z) < n + at
per ogni vettore unitario u. Scriviamo ciascuna funzione (,,(p) come somma di
un numero di funzioni 7, (p) € D ciascuna con supporto in un cono con asse
Wy, 1 € scegliamo gli assi in modo tale che

Supp Nk € {p € R%, (p, wpm,k) > 2a}

Una semplice (ma laboriosa) analisi geometrica dimostra che questo puod essere
fatto.
La stima (17.90) segue allora dalla seguente stima par ciascun valore degli indici
mek

(o)
lim dt ||(z < n+ at)e™ 0 (Hy + 1) Fo(Cp )N e (P)on |, =0 17.94
n oo
0

Per semplificare le notazioni, per ciascun settore scegliamo gli assi in modo tale
che w,, ; sia ’asse 1.
Il procedimento che abbiamo descritto brevemente ci permette di fare la stima
per uno stato ben localizzato intorno al piano xy = 0 e la cui trasformata di
Fourier ha supporto in [a, b].
Notiamo adesso che Y _; p? commuta con &(|z1| < n + at) e quindi siamo
ricondotti a una stima in dimensione uno. In dimensione uno abbiamo la forma
esplicita del propagatore libero

) 2 2y
(e )o(a) = (amit) e H [t e H o) 17.95

Utilizzando quest’informazione ed altre della stessa natura (vedere ad esempio
[E83] ), ricordando che lo spettro di energia appartiene per ipotesi all’intervallo
[a,b] e stimando separatamente il contributo delle regioni corrispondenti a 2n +
m < xp < 2n+ m+ 1 é possibile dimostrare che

[€(x1 < n+ at)e” ™ o (Hy + D i (p)nll2 < Cl[(L+t)(n — 1+ at)] ™! 17.96
Questo dimostra (17.90). La dimostrazione di (17.91) & analoga.
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APPENDICE 17A: SCATTERING INVERSO

In questa appendice trattiamo brevemente il problema inverso dello scattering,
cioé la possibilita di determinare il potenziale dalla conoscenza della matrice di
scattering o della matrice S.

Utilizziamo ancora una volta un metodo geometrico, proposto anche in questo
contesto da Enss e Weder.

Analizziamo solo il caso di potenziali a corta portata per i quali intendiamo
adesso potenziali piccoli nel senso di Kato rispetto al laplaciano e che siano tali
che

Gv(R) = |&(lyl = RIV(y)(-A+1)"Y|s € L'(R,dR), ye R’ 17A1

Indichiamo la collezione di questi integrali con il simbolo Vg.
Abbiamo visto che per questi potenziali gli operatori d’onda

Oy v =s5— lim e t(Ho+V) o —itHo
’ t—+oo
esistono e sono completi ed ¢ unitario 'operatore S(V) = (Q4 v)*Q_ v.

Definiamo applicazione di scattering (scattering map) I'applicazione
VeVs— S(V) 17A.2

Dimostriamo che questa applicazione é iniettiva: la conoscenza della martice S
individua completamente il potenziale.

Nota 17A.1
Definendo a lunga portata (long range potentials) Vi, la classe dei potenziali
tali che

1

VEe CY R, IDVH)| S CA+ )T, 1<a<4, 0<e<y

17A.3

gli operatori d’onda sono completi se la hamiltoniana di riferimento & scelta
essere

HP — Hy+ V% (t%) 17A4.4

Anche in questo caso lo scattering map é iniettivo, ma la dimostrazione risulta
pitu complessa.
Va anche notato che per potenziali a portata finita il potenziale risulta univoca-
mente determinato dalla conoscenza dei dati di scattering ad una energia fissata
[N].

&

La dimostrazione dell’iniettivita dell’applicazione di scattering si fonda su alcune
stime a priori che enunceremo e di alcune delle quali daremo un traccia di
dimostrazione.
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Maggiori dettagli possono essere trovati in [EW].
Utilizzeremo il seguente Lemma, la cui dimostrazione si ottiene con stime ana-
loghe a quelle che portano alla stima (17.76)

Lemma 17.21 ([E5] Proposizione 2.10)

Per ogni funzione f € C§°(R?) che abbia supporto nella palla B, per qualche
7, per qualunque scelta dell’intero k é possibile trovare una costante positiva Cy,
tale che valga

|&(x € M)e™og(p — mu)é(z € M)|l2 < Cr(1 47+ [t))7F 17A.5
per ogni v € R?, t € R e ogni coppia di insiemi misurabili M, M’ tali che valga

r=dist{M', M} >0

¢
Per dimostrare I'iniettivitd abbiamo bisogno di stime di separazione.
Lemma 17.22
Se il potenziale V' soddisfa per qualche p € [0, 1] e ogni funzione g € C§°
(1+ R)?|V(2)g(p)é(lz] > R)ll2 € L'((0, 00), dR) 17A7

allora per ogni funzione f € C§°(B,) ¢ possibile trovare h, con (1 + 7)h(7) €
L'((0,00)), tale che per ogni v € R, |v| > 47 sia

[V (- + tw)e o f(p) (L + | - [2) 72| < h(lvt]) 174.8

¢

Nota 17A.2

Con la definizione che abbiamo dato, ogni potenziale di corta portata sod-
disfa (17A.5) con p = 0; maggiori valori di p significano maggior decadimento
all’infinito.

X

Dimostrazione (cenni)
Dal lemma 17A.1, se

M = {|z| < c|vt|} M’ ={|z| > C|vt|} c<C

scelti opportunamente, per r abbastanza grande si ha

wjw

IVg(p—mo)|[[|¢]jz—vt| > Clot])]

—itHo — mv 71 x clv
ety — o) (s ) €llel <l

< k(14 clot])™3 17A.9
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inoltre
—itH L 3
IVoto-mo)ll(o—vt] > Cloth)e " s (1 ) ellel < clotiell € el
17A.10
dove (1 +y)?hi(y) € L*((0,00)) sotto le ipotesi fatte sul potenziale.
Le conclusioni del lemma 17A.1 seguono da (17A.9) e (17A.10).
Q
Notiamo il seguente corollario
Corollario
Se ¢g € C5°(B(mmn)) si ha, uniformemente in ¢t € R
Qs — De™™ g, =0(w™),  ¢u(p) = do(p — mv) 174.11
¢

Dimostrazione N

Sia ¢ una funzione d’onda tale che ¢ abbia supporto nella palla di raggio n
e consideriamo ¢, definita da ¢,(p) = ¢(p — mv). Dalla formula di Duhamel si
deduce

(Q+ — I)e*itHoqsv _ Z/ dr eiTHOVefi(t‘H')Hoqs
0

Utlizzando (17A.8) si ottiene (17A.11) .
Q

Diamo infine la formula di ricostruzione del potenziale conosciuta la matrice di
scattering.

Questa formula da il potenziale come funzione della matrice di scattering dan-
do in ciascun punto z € R il suo lintegrale lungo raggi che partono da x
(tomografia); un teorema di Radon assicura I'unicita della soluzione.

Teorema 17A.3 (formula di ricostruzione)

Se vale (17A.6) allora, per ogni coppia di funzioni che soddisfano (17A.8) si
ha

(5= Dute) = = [ dr (Ve +70)60,00) + o0, Gulp) = 3lp— o)
17A.11
o

Dimostrazione (cenni)
poiché per definizione § — I = (24 — Q_)Q_ dalla formula di Duhamel si
deduce

o0

i(S =1y = / Moy Q_e=™og, G, (p) = d(p — mv)

— 00
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Da Q_D(Hy) C D(H) segue
(Y,i(S = I)gw) = /OO P,(vt)dt + R(v) 17A.12

dove il temine principale P, e il resto R(v) sono dati rispettivamente da

P, (vt) = (e”"Hoy, V(-)e Hog)

Ry - / T (L = Doy, V(e tHog)dt

— 00
Dai risultati precedenti segue

o0

|R,| gc/ Ve #Hog |odt < c/ h(|vt)dt

Questo termine soddisfa quindi la tesi del teorema.
Il termine P, puo essere scritto nella forma
Py(t) = (V(- + vt)e oy, e~ itHop) 17A.13

Notiamo che, ponendo 7 = vt si ha puntalmente in 7

lim P,(7) == (V(- + 70)t, ¢o)

|[v]—o0

e dal lemma 17A.2

< Clh(|’7'|)

2] < 0 v 2=
2

(1 +a2)3

Scriviamo P,(7)— come somma P} + P2
Py = (V(-+ut)e™ " oupy, (e =D)g), P = (e =I)tbo, V(-+70)0)
poiché ggo & normalizzata ad uno e ha supporto compatto vale

iz T iz
I = Dol P2 < [Hodollz |5, le™F = Doll P <2

Dal Lemma 17A.2 si deduce allora
C
1 Z|lP
[Py (r)l < IrlPh(lr])
poiché lim,|_, Py (|v|?(7) = 0 dal teorema di convergenza dominata segue

/ Pldt=0(v"") 0<p<1 17A.14
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( per p =1 si ottiene O(|v|~1)
Per quanto riguarda il termine P? utilizzando (1 — 7)?[|&(lz] > Z)¢oll2 €
L'((0,00)) si ottiene una stima analoga.

Q
Dal teorema 17A.3 si deduce
Corollario
Lo scattering map ¢é iniettivo.
%

Dimostrazione

Supponiamo che V; e V5 siano potenziali a corta portata che hanno la stessa
matrice di scattering. Indichiamo con V' la loro differenza.
Nel seguito consideriamo solo vettori z che appartengono ad un piano prefissato
che scegliamo essere il piano {1, 2}.

Siano ¢ e ¢ elementi di L%(R?), d > 2, tali che (E, zZ € C§°(RY). Definiamo

b =e" P, y=e" P f(z2) = (Va,1b.) 17A.16

La funzione f cosi definita é continua e limitata. Per le ipotesi fatte possimo
scegliere g € C§° tale che g(p)¢ = ¢.
Si ha allora f(z) € L%(R?,dz); infatti

) < IVep)eallz < va@)g [m . '}

2|

|+ st e et < 1 o.
17

2
1
Scegliendo v nel piano {1, 2} la trasformata di Radon di f é per definizione

o0

fv,z) = /0:0 f(z+Tv)dr = / (V(x + 1v)ds, 0, )dT

— 00

e questa quantita é zero per il teorema 17A.3.

Siccome f € L?(R?,dz) ne segue f(z) = 0, per le proprieta della trasformata di
Radon.

In particolare f(0) = 0 e quindi (V¢,¢) = 0 se b, b e Cg°, un insieme denso.
Ne segue che V = 0 come operatore, e quindi anche come funzione.

Q

APPENDICE 17B: TEOREMA DEL FLUSSO ATTRAVERSO SUPERFICI.

Nei testi di Fisica Teorica che trattano la teoria dello scattering da un potenziale
V si considera la (densita di) probabilita del seguente evento: una particella che
entra con impulso kg # 0 nella regione in cui la forza VV ¢ diversa da zero, ne
esce con impulso contenuto in un angolo solido X..
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Poiché lo stato della particella entrante non pud avere impulso esattamente kg
(tale stato corrisponderebbe ad una funzione d’onda 6(k — ko) nello spazio degli
impulsi, e quindi non a una funzione a quadrato integrabile) nel formulare cosi
il processo di scattering si sottintende un processo di limite,

Se si vuole dare significato al fatto che la particella considerata abbia impulso
ko bisogna dunque immaginare un fascio di N particelle tutte con momento
approssimativamente uguale a ko e distribuite ad un tempo remoto (ma non
troppo remoto) nel passato quasi uniformemente su di un piano perpendicolare
a ko a distanza R molto grande (nella direzione opposta a k) dalla regione in
cui VV é sostanzialmente diverso da 0.

Naturalmente solo una frazione di queste particelle raggiunge la regione in cui
I'interazione pud avere luogo, e la probabilta di uscire in un angolo solido ¥ si
riferisce solamente a questa frazione di particelle.

Nella maggior parte dei testi di Fisica Teorica questo porta a sostituire la funzio-
ne d’onda della particella entrante con e”*0% ma ad omettere un fattore (§(0))*
nel calcolo formale, per tenere conto che nel limite si ottiene un risultato finito
solo facendo tendere in numero N di particelle all’infinito (poiché la percentuale
di particelle che incontra la regione d’interazione tende a zero nel limite).
Formalmente si procede considerando che interessano solo le particelle che hanno
interagito, omettendo le altre.

Se S é la matrice di scattering, si considera quindi I'operatore T'= S — I.

Un calcolo euristico mostra che 'operatore T ha un nucleo integrale

ind(k* — p*)T(k,p) 17B.1

con T'(k,p) regolare (la presenza della funzione ¢ riflette il fatto che l'energia
del moto asintotico é conservata, una proprieta che segue dalle proprieta di
intrallacciamento degli operatori d’onda).

Mediante quest’analisi si deduce che la probabilita che una particella che entra
con impulso kg e che ha subito un processo di scattering venga emessa in un
angolo solido ¥ ¢ data da

Usgff(z) = 16W4/ET(W|k0|,ko)2dw 17B.2

La funzione O’d?f  Viene chiamata sezione d’urto differenziale .

Per connettere (17A.1) ottenuta in modo euristico con I'operatore di scattering
come ¢ stato definito in questo capitolo, ricordiamo che nella teoria staziona-
ria dello scattering ’autofunzione generalizzata corrispondente all’impulso & &
ottenuta come quella soluzione dell’equazione di Lippmann-Schwinger

oo k) = ehe — L [ ) 17B.3



TEOREMA DEL FLUSSO ATTRAVERSO SUPERFICI 335

che ha comportamento asintotico per |z| grande

ik k e_i‘kal
oz, k) e 0% 4 f O(w)T 17B.4
x
Da 17B.3 si vede che il nucleo integrale dell’operatore T" pud essere espresso in
funzione di ¢(z,t) nel seguente modo

T(kp) = o / Y (), p)de

Confrontando i termini di ordine |z|~! in (17B.4) e (17B.3) si vede che

£ (w) = (2m) / oYY () by, o)y 17B.5

e quindi
fro(w) = 42T (w|ko|, ko)

Si perviene cosi alla (17B.2).

Questa derivazione della (17B.2) dalle formule della teoria stazionaria dello scat-
tering non lascia capire la sua interpretazione in termini di effettivi procedimenti
di misurazione.

Daremo quindi una breve descrizione della relazione tra (17B.2) e il processo
di scattering basata sul teorema del flusso attraverso superfici, che permette di
cogliere meglio questa relazione.

Notiamo innanzitutto che una descrizione piu aderente alla realizzazione speri-
mentale di un processo di scattering é la seguente.

11 processo di scattering (e la conseguente definizione di sezione d’urto differen-
ziale) consiste nel fatto che le particelle dopo aver interagito vengono rilevate
quando attraversano un insieme di contatori posti ad una grande distanza R
dal luogo dove avviene I'interazione (cosi che si possa parlare di proprieta della
particella, quali ad esempio la quantita di moto).

Viene misurato il numero di particelle che escono in una determinata direzio-
ne. In generale vengono rilevate quantita integrali nel tempo, cioé non viene
precisato il momento in cui la rilevazione viene effettuata.

In altre parole, il processo di scattering & quantificato misurando il flusso di
particelle che attraversano una porzione Y dell’area di una sfera posta a grande
distanza dall’origine.

Notiamo che questa quantitd non dipende dalla precisa localizzazione della re-
gione in cui avviene 'interazione, purché ’estensione di questa regione sia molto
minore alla distanza R a cui sono posto i rilevatori.

Ricordiamo che in Meccanica Quantistica il flusso viene definito essere

j% =1Im ¢;Vey 17B.6
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e soddisfa l’equazione (di continuita)

9

ot div j =0, pi(x) = ¢ (2)? 17B.7

Si potrebbe pensare che sia naturale assumere che la probabilita che la particella
attraversi la porzione X di superficie sferica nel tempo T < t < T + A sia

I'integrale
T+A
/ da/ (n-3%)(o,t) dt
b T

dove n(o,t) ¢ la normale alla superficie nel punto di coordinate o, orientata
verso |’esterno.

Questo non & vero in senso stretto, perché (n - j%t)(o,t) potrebbe essere una
quantita negativa (e potrebbe non essere definita ovunque poiché la funzione ¢
puo non essere differenziabile).

Ma ci aspettiamo che tenda ad essere positiva (o nulla) quando il raggio della sfe-
ra tende all’infinito. Pertanto ci aspettiamo che una definizione piu significativa
della sezione d’urto possa essere la seguente

R— o0

U?lusso(z) = lim dt/ (TL : ]¢t) dw 17B.8
T SRQK(Z)

dove Sgp N K(X) é lintersezione della sfera di raggio R con il cono generato da
Y (rispetto ad un punto P che appartiene al supporto di VV; quando R — oo
questa definizione non dipende dal particolare punto P considerato).

Notiamo che la definizione (17B.8) non dipende da T perché ¢ ¢ per ipotesi uno
stato di scattering.

Quindi ci aspettiamo che valga il seguente Teorema

Teorema del flusso attraverso superfici

Si ha -
lim/ / j¢fd2:/ Q7" o(k)|Pd®k 17B.9
R—oo Jr Jrx Cs
¢

Questo teorema é stato dimostrato sotto varie condizioni sul potenziale. Si pud
vedere ad esempio [D] [AZ]

Va notato che nel corso della dimostrazione si dimostra che nel limite R — oo
la misura (n - j®t) dw tende ad una misura positiva e si ha

R—o0 R—o0

lim dt/ (n-j%)dw = lim dt/ [(n - )| dw 17B.10
T RY T RY
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APPENDICE 17C: TEORIA ALGEBRICA DELLO SCATTERING

Il ruolo del gruppo delle dilatazioni spaziali pud essere visto anche utilizzando
la rappresentazione di Heisenberg e studiando il comportamento asintotico degli
osservabili .

Questa possibilita & stata messa in luce da [AH67| e da altri, sopratutto D.
Ruelle , ed ¢é stata posta da V. Enss [E}, Fy] al centro della teoria.

E infatti interessante notare che mediante metodi geometrici é possibile dedur-
re esistenza e completezza dell’operatore d’onda e la completezza asintotica (e
I'unitarita della matrice S) dallo studio del comportamento asintotico del valore
d’aspettazione, negli stati corrispondenti allo spettro continuo della hamiltonia-
na, di opportuni ossevabili che evolvono nel tempo secondo la rappresentazione
di Heisenberg.

Questa considerazione ¢ alla base della teoria algebrica dello scattering ([AH67],
[R68] ) utilizzata poi in teoria dei campi quantizzati e in teoria algebrica delle
osservabili locali.

In questa teoria si studiano campi (o osservabili) asintotici che agendo su uno
stato stazionario (ad esempio il vuoto) producono stati che evolvono secondo
una hamiltoniana libera.

Questo metodo viene usato nei sistemi infinito-dimensionali in assenza di una
rappresentazione di Schrédinger

Una traccia generale della dimostrazione della completezza asintotica in una
teoria non relativistica mediante lo studio del comportamento asintotico di
opportuni osservabili si trova su [CFKS].

Si dimostra che I’evoluzione temporale in rappresentazione di Heisenberg di alcu-
ne osservabili sotto H.,, per tempi molto lunghi differisce poco dall’evoluzione
che avrebbero sotto Hj.

Corrispondentemente in teoria dei campi quantizzati i campi osservabili si com-
portano come campi liberi su tempi molto lunghi.

Studiando il comportamento asintotico di opportuni osservabili si pud dimostra-
re per esempio

Teorema 17.19 ( [CFKS]
Se D(Hy) = D(H) e Per ogni f € C*°(R) ed ogni ¢ € Heont(H) si ha

lim / (“”2) 6= f2H)

t— t2

i)

if)
lim f (Af)) b= f2H)

tlg(l)lo f(Ho(t)p = f(H)o
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¢

V. Enss utilizza una metodologia analoga, ma ha a disposizione la rappre-
sentazione di Schrédinger in cui traduce i risultati ottenendo accurate stime
asintotiche (nel tempo) per il comportamento delle soluzioni dell’equazione di
Schrodinger.

Ad esempio si pud dimostrare il seguente Teorema

Teorema 17.20 [E85]
Sia H = Hy + V con V piccolo rispetto ad Hy = —A nel senso di Kato.
Sotto le ipotesi
(Ho—2)"2(1+|z)2V(H,) L ek

si ha, nel senso della convergenza forte in risolvente

2
lim © (t) D(t)
[t|l—oo  t2 t

= HP.ont lim |t| — oo =2HP.ont

o

Non diamo qui la dimostrazione di questo teorema, ma notiamo il seguente
corollario.

Corollario
Se ¢ ¢ nel sottospazio dello spettro continuo di H allora

i)

lim [[(I —€&(vit < x < vat))e "He(w? < H <v2)glla =0

|t] =00

ii)
VR lim |&(jz| < R)e ¢l =0
[t] =00
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CAPITOLO 18

TEORIA QUANTISTICA DELLO SCATTERING. STIME
DI PROPAGAZIONE REGOLARITA’ SECONDO KATO.
METODO DI MOURRE. SISTEMA DI N CORPL

In questo capitolo indichiamo le linee generali di un procedimento descritto
da Mourre per dimostrare la completezza asintotica [M§]
Questo procedimento ha lontane origini nel metodi di Enss e puo essere genera-
lizzato a trattare la completezza asintotica (e anche la struttura spettrale) per
il sistema a N corpi.

La generalizzazione del metodo di Mourre [ABG96][AM99 va sotto vari nomi
(metodo del doppio commutatore, metodo dell’operatore subordinato, metodo
degli operatori debolmente coniugati, stime dispersive .. ..) ed é rivolta a
provvedere stime da cui dedurre ’assenza dello spettro singolare continuo e il
comportamento asintotico degli stati appartenenti allo spettro assolutamente
continuo di H.

Il metodo di Mourre e le sue generalizzazioni sono gli strumenti pit frequente-
mente utilizzati nella letteratura recente sulla teoria dello scattering in Mecca-
nica Quantistica.

Il procedimento iniziato da Mourre si ispira a quello di Enss, ma utilizza pita
consistemente il generatore del gruppo della dilatazioni per produrre una parti-
zione dello spazio di Hilbert L?(R3) che dipende da due parametri: il tempo e
il fattore di dilatazione.

Questo provvede una partizione opportuna in stati uscenti e stati entranti.

Il metodo costituisce un legame tra la teoria geometrica e I'approccio pid tra-
dizionale mediante trasformazioni tra gli elementi spettrali degli operatori H e
Hy.

Lo scopo é ancora una volta dimostrare che ogni stato che appartenga allo
spettro continuo di H é approssimabile per tempi sufficientemente remoti nel
futuro da uno stato uscente e per tempi sufficientemente remoti nel passato da
uno stato entrante .

Nel metodo di Mourre la partizione in stati entranti e uscenti é data dalla
decomposizione spettrale dell’operatore che genera il gruppo delle dilatazioni.

341



TEORIA QUANTISTICA DELLO SCATTERING. STIME DI
PROPAGAZIONE REGOLARITA’ SECONDO KATO. METODO DI
342 MOURRE. SISTEMA DI N CORPI.

Indicando con D = %(mﬁ + p.z) Poperatore di dilatazione, si pudé notare che
su un domino denso (il domino di autoaggiuntezza dell’operatore In|p|) vale la
relazione

APl [ple”P =In |p| + X T 18.1

cosi che gli operatori in |p| e D formano una coppia di variabili canoniche
secondo Weyl.

Questo porta a una semplificazione dei calcoli formali.

Inoltre, notando che e ! IPl = |p|** i & portati in modo naturale ad introdurre
la trasformata di Mellin e quindi a descrivere la funzione d’onda ¢ nelle variabili
momento come funzione di |p| e di una variabile di direzione w € S3

fi % EAINELY
3w = <= [ TR o0l 182

Notiamo che per qualsiasi funzione misurabile F' su R

F(D)p(A,w) = FA)¢(A, w)

Con queste notazioni si definiscono i proiettori Py e P_ sulla parte positiva
(risp. negativa) dello spettro di D.

Si pu6 vedere che questa partizione non é equivalente a quella data con il metodo
di Enss.

Se il supporto delle funzioni §;, n; é molto piccolo, I vettori della forma &;(z —
x))n;(p — p;)¢ sono localizzati (nella rappresentazione spettrale di D) intorno
al valore (z;,p;) ma la loro localizzazione in questa rappresentazione diventa
pia debole al crescere di |p;| e di |z;].

Questa proprieta é dovuta al fatto la hamiltoniana H = Hy + V' non commuta
né con p né con x e che 'evoluzione dovuta a Hy ha proprieté dispersive.

Ne segue che utilizzando funzioni a supporto molto piccolo nello spettro di D
si ottengono funzioni che sono meno localizzate congiuntamente in posizione e
impulso .

Ci6 comporteré che la propagazione (generata da Hy o da H) conserverd solo
approssimativamente la decomposizione dello spazio di Hilbert in stati uscenti
e stati entranti data dal metodo di Enss.

Come abbiamo visto trattando la versione indipendente dal tempo della teo-
ria dello scattering uno dei punti delicati nella dimostrazioe della completezza
asintotica sta nel fatto che I'operatore risolvente

(H=X"" X¢o(H)

non pud essere esteso come funzione continua in senso forte per A € o(H).
Abbiamo indicato con o H) lo spettro dell’operatore H.

Ma questa estensione continua potrebbe avvenire in senso debole quando ci
siliita a considerare valori d’aspettazione tra un opportuno sottospazio di H.
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Ad esempio su elementi ¢ che siano nel range di un operatore Ache abbia
opportune proprieta (rispetto all’operatore A).

Chiameremo coniugato ad H un operatore A che ha questa proprieté; e diremo
che H soddisfa le stime di propagazione rispetto all’operatore A.

Definizione 18.7

Sia A un operatore autoaggiunto su un spazio di Hilbert H.
Diciamo che 'operatore Hy soddisfa le stime di propagazione (o stime dispersive)
rispetto ad A se esistono due numeri s > s’ > 1 e tali che per ogni funzione
g € C§°(R) valgano le seguenti stime

|(14 A2)=5/2¢=Ho g(Hy) (14 A2) 2| < c(1+|t|)~® Vte R 18.3

|(1+ A%)=*/2e= o g(Hy) PE| < c(1+t])™ V+t>0 18.4

dove abbiamo indicato con PX la proiezione sulla parte positiva della spettro di
A e abbiamo definito P, =1 — P:{.

¢

Nota 18.1

Spesso é conveniente utilizzare una versione locale di questa definizione. Nel-
la versione locale si chiede solo che la stima sia soddisfatta per ogni funzione
g € C§°(Ip) dove Iy & un intervallo aperto di R.
In questo capitolo noi utilizzeremo sempre la versione data in (18.3) e (18.4).

&

Definizione 18.2
Sia A un operatore autoaggiunto.
Il potenziale V' é detto essere una perturbazione a corta portata (short range)
di Hj rispetto ad A se posto H = Hy + V si ha
i)
L’operatore
(H+i)"' — (Hy+14)"* 18.5

é un operatore compatto

ii)

Esiste un numero reale ;1 > 1 e interi k, 7 > 0 tali che 'operatore
(H+i)7 V (H+i)7" 1+ A%)H/? 18.6
si estende ad un operatore limitato in H.

Il teorema astratto che utilizzeremo é il seguente.

Teorema 18.1
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Assumiamo che esista un operatore autoaggiunto A tale che Hy soddisfi la
stima di propagazione rispetto ad A e che V' sia una perturbazione di Hy che é
a corto range rispetto ad A.

Allora gli operatori d’onda W (H, Hy) esistono e sono asintoticamente completi.

2

Nota 18.2

Spesso nelle applicazioni A é il generatore delle dilatazioni spaziali. Questo
porta ad identificare il range di A4 con le onde uscenti.
In altri casi pud essere conveniente un’altra scelta per A. Un esempio é la
hamiltoniana dell’effetto Stark:

HI*A‘i’f“’El f7é0

Questa hamiltoniana ha spettro assolutamente continuo che copre l'intero asse
reale.
Per dimostrare in questo caso il Lemma 17.17 basta scegliere A = %8%1 e notare
che vale la relazione (su un insieme denso di vettori analitici e invarianti per
entrambi gli operatori)

(HA— AH) = —i

&

Dimostrazione del Teorema 18.1

Dimostriamo innanzitutto l'esistenza di W (H, Hy); per W_(H, Hp) si pro-
cede in modo analogo.
Per I'argomento standard di tipo Cook-Kuroda é sufficiente dimostrare

/ |(H +1i)™7 V em"Ho g(Hy) 1p|odt < oo 18.7
0

Utilizzando (18.3) e (18.4) si ha
|(H +4)™ V e™"" g(Ho) > <

(4077 V (HA0) ~F (1A% 2 (14 A%) 72 (H i) Fe "0 g(Ho) (14A%) /24
Notiamo che (H +4)* (Hy +4)~% é un operatore limitato che differisce dall’i-

dentita per un operatore compatto e che si pu6 sostituire g(Hp) con f(Hp) =
(Ho +i)?g(Hy) perché entrambe sono in C§°.

Utilizzando il fatto che €0 ¢'( Hy)v tende debolmente a zero per t — oo e che
questa convergenza é preservata dall’applicazione di un operatore compatto si
ottiene

|(H +i)™7 Ve g(Ho) ¢z <
I(H +i)79 V (H i) 7F (1 A2 (14 A%) =+ 2em0 f(Hy) (14 A%) 24
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< (14t~ 18.8

che é integrabile poiché s’ > 1. Questo dimostra l'esistenza di W, (H, Hp).
Per la dimostrazione della completezza asintotica iniziamo con il dimostrare che
gli operatori

g1(H) (Wy —I) go(Ho)P5 18.9

sono compatti per g1, g2 € C§°. Questo segue da
t
gi(H) (e e= — 1) go(Ho) Py = / gi(H) ™V em'THo g, (Ho) Py dr
0

dove l'integrando é continuo in norma e compatto.
Pertanto anche l’integrale é un operatore compatto.
Per 7 > 0 possiamo stimare

g1 (H) ™™ V e™ "0 g, (Ho) P <
lg1(h) V (Ho + 1) 7F(1 + A%)*/2|| ||(1 + A%)~/2e~ "o gl (Ho) PF |

<1+ t) 18.10

Ne segue che anche il limite per ¢ — oo esiste e definisce un operatore compatto.
Utilizzando la compattezza di g(H) — g(Hy) e la proprietéa di intrallacciamento
degli operatori d’onda, dalla compattezza di

g1(H) (Wi — 1) g2(Ho) Py
si deduce la compattezza di
(We —1) g(Ho)Py,  g(H) (Wi—1) Py 18.11

Per dimostrare la completezza asintotica, dimostriamo preliminarmente che che
os(H) N I é un insieme discreto per ogni intervallo limitato aperto Iy C R.
Questo implica che non vi é spettro singolare continuo e che lo spettro discreto
é composto da al pid un insieme numerabile di punti con molteplicit3é finita.
Sia J C I relativamente compatto, e sia

geCy, gN=1LreJ

Poiché si ha sempre
Range(Wy) € HE

si ha sempre P;(H) Wi = 0. Quindi
Py(H)Ey(J) = Ps(H)Ep(J)g(H) = Ps(H)Ex(J)g(H)(P4 + Py)
= Ps(H)En(J)g(H)(I=Wy)P*(A)+Py(H)Ex(J)g(H)(I-W_)P~(A) 18.12
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Da (18.11) segue che Ps(H)Eg(J) é compatto, e quindi di rango finito essendo
un proiettore.
Possiamo ora dimostrare che

Range(W1) = Ha.c (H) 18.13

Per ogni intervallo aperto limitato abbiamo dimostrato che Iy/o,(H) é aperto.
Sia g € C§°(Io/o,(H)). Dobbiamo dimostrare che

s —limy_pooe’™ ey =WE ¢ ¢ € Hac(H) 18.14

Il procedimento che seguiremo é un tipico procedimento di localizzazione nel-
lo spettro di H. Scegliamo ¢ € H,.. tale che sia ¢ = g(H)¢ e calcoliamo
(consideriamo solo il caso di W)

leoe™ " g(H)p — Wig(H)pl2 =
(P + Py)eoe= i g(H)g — Wig(H)O)ls < Ap() + A_(t) 1815
dove abbiamo posto
As(t) = |Py(I—Wi)g(H)e gl

(abbiamo utilizzato la proprieta di intrallacciamento di W.).
Ma l'operatore P (I — W) é compatto e e~ "H ¢ converge a zero debolmente;
ne segue che lim; A4 (t) = 0. D’altra parte si ha

A_(t) < |Pye=itH g(H)gla + [Py e 10 W T g(H)ols 18.16
e le stime di propagazione (18.3) e (18.4) implicano
s —limy_oo Pye” ™og(Hy) =0 18.17

Da Wig(H)p = g(Ho)Wj¢ e da (18.10) segue che il secondo termine in (18.16)
converge a zero quando ¢ — co.
D’altra parte

[Pre " g(H)p| < PyWZe ™ g(H)g| + |Pye™ (I - W2)g(H)g| 18.18)

ed entrambi i termini convergono a zero quando ¢t — oo per (18.11).
Questo conclude la dimostrazione del Teorema 18.1.

Q

Diamo ora un’ indicazione di come possano essere ottenute le stime di propaga-
zione (18.3) e (18.4) che abbiamo utilizzato nel corso della dimostrazione della
completezza asintotica.
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Per esporre il procedimento nella sua forma pit semplice consideriamo solo il
caso Hy = —A su H = L?(R"). 1l caso in cui é presente un potenziale di corta
portata ha una dimostrazione piti complessa ma sostanzialmente analoga.
Scegliamo per A l'operatore di dilatazione

A= %(Vi‘ +2z.V)

Lemma 18.2
Gli operatori Hy e A soddisfano le stime (18.3) e (18.4). per ogni s > s’ > 0.
¢

Dimostrazione
Definiamo Ky = logH;y mediante il calcolo funzionale. Utilizzando la tra-
sformata di Fourier é facile dimostrare che su un dominio di essenziale autoag-
giuntezza e invariante per entrambi gli operatori si ha i(KoA — AKy) = 21 e
quindi
eltHo peiHo — A 4 o] 18.19

Questo implica le stime di propagazione volute (18.3), (18.4) per opportune
scelte di s,s" > 1
e inoltre
PTe #opT =0 V+t>0

Le stime di propagazione possono infatti ora essere ottenute mediante un ap-
plicazione della trasformazione di Mellin unidimensionale, che ricordiamo bre-
vemente.

Nello spazio degli impulsi il termine e ~#og(Hy) ¢ rappresentato dalla funzione
—itn2 —q
e " g(p%) = (0°) " "9(p”)

Sia g € C§°(Ry).
Una semplice applicazione del teorema della fase non stazionaria dimostra che
la funzione

L[~ —iA—
:;/ e "Pg(p)p~ " tdp
™ Jo

soddisfa le seguenti stime, per opportune costanti Cy

Gi(N)

GV <OnltITNA+ )Y VteR, VN>1 18.20
G| < On(A+[t+ADY VEA>0 YN >1 18.21
Da (18.19), (18.20) segue per s > 1

|(I4+A?)=8/2e Ko (T4 A%)=3/2| g/ G N)(A+[t]) 75dA < Coslt|™™ VEER
- 18.22
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se N < s — 1. Inoltre si ha
(I 4 A?)=*2e~Hog(Hy)PY = Gy(A)(I + A%) /2 HP P{d)

L’integrale per A < 0 viene stimato mediante la trasformata di Mellin (18.20)
0
H/ Gi(\)(I + A% SPHP PN < Cp ot ™" 18.23

L’integrale su valori positivi di A per ogni m > 1 viene stimato uitilizzando
(18.23)

|/O G\ ((1+ A ™2HPPLd)|| < c/o (14+t+XA)"™d\ <ct™™ 18.24

La dimostrazione del Lemma 18.2 viene completata per ogni 1 < s’ < s per
interpolazione partendo dalle stime (18.21) e (18.22).
Q@

Il procedimento che abbiamo indicato per dimostrare la completezza asintotica
nel caso di potenziali di piccola portata é un caso particolare del metodo dell’
operatore coniugato introdotto in [ABG96] e [ S97] .

Dato un operatore autoaggiunto H su di uno spazio di Hilbert H questo metodo
si utiizza per analizzare le proprieta spettrali di H in un aperto 2 € R mediante
un altro operatore autoaggiunto A con opportune proprieté.

Nelle applicazioni alla teoria dello scattering, I'operatore A é in generale il
generatore delle dilatazioni, ma il metodo ha validita pia generale.

Il metodo dell’operatore coniugato ha la sua origine nel teoria di T.Kato delle
perturbazioni regolari (smooth perturbations).
Richiamiamo brevemente questa teoria, seguendo [RSIV]

Definizione 18.3
Sia H autoaggiunto sullo spazio di Hilbert H con risolvente R(p) = H%M
Un operatore chiuso A viene detto essere H-regolare se per ogni ¢ € H ogni

A € R e ogni € # 0 il vettore R(A + i€)¢ appartiene a D(A) e inoltre

1 [ . .
Al = suppgrzoq- [ ARG ie)off + AR — ie)sfldA < oo 18.25

— 00

¢

Saré convenSente per il seguito riformulare questa condizione di regolarité uti-
lizzando la seguente generalizzazione del classico Lemma di Plancherel.
Lemma 18.3 (Plancherel generalizzato)

Sia ¢(z) un funzione misurabile da R allo spazio di Hilbert separabile H con la
proprieta [ [¢(x)|2dz < oco.
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Definiamo ¢ : R — H mediante

N 1 )
60) = 57 [ " ola)do
Allora
/|A€Z’(P)|gdp=/|A¢(x)|§dx 18.26
&
Dimostrazione

Diamo solo una traccia della dimostrazione.
Sia data una famiglia ¢(x) € H, = € R. Sia A un operatore limitiato e sia {¢,, }
una base ortonormale in H.
Per ogni n la funzione (1, Ag{)(p)) = (A*Yn, ¢(p)) é la trasformata di Fourier
di (A, 6(x)).

Quindi per il Lemma di Plancherel

[ G0 4dw)Pap = [ 10 Aot) P

se uno degli integrali é finito.
Sommando su n da (18.26) nel caso A limitato.
Se A & autoaggiunto ma non limitato consideriamo FE|_y njA (la proiezione
spettrale di A nellintervallo [N, N]). Allora vale (18.26) per E|_y, njA.
Se 1 e ¢ appartengono al dominio di A un procedimento di limite da (18.26)
anche in questo caso.
Se A non ¢é autoaggiunto consideriamo l'operatore |A| = v/ A*A. Si ha D(|A]) =
D(A) e ||A]|¢|2 = |Ag|2. Quindi (18.26) vale anche in questo caso.

@

Formuliamo ora il criterio di Kato in termini del gruppo unitario e?*¥.

Lemma 18.4
L’operatore A é H-regolare se e solo se per ogni ¢ € H si ha et ¢ € D(A)
e inoltre

|1t < )l 63 18.27

—0o0

¢

Dimostrazione
Sia € > 0. Si ha

/ el A=t gt — _R(\ —i€)o
0
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e dal Lemma 18.3 segue

oo oo
/ |AR(A + i€) |y d\ = 27r/ e 2 Ae= M g2t
0

— 00

Prendendo il limite € — 0 si conclude la dimostrazione del Lemma 18.4.

Q

La connessione tra H-regolarita dell’operatore A e proprieta dello spettro di H
é data dal seguente Teorema

Teorema 18.5
Se A é H-—regolare, allora il codominio di A* é contenuto nello spettro
assolutamente continuo di H.

Q

Dimostrazione
Sia ¢ € D(A*) e poniamo ¢ = A*¢. Indichiamo con dy,;, la misura spettrale
di H associata a ¢. Definiamo
1

1 ) )
F(t) = —/e—md T A*p, et 18.28
(1) == [ e dugle) = Z= (A6, )
Allora |F(t)| < \/%‘QS|2|A6_itH’(/)|2 e il Lemma 18.4 garantisce che F' € L? e
quindi dug é assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue.
Q@
Dimostriamo ora il teorema di Kato-Putnam che connette la H-regolarita con
le stime dei commutatori.

Teorema 18.6 (Kato-Putnam)

Siano A e H autoggiunti. Supponiamo che il commutatore C' = i[H.A] sia
un operatore positivo. Allora l'operatore v/C é H—regolare.
Se il nucleo di C' é vuoto, allora H ha spettro assolutamente continuo.

¢

Dimostrazione
La seconda affermazione del teorema segue dalla prima; infatti il nucleo
Kery/C coincide con il complemento ortogonale del codominio di C.

Per la prima affermazione, notiamo che & [e®H Ae=H] = ¢*H Ce~H ¢ quindi

t
/ (z/J,eitHCe_”Hw)dt _ (¢7eitHA6_itH1/}) _ (’L/},eiSHAe_iSHQZ})
Ne segue
t
[ Ve miar < 2 ajjul

Essendo s e t arbitrari ne segie che v/C é H-regolare e |C||2, < ”7r—“
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Q

Una generalizzazione del teorema di Kato-Putnam é stata data in [M81]
Il metodo, che chiameremo metodo del commutatore positivo permette di dedurre
varie stime sulla risolvente di H da una stima di positivitd di un commutatore

Pr(H)[H,iA|P;(H) > aPr(H) a>0 18.29
(dove I & un insieme aperto finito contenuto nello spettro di H) .

La stima piu utile per la teoria dello scattering é il

principio di assorbimento limite
sup.c g+ ||(1+ A%)7/2(H — 2)71 (1 + A%) 7% < 18.30

per tutti gli intervalli chiusi J C I e ogni s > %
Le richieste sull’operatore A sono le seguenti
i)
L’applicazione . 4
s — e WAf(H)e™ g 18.31

é due volte differenziabile (in s) con continuita per ogni f € C§°(I) e ogni ¢ € H.
Abbiamo utilizzato la notazione H € C¥(A) per affermare che 'applicazione
(18.31) é k-volte differenziabile.

ii)
Per ogni A € I esistono un intorno A strettamente contenuto in I e una
costante positiva a tali che

Ex(H)[H,iA|Ex(H) > aEx(H) 18.32

dove Ea é il proiettore spettrale di H nell’intervallo A.

Notiamo che in virta di i) il commutatore [H, A] é ben definito come forma
quadratica su Ux Ex (H)H dove 'unione ¢ fatta sui compatti contenuti in €.

Nei lavori citati di Amrein et al. si dimostrano i seguenti risultati.

a)
Per tutti gli s > % ed ogni ¢, ¥ € H, uniformemente per A in ogni
sottoinsieme compatto di I , esiste il limite

limeo, (¥, (I + A%)"2 (I + A%)"2¢) 18.33

H+ \%ie

Questo implica in particolare che lo spettro di H in I é puramente assolutamente
continuo.

b)
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Se%<s<lef€C8°allora,con<A>E([+A2)%
|<A>Se ™ fH)<A> || =02 18.34

Queste stime di decadimento giocano un ruolo importante nello studio della
completezza asintotica.

c)
Sotto l'ulteriore ipotesi che 'applicazione definita i (18.31) sia quattro volte
differenziabile in s per tutti gli intervalli chiusi J C I

sup.e+ || P (A)(H — 2) " Pz (A)[| < o0 18.35

dove Py(A) é Poperatore di proiezione spettrale dell’operatore A sulla parte
positiva (rispettivamente negativa) dello spettro.

Nel caso in cui A sia 'operatore di dilatazione, Py (A) viene interpretata come
proiezione sul sottospazio degli stati uscenti (rispettivamente entranti ).

Rimandiamo ai lavori sopra citati per un’analisi pid dettagliata e per le dimo-
strazioni.

18.1 IL SISTEMA A N CORPI QUANTISTICO; STRUTTURA SPETTRALE E
SCATTERING

Utilizzeremo la strategia esposta nella prima parte di questo Capitolo e i risultati
dei Capitoli precedenti per studiare il problema a N-corpi nei sui aspetti generali
e nel suo comportamento asintotico.

Per un’analisi pid completa e per ulteriori riferimenti bibliografici si pué vedere
ad esempio [HS95] , [HS00]

11 sistema a N corpi consiste in una collezione di N particelle di masse {my} ,
my > 0 ciascuna descritta da coordinate z;, € R? e interagenti tra loro mediante
forze di natura potenziale.

Gran parte del contenuto di questo capitolo vale anche in R, d # 3.
Introduciamo in R3*V il prodotto scalare < z,y >= > p Mm@k, yx). Con questa
notazione ’energia cinetica classica é T = % <z,T>.

Scegliendo unitéa di misura opportune scriviamo ’operatore di Schroedinger nella
forma

1
H:_§A+V(z)7 r={r,.on} € R? 18.36

e assumiamo che V sia invariante per traslazioni in R? (cioé Va € R3, V{z;} =
V{z; + a}).

In questo caso il moto del baricentro é libero e lo spazio di Hilbert ha una
decomposizione naturale

H=IL*R)®L*X), X={x,.2,}, 71 € R, kamk =0
k
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Questa fattorizzazione é invariante per ’evoluzione generata da H.
Assumiamo anche che il potenziale abbia la forma

V()= Vielwi—azx),  limpyeVir(y) =0 18.37
i<k

E’ importante notare che (18.37) non implica lim), oV (x) = 0.

Infatti quando |z| — oo vi possono essere direzioni in cui x; — xj, rimane limitato
per qualche valore degli indici.

Questo corrisponde alla nostra intuizione che un insieme di N particelle non
pud essere studiato matematicamente se non viene indicato un meccanismo at-
traverso il quale in corrispondenza ad alcuni dati iniziali e in un futuro molto
remoto esso pud essere suddiviso in sottoinsiemi isolati uno dall’altro.

Ne segue che il modo migliore per studiare il comportamento asintotico (nel
tempo) del sistema consiste nell’individuare direzioni che corrispondono a fram-
mentazioni in sottosistemi.

Una trattazione matematica richiede quindi 'utilizzazione di funzioni sullo spa-
zio delle configurazione R*" ma anche anche di funzioni su sottospazi corrispon-
denti ai diversi frammenti.

Questo puo essere fatto introducendo N vettori ay, k= 1,..N in R? e studiando
le frammentazioni che corrispondono alla traslazione x; — xj + Aag per A molto
grande.

Naturalmente la frammentazione pud essere completa solo nel limite A — oo ma
le ipotesi fatte sui potenziali V; j garantiscono che Ierrore fatto per A finito é
trascurabile se A é molto grande.

Notiamo che se ay = ay, si ha che zp—xj, € invariante per la traslazione effettuata.
I canali (o aggregati , in inglese clusters ) sono dunque individuati dai sottospazi
chiusi Ay, s, di R*N definiti da

Ao, ={ae RN, k=1,.5 {i,j} € I ¢ a; = a;}

dove I} sono insiemi disgiunti di indici.

All'interno di un canale associato ad uno di questi sottospazi le traslazione
considerate sono traslazioni rigide del sistema di punti corrispondenti a ciascuna
partizione.

Questa partizione in canali permettera di studiare il comportamento asintotico
del sistema considerando separatamente la sua proiezione sui diversi canali.

I sottoinsiemi Ay, y, formano un reticolo ortocomplementato L chiuso per
intersezione (con ) € L).

Utilizzeremo sempre il sistema di riferimento in cui il baricentro é fermo e quindi
considereremo sempre come reticolo quello ottenuto intersecando L con X.
Notare che, per ogni P € L é unica la decomposizione ortogonale

X =PagPt 18.38
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e quindi ogni z € X pud essere decomposto in modo unico in
t=zp+az, zpeP, zFept

Le z¥ sono coordinate relative all'interno di ciascun aggregato, le coordinate
xp sono le coordinate dei baricentri di ciascun aggregato.
Conseguentemente avremo
Z Mkl‘k =0
k

dove abbiamo indicato con M}, la massa totale del £ aggregato della partizione
considerata.
Ad esempio se N =4 ed il canale (partizione) P é descritto da {1,2},{3,4} e
le particelle hanno tutte la stessa massa m si ha

p 1

1 1 1
o — (2 — =1, @y — =7, Z, = 18.39
rp=(n-n), = =(z 5712 = 51Ty + S T+ 277)

dove abbiamo indicato con n, —n le coordinate dei baricentri dei due aggregati.

Notiamo ora che per ogni partizione P possiamo scrivere
V(z) =VF(@")+Rp(x) |Rp| < f(lzp]), f(8)smoo =0 18.40

Il termine Rp é la somma dei potenziali tra coppie di corpi che non appartengono
ad uno stesso aggregato ( e quindi per ipotesi lim|;| oo Rp(x) = 0).

Il termine V¥ é la somma dei potenziali tra coppie di corpi che appartengono
ad uno stesso aggregato.

Poniamo

szHpr:f%A+VP(xP) 18.41

Ci aspettiamo che Hp descriva con buona approssimazione il moto del sistema
quando le distanze tra gli aggregati relativi alla partizione P diventano molto
grandi.

Questo ci fa presumere che a (quasi) ogni dato iniziale ¢ si possano associare
dati ¢p, P € L che sono funzioni solo delle z¥ e sono tali che, asintoticamente
per tempi ¢ molto grandi si abbia

e Mgy el 18.42
P

In altre parole, ci aspettiamo che per quasi ogni dato iniziale per tempi molto
lunghi il sistema ci appaia decomposto in aggregati, ciascuno dei quali descrive
il moto di punti materiali che interagiscono tra loro e restano (approssimativa-
mente ) confinati in una regione finita dello spazio.

Per dimostrare (18.42) sara necessario [HS00]
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a)

Dare delle stime di propagazione che garantiscono che per il dato iniziale ¢
la decomposizione (18.40) diventa sempre pit accurata al crescere di ¢.
b)

Dare delle stime di allontanamento che garantiscano che quando ¢ é abba-
stanza grande i diversi aggregati si sono sufficientemente allontanati tra loro

Utilizziamo una decomposizione regolare dello spazio delle configurazioni (me-
diante funzioni C'*° che costituiscano una partizione regolare dell’unita ) che a
distanze molto grandi tenda a coincidere con la partizione negli elementi P di
L.

Questa partizione é composta da funzioni F, lf di classe C*° che sommano local-
mente ad uno e sono una it mollificazione delle funzioni indicatrici degli insiemi
associati alla partizione data.

Possiamo scegliere funzioni F, ,f che dipendono dal tempo (cosi che la partizione
dipende dal tempo) e tali che tendano per ¢ — oo a funzioni indicatrici (cosi
che la partizione tende alla partizione in canali).

La possibilita di svolgere questo programma dipende dalla possibilitd di dare
stime accurate sul comportamento spaziale di e *H#*¢ per ¢ molto grande.
Queste stime a loro volta sono legate a stime di compattezza, connesse alle
proprieta del nucleo integrale dell’'operatore (H — 2)~!, 2 € C —o(H) e in
larga misura sono conseguenza del principio di indeterminazione che provvede
un limite inferiore, a ciascun istante ¢, al prodotto delle dispersioni in posizione
e in impulso di e"*Ht¢.

Questo procedimento permette di estendere al caso di IV corpi, N > 3, le stime
che caratterizzano i metodi di Enss e di Mourre.

La possibilita di utilizzare queste stime rende il problema di scattering per il
problema degli N corpi quantistico pit semplice del corrispondente problema
classico; in quest’ultimo la decomposizione secondo direzioni asintotiche risulta
troppo fine e rende impossibile una decomposizione misurabile.

In Meccanica Quantistica lo spazio in cui verra analizzato il sistema sara quindi
K= ®a,..an @ LA((R*)") 18.43

dove K é il numero di canali (frammentazioni, partizioni ) possibili, o indica
un generico canale e n,, ¢ il numero di particelle nel canale ay.
Ad esempio se N = 3 i canali possibili sono

{1,2,3}, {1, 21{3}, {1}{2, 3}, {1, 3}{2}. {1, H{2}{3}
In questo caso si ha

K= LR & [L*(R%) @ L*((R*)*)] @ L*((R°)?)
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Il primo canale corrisponde a stati legati di tutte le tre particelle, i tre canali
successivi corrispondono a stati asintotici in cui due particelle formano uno stato
legato che non interagisce con la terza particella, e infine il il quinto canale
corrisponde a stati asintotici in cui le tre particelle non interagiscono tra loro.
Naturalmente alcuni di questi canali possono essere assenti.

Appare chiaro che se esistono almeno due canali lo spazio di Hilbert IC non é iso-
morfo in modo naturale a L?((R3)") e contiene questo spazio come sottospazio
proprio.

Quindi I'analisi che faremo sara un’ analisi asintotica adattata alla teoria dello
scattering.

Per fissare le idee, supponiamo di considerare il sistema sia composto dal nucleo
dell’atomo di elio e da due elettroni.

In questo caso il primo canale comprendera gli stati legati dell’atomo di elio, il
secondo e il terzo saranno identici tra loro e saranno parametrizzati dagli insiemi
composti dagli gli stati legati dall’atomo di elio ionizzato e da un elettrone posto
a distanza molto grande .

Il quarto canale non sara presente (sarebbe costituito dagli stati legati del siste-
ma di due elettroni e un nucleo di elio posto a distanza molto grande ), e infine
il quinto canale é parametrizzato dagli insiemi costituiti dal nucleo di elio e dai
due elettroni posti tutti a distanza relativa molto grande.

Queste parametrizzazioni (tranne la prima) sono in realta intese riferirsi a stati
st scattering.

Vi sono pertanto due parametrizzazioni tra loro inequivalenti riferite a stati
asintotici rispettivamente nel passato e nel futuro.

Ad esempio un canale che venga individuato nel remoto passato come composto
da un atomo di elio ionizzato ed un elettrone libero pud nel lontano futuro avere
componenti sia nello stesso canale sia nel canale parametrizzato da due elettroni
liberi e un nucleo di elio.

Infatti questi canali contengono stati con lo stesso contenuto di energia (nel
senso della schiera spettrale di H) del canale di partenza.

Questo corrisponde al fatto che uno stato iniziale contenente un elettrone libero
molto lontano da un atomo di elio parzialmente ionizzato pud dar luogo per
tempi molto remoti nel futuro, energia permettendolo, a uno stato in cui i due
elettroni sono entrambi liberi (ionizzazione completa).

Questo spiega perché sia molto piu difficile la trattazione di un sistema a N
corpi rispetto alla trattazione del problema di interazione di una particella con
un potenziale.

Prima di analizzare almeno a grandi linee il problema degli N corpi nella forma
che abbiamo indicato, ricordiamo alcune proprietd generali dell’operatore di
Schroedinger.
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Faremo sempre l'ipotesi che il potenziale V appartenga localmente a L?(X) e
sia di classe Kato, esistono cioé 0 < a <1 e g > 0 tali che

Vols < %\AaSlg 4 Bldls Ve CE(X) 18.44

Ricordiamo che se V' é di classe Kato allora H = —A + V' é autoaggiunto con
dominio uguale al dominio di A ed é limitato dal basso.

Notare che V' = 37, . V; j(z; — x;) é localmente in L2(R3N) se ciascuno dei
potenziali V; ; é in L?(R3) e inoltre che V ¢é di classe Kato se per ciascuna
coppia i, j lo & V; ;(y) rispetto a A,,.

Il teorema di Kato garantisce allora che é ben posta la formulazione dinamica
del problema degli N corpi quantistico .

Siccome H ¢é autoaggiunto risulta definita mediante la sua rappresentazione spet-
trale la distribuzione di energia dello stato ¢ come distribuzione di probabilita
sullo spettro di H.

Lo spazio di Hilbert considerato é somma diretta del sottospazio Hp relativo
allo spettro puntuale di H e del sottospazio H¢ in cui la misura spettrale é
continua (non necessariamente assolutamente continua rispetto alla misura di
Lebesgue).

Queste considerazioni possono essere fatte per ciascuno degli spazi di Hilbert e
hamiltoniane relativi ai diversi canali.

Notiamo anche che corrispondentemente a ciascun canale ( partizione) P la
(18.40) permette di scrivere la Hamiltoniana H nella forma

H=Hp+ Rp, |Rp| < f(|$PD, szsg)oof(s) =0 18.45

dove H p costituisce la hamiltoniana di un sistema a N corpi in cui sono soppresse
tutte le interazioni tra particelle in aggregati diversi.

La hamiltoniana Hp é somma di operatori H che agiscono indipendentemente
nello spazio prodotto diretto degli spazi di Hilbert associati a ciascun cluster.
Ciascun Hj, nel corrispondente sottospazio soddisfa la condizioni per 'applica-
bilita del teorema di Ruelle.

Nel Capitolo 10 abbiamo dimostrato (teorema di Ruelle) sotto le ipotesi fatte
qui sul potenziale V' se

e se per ogni z € p(H) l'operatore f(x)(z — H)~! é compatto, allora, indicando
con &g la funzione indicatrice della palla di raggio R in R?

i) ¢ €Hp < limp_oo|(I —Eg)e ol =0

t
ii) ¢ € Ho + zimHoofl/ dslér)e Hip|> =0 VR < o0 18.46
0
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Per applicare il teorema di Ruelle notiamo innanzitutto che se V é piccolo
rispetto a H nel senso di Kato e se lim; oV (z) = 0 allora V(H +il)~* ¢
compatto.

Per dimostrarlo notare che V' pu6 essere approssimato con una funzione £g.V a
supporto compatto.

Analogamente si pué sostituire la funzione la funzione h(p) = (1 +p?)~! con la
sua restrizione hgr(p) ad una palla di raggio R commettendo un errore fr(p) <
2(R? + p?)~ 1.

Un calcolo esplicito dimostra che 'operatore Vi.hg(iV) é un operatore di Hilbert-
Schmidt. Pertanto V (H+i)~! differisce da un operatore di H.S. per un operatore
la cui norma ¢é limitata da

2

CH (o] + e Cr = | g

Questo termine pud essere reso arbitrariamente piccolo per R grande.

Dunque V(H + iI)~! ¢ limite in norma di operatori di Hilbert-Schmidt ed é
dunque compatto.

Ne segue che per i potenziali a N corpi che stiamo considerando possiamo fa-
re uso del teorema di Ruelle per analizzare all’interno di ciascun aggregato il
comportamento del sistema per la dinamica definita dalla hamiltoniana Hp.
L’analisi delle partizioni pud essere fatta per induzione.

&

Nota 18.3

In Meccanica Quantistica , quando si considerano particelle identiche, lo
spazio delle configurazioni é un sottospazio di L?(X) corrispondente a una rap-
presentazione irriducibile del gruppo della permutazioni (in generale rappresen-
tazioni di dimensione uno).
Il formalismo che descriviamo si adatta a questi casi semplicemente restringendo
le stime a questi sottospazi.
E’ naturalmente necessario che tutti gli operatori introdotti siano invarianti per
permutazione degli indici di particella.

&

Discutiamo innanzitutto le proprieta spettrali dell’operatore di Schroedinger per
il sistema in esame.

Ricordiamo che per un operatore autoaggiunto H indichiamo con o4s.(H) la
collezione di tutti gli autovalori isolati di molteplicita finita e indichiamo con
Oess(H) il complemento di o4;5.(H) in o(H).

Si ha, nelle notazioni introdotte precedentemente

1 1
H=Hp+HF +Rp Hp:—iAp®I+I®HP, sz—iAP—i—VP 18.47

P

dove Ap e AT sono i laplaciani nelle coordinate zp e ¥ rispettivamente.
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Se P non é vuoto, si ha o(—Ap) = [0, +00) e pertanto
o(Hp) = [up, +0), up =info(Hp) 18.48

( pp € la minima energia possibile per un sistema composto dai sottoinsiemi
descritti da P e non interagenti tra loro).

Notiamo che, come ci si aspetta fisicamente, se ¢’é piu interazione 1’estremo
inferiore dello spettro pu6 scendere. Infatti

Lemma 18.7
Se P < @ allora o(Hg) C o(Hp).
¢

Dimostrazione
Per definizione si ha Hp = Hg + Rp,g. Sia T, 'operatore di traslazione per
s € Q* dove Q* = Q — Uccq. Poiche T commuta con Hg si ha

(M = Hp)Ts| < [(M — Ho)¢| + [Rp oTs ¢l 18.49

Sia A € Hg. Allora il primo termine a destra pud essere reso arbitrariamen-
te piccolo per un’opportuna scelta di ¢ ed il secondo termine pud essere reso
arbitrariamente piccolo per s opportunamente grande, per le proprieta di Rp,q.
Ne segue che per un’opportuna scelta di ¢ il termine a sinistra pud essere reso
arbitrariamente piccolo, e questo implica A € o(Hp).

Q
Si noti che per ciascuna scelta di frammentazione lo spazio di Hilbert in cui si
descrive il sistema ¢ sempre L?((R?))" ma le hamiltoniane approssimate che si
utilizzano sono diverse, ciascuna adeguata alla frammentazione considerata.

Dal Lemma 18.7 segue che
o(H) D [pu,+00)  p=minpsgpp

In effetti vale 'uguaglianza.
Teorema 18.8 (Zhislin)

Oess(H) = [1, +00) 18.50
¢

Dimostrazione

Diamo in dettaglio questa dimostrazione perché essa é il prototipo di tutte
le dimostrazioni successive.
La strategia é quella di approssimare la decomposizione in canali mediante una
partizione regolare dell’unitd in X in modo tale che almeno per |z| grandi ven-
ga quasi riprodotta una partizione data dal reticolo L, con una buona stima
dell’errore commesso.
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Un passaggio a limite dimostrera poi (18.50).
Ricordiamo che una partizione regolare dell’unita in X é una collezione finita
di funzioni reali regolari su X, j, € C* (le chiameremo elementi di partizione)

tali che
k=1 18.51
(e

(la scelta del quadrato in (18.51) sara utile in seguito).

La partizione in canali pu6 invece essere vista come individuazione in X di
iperpiani, e in questo senso associa ad ogni canale (tranne la partizione () un
prodotto di distribuzioni §.

Per rendere adeguata al reticolo L la partizione dell’'unitd prenderemo come
indici « precisamente le partizioni A € L.

In un certo senso la scelta delle funzioni j, corrisponde ad addolcire le distribu-
zioni d con cui possiamo individuare una partizione e a sostituirle con funzioni
di classe C*° con supporto in un intorno conico dell’origine in X (daremo qui
sotto 1 dettagli di una possibile costruzione).

Se le funzioni j, dipendono dal tempo I’angolo solido del cono deve rimanere
finito per =T <t < T dove T' < +00, ma pud reso arbitrariamente piccolo per
t — oo se ci interessa solo il comportamento asintotico per tempi grandi (per
il teorema di Ruelle in ciascun canale gli stati che interessano in teoria dello
scattering possono essere visti come localizzati all’infinito).

Questo dara luogo alle stime asintotiche che studieremo.

Notiamo l'identité, valida sul dominio di definizione di tutti i termini
R 1 -
H =3 joaHjo+ 5 ) o lia, H] 18.52

Ricordando che >, j2 =1 e la definizione di H si vede che (18.52) pué essere
messa nella forma 1

H= ZjaHjoz - 5 Z(|V.7a|2 18.53

[e% «

Abbiamo utilizzato il fatto che, con le nostre notazioni, il termine [j,, H] dipende
solo dalle coordinate di posizione in P+.
Per ogni partizione P costruiamo il corrispondente elemento di partizione j,(p)
nel modo seguente.
Se P = {0} (cioé se la partizione considerata é {z1},.{zn} ) poniamo j2 ;, =
1= psg dp-
Se P # () consideriamo il ricoprimento aperto della sfera unitaria S' Cc X
ottenuto come

Sp={z, : |z| =1, |zp| # 0}

e la corrispondente partizione dell'unita J,(py, supp(Jo(p) C Sp.
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Notiamo che, siccome J,,(p) ha supporto compatto, per ogni P esiste ¢ > 0 tale
che per ogni x € suppJy(py si ha |zp| > e

Le funzioni J, sono cosi definite sulla sfera unitaria. Le estendiamo a funzioni
definite su tutto X nel modo seguente:

per |z| < 1 scegliamo una qualunque estensione che soddisfi (19.51)

per |z| > 1 poniamo jo () = Ja(7)

Le funzioni cosi definite hanno le seguenti proprieta

> 1, A2 15 ju(a) = (@)
|| > 1, x € supp jop) = |x|p > €|z 18.54

Nel caso di potenziali a due corpi di tipo Coulombiano ¢ facile vedere che (18.54)
implica per ogni partizione P

1
|vjo¢ P ‘ = O(i
(P) |x\

Dunque il secondo termine a destra nella (18 .54) é compatto relativamente a
H.

Nel primo termine, posto H = Hp + Rp notiamo che jop)Rpjo(p) ¢ un
potenziale di classe Kato rispetto a Hp e che si annulla all’infinito.

Anche esso é pertanto compatto rispetto ad Hp. Dunque si ha

)s |z =00

H = jopyHajapy + K 18.55

dove K é compatto relativamente a Hp. Dal teorema di Weyl si deduce

Uess(H) = Uess(Zja(P)HPja(P)) 18.56
P

Notiamo ora che si ha, per qualunque partizione P si ha Hp > u I (per la
definizione di g ). Dunque

Zja(P)HPja(P) > MZji(p) =p
P P

Da qui si deduce
Oess(H) C 1, +00) 18.57

Poiché I'inclusione inversa é gia stata dimostrata, questo conclude la dimostra-
zione del teorema di Zhislin.

Q@
Nota 18.4
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Si noti il doppio commutatore come termine che dé l’errore rispetto alla
somma di
JaPyHjopy, P €L

L’uso di questi doppi commutatori sard importante in seguito.

Notare anche che, almeno formalmente, se le funzioni di partizione venissero so-
stituite con distribuzioni con supporto dato da iperpiani , ’errore riguarderebbe
la regione di intersezione degli iperpiani..

&

18.2 STRUTTURA DELLO SPETTRO CONTINUO

Vogliamo ora studiare la struttura dello spettro di H in [u, +00). Questo sara
necessario per giungere alla decomposizione asintotica.

In particolare dimostreremo che lo spettro in questa regione é assolutamente
continuo, cosa essenziale per impostare la teoria della scattering e dimostrare
la completezza asintotica, a sua volta strettamente connessa alla completezza
della decomposizione.

Iniziamo con alcune considerazioni qualitative, che possono orientare nella com-
prensione dei procedimenti di stime a-priori che indicheremo in seguito.
Questo ci permetterd di vedere anche un nuovo ruolo dei doppi commutatori e
del gruppo della dilatazioni.

E’comprensibile che questo gruppo giochi un ruolo importante perché studiere-
mo il comportamento per A molto grande dopo che alcune delle coordinate sono
scalate secondo x; — A x;.

Basandoci sull’esperienza acquisita nello studio dello scattering da potenziale
ci aspettiamo che nei diversi canali il comportamento asintotico per ¢ — +oo
del sistema approssimi un moto libero ; cosa debba intendersi per moto libero
dipende naturalmente dal canale scelto.

Ci aspettiamo altresi che, se la funzione d’onda ¢ ha uno spettro di impulso
molto localizzato, si abbia in qualche senso

(¢, 2°¢1) = %eEtQ(l +0@t™),) t— o 18.58

dove fg deve essere in qualche modo connessa al quadrato di una velocita di

gruppo.
La (18.53) puo essere espressa anche come

d2
-7 < z? >~ 0p, t — 00 18.59
Svolgendo il calcolo del termine a sinistra

d2

1
@ < 12 >1=< Z[Ha A] >t A= Z[H7 12] = i(xp +p$)
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da cui
i[H, Al =p* —2.VV(z), p=iV 18.60

Da (18.58) e (18.59) ci aspettiamo che, se FE non appartiene allo spettro puntuale
di H, in particolare se appartiene allo spettro continuo, purché A sia abbastanza
piccolo sia valida una disuguaglianza del tipo

BA(H) = iEA(H)[H, A]EA(H) > (0 —en)Ea(H) 18.61

per un opportuno ea con lima 0% =

Abbiamo denotato con Ea il proiettore spettrale di H associato all’intervallo

A.

Nota 18.5

L’operatore A é autoaggiunto e ha come vettori analitici i vettori analitici
dell’oscillatore armonico. Esso é il generatore del gruppo delle dilatazioni e sia
ha

ez)\Axe—zAA _ 6)\.'1,', ez)\Aﬁe—l)\A _ e—)\ﬁ

&

Nota 18.6
Se ¢ e 1Y sono autovettori di H all’autovalore E si hanno le due relazioni
equivalenti

(¢, (x.VV)) =0, < ¢, P2 >=< ¢, (x.VV)1h >

La seconda relazione viene spesso indicata con il nome di teorema del Viriale .

&

Dimostreremo (teorema di Mourre) che nel nostro contesto che vale (18.61) a
meno dell’aggiunta di un operatore compatto.

Vedremo anche che 0 é una funzione dei valori di soglia per H. A questo
proposito, introduciamo una definizione.

Definizione 18.4

Un wvalore di soglia (o, brevemente una soglia ) per H é un autovalore ! di
HP per qualche P # (. Si tratta quindi di stati legati in un sottocanale non
banale.

¢

Per comprendere meglio la relazione tra 6g e i valori di soglia, notiamo che per
energie maggiori di )\,f ci aspettiamo di poter costruire stati che sono almeno
approssimativamente prodotto diretto di uno stato legato di H , con autovalore
/\kP e uno stato libero con quantitéd di moto pp nel cluster complementare .
L’evoluzione di questo stato é data allora, almeno in modo approssimato, da

p2
o(t) = e (TG 0 6F | ¢p e LA(Xp), Hpop = Apop 18.62
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Per questo stato si ha
<a?>im<al >m<ph > P~ 2B - \p)t?, t— o0 18.63

Da (18.63) deduciamo che per questi stati si ha $0(E) ~ E — Ap se l'energia ¢
concentrata intorno al valore F.

Questo argomento euristico suggerisce che, se uno stato ha energia approssi-
mativamente E, e se indichiamo con Ag ’estremo inferiore dell’energia di uno
stato di cluster, rimane a disposizione delle rimanenti particelle un’energia pari
aF — )\0.

Dobbiamo dunque aspettarci che (18.62) valga a meno di termini che riflettono
proprieta del sistema a distanza finita.

Nota 18.7
Le affermazioni precedenti sulla stima di proprietd puramente locali sono
una conseguenza del fatto che Poperatore &g, (x).Er, (D). r,(x) é compatto per
ogni scelta di Ry, Ro, R3 finiti, dove g(y) ¢é la funzione indicatrice della palla
di raggio R.
)

Da (18.62) dedurremo fra l’altro che gli autovalori non corrispondenti a soglie
possono avere come punto d’accumulazione solo una soglia e sempre dal basso
(questo é dovuto al fatto che gli stati legati hanno energia negativa).

D’altra parte le soglie sono autovalori di hamiltoniane che sono associate a un
sottoinsieme. Ne segue che l'insieme delle soglie é chiuso e numerabile.

Studiamo pia in dettaglio il termine i[H, A] dove A é il generatore del gruppo
delle dilatazioni.
i[H, Al = —A+2.VV 18.64

Assumiamo che V sia tale che la funzione W(x) = x.VV (detto viriale di V),
soddisfi le stesse condizioni che abbiamo imposto a V.

In particolare assumiamo che V(z) sia un potenziale di classe Kato e in parti-
colare che, posto

W)=Y am-Va, > Viklwi—ap) =Y Wikl(a, z) 18.65
m i<k i<k
si abbia

lim‘y‘ﬁoosupzWi,k(’I, y) =0 18.66
Sotto queste ipotesi si pud dimostrare per il problema a N corpi il teorema del
Viriale.
Lemma 18.9 (del Viriale)

Se valgono (18.65) e (18.66), e se ¢ e ¥ sono autostati di H all’autovalore F
allora
(¢, [H,Alp) =0 18.67
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¢

Dimostrazione

Per la dimostrazione, conviene utilizzare una regolarizzazione dall’operatore
di dilatazione A e poi passare al limite quando la regolarizzazione viene tolta.
Utilizziamo la seguente regolarizzazione

2

[p.xe” " + 67696233.]5], e>0 x,peR?

Poiché A, é limitato rispetto a p? (questo non é vero per A) esso lascia invariante
il dominio di p? e su questo dominio si ha

2

[Ae, H](fﬁg’:2 = fe(ﬁ.x)Q(f”c2 —e(z.p)le ™ — eefGIQI.VV(x) 18.68

Poiché ¢, ¢ € D(A siha (¢,[H, A]vy) = 0. Passando al limite e — 0 si ottiene
(18.67).
Q

Indichiamo con 7(H) linsieme di tutte le soglie di H (ricordiamo che una soglia
é un autovalore di H per qualche partizione).
Definiamo

O(E) = infaerm), a<p 2(E — NE(E — 1) 18.69

dove p = infa{\ : A € 7(H)} e £ éla funzione indicatrice del semiasse positivo.
Si ha allora il seguente Teorema, dimostrato per il caso N = 3 da Mourre [M81]
ed esteso al caso di N corpi in [PSS91] .

Teorema 18.10 (Mourre)
Supponiamo che v e £.VV soddisfino (18.66).
Sia E; la proiezione spettrale di H relativa all’intervallo J. Allora

i)

VE € R, € > 0 esiste un operatore compatto K tale che

B;(H) =iE,[H,A|E; > (O(E) — e)E; + K 18.70

ii)
Gli autovalori di H che non sono soglia hanno molteplicita finita e possono
accumularsi solo sulle soglie. Dunque 'insieme 7(H) é chiuso e numerabile.

¢

Nota 18.8
Useremo la notazione J,, — {Ep} per indicare una successione di intervalli
che contengono Ey, decrescenti e aventi {Ey} per intersezione.

&
Nota 18.9



TEORIA QUANTISTICA DELLO SCATTERING. STIME DI
PROPAGAZIONE REGOLARITA’ SECONDO KATO. METODO DI
366 MOURRE. SISTEMA DI N CORPI.

Ricordiamo che K é un operatore compatto e che E; —; 0se J, — {Ep} e
FEy non é un autovalore di H.
Moltiplicando a destra e a sinistra (18.35) per E; si deduce che se E non é un

autovalore allora
|KE,| = (E;K*KE;)Y? =0

e dunque
B;(H) > (6(Fy) —¢€) 18.71

per J sufficientemente piccolo.

Dimostrazione del teorema di Mourre

Procediamo per induzione. Notiamo che il risultato é vero se P = {).
Supponiamo che il teorema sussista per H” con P > () (il simbolo > indica
la relazione d’ordine parziale nel reticolo) nel seguente senso: 7(H?') sono gli
autovalori di H? VQ > P.
In questo caso la soglia OF (E) é definita rispetto a 7(H') e la (18.70 ) diventa

By(HY) > (O(F) — e)E;(HY) + K su L*(HY) 18.72
dove abbiamo posto
B,(HP) =iE,;(HP)H” A") i[HP AF] = —AP-(P vvP@EPh) vP= > Vi,
i,jEa(P)

(abbiamo indicato con il simbolo A” il generatore del gruppo delle dilatazioni
nelle variabili 27).
Se il teorema é vero per H” dalla Nota 18.9 segue che se E non é un autovalore
di H” si ha

By(H) = (OF (E) - ) E(H")

e quindi, essendo OF(E) > O(E) si ha
B;(H?) > (O(FE) — ¢)E;(H”) 18.73

Sia ora E un autovalore di HY con proiettore II5. Dobbiamo dimostrare che
vale (18.68) con ©(E) = 0.

Poiché la dimensione di Hg pud essere infinito, scegliamo una successione cre-
scente di proiettori P, che convergono fortemente a H’E.

Dal teorema del viriale, essendo F un autovalore, vale

By = (I-10,)By(I —11,)+ (I, By (I~ TIF) + (I — 117 B, 11, +11,, B;I1,, 18.74
Da (18.73) e (18.74) si deduce

By > —eEy+ (1 —1L,)K(I —11,,) — 2|[1l, By E; (I - T)||1
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> —eBy—||K (Mg 1L, || [~|| K E; (I-T1g) |1 =2||TL, B (I-TIg|[I(I-11,) B, (I-11,)
+(IL, By (I = 1I) + (I = 11;) By,

Poiché K e II,, B sono operatori compatti (IL,, proietta su uno spazio di dimen-
sione finita) e poiché E;(I — 1) converge fortemente a zero quando J — {E}
si pud scegliere prima n abbastanza grande e poi J abbastanza piccolo in modo
da ottenere (18.68) anche quando ©(E) = 0.
Vogliamo ora migliorare questa stima e dimostrare che per ogni aperto S C
R, E € S e dato € > 0 si puo scegliere § > 0 in modo tale che per ogni E € S e
|J| < 6 valga

By(HP) > (O(F +¢) — 2¢)E;(HT) 18.75

Infatti se cosi non fosse, la disuguaglianza sarebbe violata per una successione

E, > E, En€S, E,€J, lim |[J,]=0
n—oo
Sia n cosi grande che |E, — E| < ¢/2. Dalla definizione segue che O(F + z) <
O(F) + « per ogni x > 0 e quindi

@(E)Z@(En+€)—6+E—EN2@(En_6)_%

Da questo tenendo conto di
[Jul <|J| By(H) > (6(E) - ¢/2)E;(H")
deduciamo
By(H?) > (O(E, +¢€) —2¢)E; (HP)

e questo dimostra (18.75.

Dobbiamo ora supplementare (18.75) con una stima di B;(H?%) in modo da
poter stimare B;(H).

Per questo dimostriamo che per ogni £ € R e per ogni € > 0 esiste un intervallo
J che contiene E tale che

BJ(HP) > (@(E+€) 726)E(](Hp) 18.76
Per dimostrare (18.76) conviene utilizzare la trasformata di Fourier rispetto

alle sole coordinate x,. In questa rappresentazione i vettori in L?(X) sono
rappresentati da funzioni su L?(X,) a valori in L?(X%) e si ha

(Hpy)(k) = (k* + HT)(k),  (E;(Hp)y)(k) = E;_p2(H" ) (k)

i([Hp, Al)(k) = (k* +ilH", AT])p(k)
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Posto ¢ = E;(Hp)1y si ha allora
(6. B (H")9) = /X (B(k), ( + By_ya (H))$(R))dk

dove abbiamo indicato con il simbolo (, ) il prodotto scalare in L?(Xp) e con [, ]

quello in L%(X7T).

Poiché HT é limitata dal basso, Iintegrando si annulla al di fuori di un compatto.
a (18.75) si deduce

(k% + O(E — k* + ¢) = 2¢)[|6(k)||* > (O(E + €) — 2¢)||o (k)| 18.77

e pertanto abbiamo dimostrato (18.76).
Per proseguire nella dimostrazione del teorema di Mourre utilizziamo ora (18.70)
e (18.71) e la formula di localizzazione che abbiamo discusso precedentemente

. . 1
H= Z]a(P)H.]a(P) [Ja(P) Ja(P Zja(P Hjop Z Vi) ?
P

dove {jo(p), } ¢ una partizione dell'unita ottenuta mediante funzione di classe
C*™ su X.
Sia f € C*®, reale, f=1in J, E € J. Allora

if (H)[H, —sz VjolHa, Aljo f(H) + K 18.78

dove K € K é un operatore compatto. Dimostreremo in seguito che
L= f(H)jap) — jap)f(H) €K 18.79
Data (18.74), la (18.71) si scrive
if (H)[H, Alf(H) > (6(E +¢€) — 2¢) f*(H) + K
e, moltiplicando entrambi i termini per E,
B, (H) > (O(E+¢€)—26)E;, + K

e questa disuguaglianza é equivalente a (18.70) se F non é un autovalore ( se F
non é un autovalore si ha ©(F + €) = ©(E) per e abbastanza piccolo.

Per concludere la dimostrazione del teorema di Mourre basta dunque dimostrare
(18.79).

Sia f la trasformata di Fourier di f, e poniamo Rp = (i + Hp)~!. Allora

LRp:/dtf(t) th(] (p)—€' ja(p)e*itH)Ra(p) Zi/dtf(t)/ o i(t—s)H ¢, —isHp
0
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K = (Hja(p) = Ja(PyHo(p)Ra(p)) = (0%, ja(p)] = Ja(p)La(p)) Ra(p)
e abbiamo dimostrato precedentemente che questo operatore é compatto.

Poiché¢ ||LRp|| < C||K|| & sufficiente dimostrare il teorema per K di rango uno,
dunque K4 = (u,%)v. Ma allora l'integrando prende la forma

’g/J—>f(t)(eiSHPull))e_i(t_s)Hv

che é continuo in norma in s e in t. Dunque LRp é compatto.
Poniamo f(x) = (i + z)g(z). Allora 'operatore

9(H)ja(p) = jary9(Hp) = LRo + g(H)([p*, jap)|RP + ja(r)IPRP)

¢ compatto. Essendo g arbitrario abbiamo dimostrato (18.79).
Questo conclude la dimostrazione del teorema di Mourre.

Q

Per un’analisi accurata del procedimento di Mourre e per stime ulteriori uti-
lizzate in teoria dello scattering si pu6 consultare utilmente i libro di Amrein
[Am09].

Il teorema di Mourre é utile sia per dare stima a-priori di tipo esponenziale
per le autofunzioni di H sia per analizzare le proprieté dello spettro continuo e
dimostrare ’assenza dello spettro singolare continuo e la completezza asintotica
nel problema a N corpi.

Una tipica stima del comportamento asintotico delle autofunzioni degli stati
legati é il seguente teorema che non dimostreremo

Teorema 18.11 (Froese-Herbst 1) [FH82]
Sotto le ipotesi del teorema di Mourre, sia Hp = E¢ e sia

a=sup {be R, ¢ LX)}

Allora se la quantitad E + %aQ é finita, essa é una soglia per H.
¢

Nota 18.10

Sia il teorema di Froese-Herbst sia quelli che formuleremo in seguito possono
essere dimostrati seguendo la stessa traccia di dimostrazione del Teorema di
Mourre sotto le seguenti ipotesi sul potenziale V' e sul suo viriale
i)

V é un potenziale di tipo Kato su X.
ii)

Per ogni partizione P non banale esiste una decomposizione per x sufficien-
temente grande

V(z) =V7(@") +1Ip(z),  |Ip(z)| < f(lzp))



TEORIA QUANTISTICA DELLO SCATTERING. STIME DI
PROPAGAZIONE REGOLARITA’ SECONDO KATO. METODO DI
370 MOURRE. SISTEMA DI N CORPI.

con limgs_o0 f(s) = 0.

Nel caso V' =37, Vi j(; — x;) le condizioni i) e ii) sono verificate se ciascun
addendo é di tipo Kato e si annulla all’infinito.
&
Dal teorema di Froese-Herbst I si deduce un importante risultato
Teorema 18.12 (Froese-Herbst 2) [FH82’|
Sotto le ipotesi del teorema di Mourre, H non ha autovalori positivi .
¢
Dimostrazione
Dal teorema di Froese-Herbst 1, se Hp = E¢, ¢ € L? si ha
el?lp(z) € L2(X) Va>0 18.80

se H non ha soglie positive.

Procedendo per induzione, a partire dal caso o = X, basta dimostrare che se
vale (18.75) allora non esistono stati legati ad energia positiva.

Scegliamo po in modo tale che

/ 6(2)2de < / 16 (2)dx
r<po r>2p

e scegliamo F(r) € C* con le proprieta
0<rF(r)<r r<po F(r)>0 r>ro— Fr)=rr=pp

Poniamo
Bala]) = 2P (=D

Da (18.80) si deduce
[ delouta)? < el
|z[<po

Poniamo |¢|? = 1. Notiamo che esiste ¢; tale che per ogni a > 0 valga
(b, Hy) > |E + a*/2 — cra’e 20| 18.81
(Ricordiamo che |¢|2 = 1) Infatti, posto
2
H,=eTHe oF = [ — %\VFP + i%(VF.ﬁ +PVF) pr=Vi

da
2
Ha(ba = E¢a7 (¢a7H¢a) =FE+ %(Qbav ‘VF|2¢a)
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e |VF| =1 per |z| > pp si deduce
|(¢a7 ‘VF|2¢¢1) - 1| < 0167204)0 18.82

da cui segue (18.81) .

Analogamente possiamo dare una stima di i(¢,, [H, A]¢,). Si ha

, ia? 1 =
Z(¢a7 [H7 A]¢a) = 7(¢a7 HVF‘Qa A]gba)—QaRe(d)a,’yAgba), Y= §(VFp+pVF)

18.83
Il primo termine in (18.83) ¢ limitato da c?a?e™2%0.

Per il secondo termine, si ha

. d T
2Re(¢a, vAPa) = (Pa, (P (xFy + Frar) — §F,ll - 7’6}7,1116)%)

. : oF . .
dove abbiamo usato la notazione F; = — e si intende eseguita la somma.

8(El

Il primo termine é positivo i rimanenti due sono limitati. Dunque per opportune
costanti cs, c3

i(Pas [H, Alpy) =< p* >4 — < 2, VV >,< coa’e 2 4 acy 18.84
dove <,. >,=< ¢q, .o > . Sottraendo ( 18.81) da (18.84)

1 2
<P, <V >, —<aVV >,< —FE— % +(c1+cp)a’e™ %0 +acs 18.85

(\o}

La (18.85) porta ad una contraddizione. Infatti il termine a sinistra ¢ limitato
dal basso per ogni valore del parametro a (perché V' e 2.VV sono piccoli rispetto
a p?), mentre i termine a sinistra tende a —oo quando a tende all’infinito.
Poiché la sola ipotesi che avevamo fatto é che

H¢ = E¢, ¢ € L*(X), E>0

ne concludiamo che non esistono autovalori positivi.

Q

Una seconda conseguenza importante del teorema di Mourre é una stima accu-
rata della rapiditd con cui il supporto essenziale degli stati nel continuo di H
esce da qualunque compatto in X (stime dispersive).

Come corollario di queste stime sul decadimento (locale) nel tempo degli stati
del continuo dedurremo che non vi € spettro singolare continuo .

Dalla compattezza locale (espressa dal teorema di Mourre) segue che se ¢ é uno
stato del continuo, allora si ha

limny o0 |Epe ™t p| = 0 18.86
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(notare che il teorema di Ruelle provvede solo convergenza in media).

Sotto ulteriori ipotesi sul potenziale saré anche possibile precisare la velocita di
convergenza a zero.

La (18.86) puo essere anche dimostrata anche se si fa U'ipotesi che il secondo
viriale (cioé [[V, A]A]) soddisfi le ipotesi fatte per V' e per il primo viriale.

Per potenziale della forma V' = 37, .V, j(z; — z;) la condizione & che per cia-
scuna coppia i # j la funzione (x; — x;)2V?V; j(z; — x;) sia un potenziale di
tipo Kato.

Per dimostrare che lo spettro singolare continuo di H é vuoto nel problema degli
N corpi sotto le ipotesi fatte sul potenziale, é utile il seguente teorema

Teorema 18.12 [PSS81]

Supponiamo che V(z) e 2.VV soddisfino le ipotesi i) e ii) del teorema di
Mourre e che il secondo viriale sia limitato.
Indichiamo con S é l'insieme delle soglie e degli autovalori di H. Allora per ogni
a > 1/2 e per ogni compatto in R — S se E;¢ = ¢ si ha per una opportuna
costante cy(J, a)

/ dt|(1 4+ 22) "2 HH G2 < ¢y (], a)| 2 18.87

— 00

&

Non dimostreremo questo Teorema; una sua dimostrazione si pud trovare in
[AmO09] ; in questo testo si puo trovare una trattazione relativamente semplice
ma molto chiara del metodo di Mourre e del metodo del doppio commutatore,
con applicazoni alla teoria dello scattering e all’analisi spettrale.

Un corollario del Teorema 18.12 ha particolare interesse.

Corollario
Se sono soddisfatte le ipotesi del Teorema 18.12 I'operatore H non ha spettro
singolare continuo .

o

Dimostrazione
Sia f € C§° e sia ¢ = E;¢. Allora da (18.57) si deduce

() (0] < 5 [ A0+ o) Ee o] < | flalo

Prendendo limiti puntuali questa disuguaglianza si estende ad ogni funzione
caratteristica di un insieme di Borel limitato. Dunque ¢ € H, ..

Gli stati che soddisfano ¢ = E ;¢ per qualche J compatto nel complemento di
S sottendono il codominio di Er_g perché R — S e’ aperto.

Dunque il codominio di Er_g é contenuto in He ., .
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D’altra parte il codominio di Eg sono gli stati legati poiché S é numerabile e
contiene tutti gli autovalori.

Q

Utilizzeremo il teorema 18.6 per dedurre delle disuguaglianze che saranno uti-
lizzate nella dimostrazione della completezza asintotica.

Lemma 18.13
Poniamo R = (i + H)™!. Se AR™(1 + 22)% ¢ limitato per qualche a >
1/2,m > 1 allora per ogni compatto J in R — S si ha

/0 At B (HYP? < cloP

¢
Dimostrazione
Si ha
[ Ae™ By (H)| < [AR™(1+2?) 5|1 +2*) 8 e By (i + H)™ B¢l
Se a > 1 il secondo fattore é minore di c¢1]¢|.
¢
Nel seguito saré conveniente utilizzare la notazione
A=0,(z]7% < AR™(1 + |2|?)% € B(H) 18.89

Ponendo < 2 >%= (1 + |z]?)2 e utilizzando il fatto che
[<z>%R|=R[<z>H|R
si conclude
AprR < x >= A <z > pp R+ Alpg, < >R+ ppR[< z >, HIR

Se a < 1 tuttii termini a destra solo limitati. Questi termini sono anche limitati
sea<beA=Op(|z|™).
Questo dimostra

A= 0y(Jz|7%) < Apy, = O1(|z|~*) a = max(1,b) 18.90

Un’altra conseguenza importante é data dal seguente Lemma

Lemma 18.14

Supponiamo che 'operatore A possa essere fattorizzato come prodotto A =
B.C dove B e C sono Oy, (|z|™*) per qualche a > 1. Allora il seguente limite
esiste in morma

T
im0 / dtE;(H)e™ Ae " M E;(H)¢ 18.91
0
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Dimostrazione
Denotiamo con ¢(t) 'integrando in (18.86). Allora

| L dH () = supjyi_i] /T dt(, () <

< suppyii] / dt|BE, (H)e~Hy|? / dt|Ce= " B, (H )2
T T

Per ipotesi J é separato dagli autovalori di H e anche dalle soglie. Dunque il
primo fattore é limitato mentre il secondo fattore converge a zero per t, 7 — oc.

Q

Vogliamo ora utilizzare queste stime, dedotte dal teorema di Mourre, per dimo-
strare che vale la completezza asintotica nel problema a N corpi se i potenziali
Vi,j(@;—x;) sono a corta portata e soddisfano un ulteriore proprieta di regolarita
che preciseremo.

Premettiamo una definizione

Definizione 18.5
Un potenziale V' (x) é detto essere a corta portata (short range ) se per ogni
partizione « si ha per |z, | sufficientemente grande

Viz) =V zy) + J(z%), |[J ()| < |z, wu>1 18.92
Abbiamo posto |x4| = min; 1, (mimy)Y2(m; + mg)~V?|2z; — 21| dove con il
simbolo z; 1 z; abbiamo indicato che x; e xj appartengono a cluster diversi.

&

Se le condizioni imposte dal teorema di Mourre sono soddisfatte e i singoli
potenziali sono a corto range, si pu6é dimostrare la completezza asintotica. La
dimostrazione del seguente teorema si pu6 trovare in [SS87], [SSO]

Teorema 18.15 (Sigal-Soffer)
Supponiamo che V(x) soddisfi le condizioni del teorema di Mourre, che sia
di corto range e che inoltre

IVIip(x)| <clzp|™, pn>1 18.93
Allora Ht = H. = Hq.c. cioé ogni orbita in H,. ha il comportamento asintotico
pp=e Mo~ N (I eTp(HT))¢p 18.94

P#{0}

dove IIg(Hp) ¢ il proiettore sugli stat legati del canale P e utilizziamo la
notazione
u(t) ~v(t) < limioolu(t) —v(t)| =0 18.95
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¢

Nota 18.8

Nel caso V(z) = >2,_; Vij(z; — ;) le condizioni di validitd del teorema
di Sigal-Soffer sono che ciascun V; ; sia piccolo nel senso di Kato rispetto al
laplaciano e che per ogni elemento della somma si abbia

Vi L IVVii)] <clyl™, n>1

&

Daremo solo un breve cenno alla dimostrazione del Teorema 18.15 . Essa si
svolge per iterazione, partendo dalla partizione che non ha stati legati.
Un ruolo importante é svolto dai generatori di dilatazioni parziali , mediante i
quali vengono dilatate solo alcune delle variabili.
Specificatamente, se si vuole analizzare il comportamento asintotico nel tempo
di una specifica divisione P in clusters, si utilizza il generatore della dilazioni
delle variabili baricentrali dei cluster.
Questo fa si che grosso modo, nelle variabili trasformate, 1’evoluzione secondo la
hamiltoniana totale H e secondo la hamiltoniana H tendono a coincidere (la
differenza di coordinate che appartengono a cluster diversi tende all’infinito).
Questo rende efficace il metodo di Mourre, che si basa sul commutatore della
hamiltoniana con il generatore del gruppo delle dilatazioni.
La dimostrazione del teorema di Segal-Soffer si basa quindi sulla costruzione
di una collezione di osservabili che commutano localmente con la hamiltoniana
e la cui evoluzione controlla la propagazione asintotica nei possibili canali di
scattering.
In particolare un ruolo importante é giocato dal comportamento asintotico nel
tempo dell’operatore yp = i[H, gp] dove gp sono funzioni che caratterizzano una
partizione regolare asintoticamente lineare (cosi che su scala grande sia simile a
una partizione secondo iperpiani).
Siha vy =+ pp dove per ogni P abbiamo indicato con yp un operatore di
dilatazione approssimato che viene utilizzato per descrivere il comportamento
asintotico delle soluzioni nel settore P.
Corrispondentemente viene introdotto l'operatore asintotico

b = 5 = limusoe™ype™ 17 Bx (Hp)
e si dimostra facilmente che v applica Ha in se, e inoltre su Ha vale v =

+
>p P
Ogni vettore ¥ € Ha pud essere espresso nella forma

b= ¢, SEHA 18.96
P
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e quindi

th — e—itH,(/} ~— Z,ype—itHQS _ Z €_itHP6itHP’)/P6_itH¢ ~ e—ithwP
P «

18.97
dove ¢p = W; ¢ e W; é Uoperatore d’onda nel canale P dato da

W}i =s5— limt%ooe“prpe_”HEA(H)

A partire dall’equazione (18.97) si sviluppa il procedimento di iterazione che
porta a dimostrare il teorema di Segal-Soffer e quindi la completezza asintotica.

Q
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CapPITOLO 19
APPLICAZIONI POSITIVE, SEMIGRUPPI MARKOVIANI,
IPERCONTRATTIVITA. FORME DI DIRICHLET
CONTRATTIVE, DISEGUAGLIANZE DI SOBOLEV
LOGARITMICHE.

Nella parte dedicata ai primi elementi della teoria degli operatori di Schrédinger,
in particolare alle condizioni affinché 'operatore —A+V sia autoaggiunto, abbia-
mo notato che le condizioni imposte sulla parte positiva di V' sono relativamente
deboli in confronto con le limitazioni sulla parte negativa.

Considerate come operatori di moltiplicazione su H = L2(R%, 1), dove u é una
misura regolare su R?, le funzioni positive preservano la positivita, cioé lasciano
invariante il cono Kt delle funzioni positive.

Notiamo anche che in questo caso la risolvente del Laplaciano é un operatore il
cui nucleo integrale é di tipo positivo.

Ne segue che se la funzione V' soddisfa opportune condizioni abbastanza deboli &
possibile associare all’operatore A—V un semigruppo di contrazione che preserva
la positivita (lascia invariante K1) e quindi un processo stocastico.

Queste semplici affermazioni lasciano intravvedere una generalizzazione non
banale.

Né gli operatori di moltiplicazione né K sono insiemi invarianti per una generica
trasformazione unitaria di L?(X, p).

Ad esempio, per trasformazione di Fourier gli elementi di X, diventano operatori
definiti da un nucleo di convoluzione di tipo positivo.

Ma le loro proprieta di essere piccoli rispetto ad un operatore dato, ad esempio
il Laplaciano, oppure di lasciare invariante un opportuno cono nello spazio di
Hilbert, non possono dipendere dalla rappresentazione scelta.

Siamo portati quindi a considerare il caso in cui nello spazio di Hilbert H esista
un cono convesso I che ¢ lasciato invariante da una classe di operazioni.

Definizione 19.1

Sia Y uno spazio lineare topologico in cui é definito un cono strettamente
convesso K e generante (le combinazione convesse degli elementi in —/ U KC
generano Y).
Sia Ko l'interno di K.

377
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Chiameremo positivi gli elementi di IC, strettamente positivi gli elementi di K.
Diciamo che un’operazione T su Y

preserva la positivita se T'(x) € K per ogni x € K,
migliora la positivita se T'(x) € Kq per ogni = € K.

2

La teoria che descriveremo si applica in particolare quando Y = L?(X, u) dove
X & uno spazio di misura e p ¢ la corrispondente misura.

Studieremo in dettaglio solo il caso in cui X = R¢, d < 400, e p & la misura di
Lebesgue.

In questo caso K sara il cono delle funzioni a valori positivi e Ky sara il cono
delle funzioni strettamente positive in ogni compatto.

Notiamo tuttavia che la teoria puo essere estesa al caso in cui Y é una C*-
algebra A, IC é il cono dei suoi elementi positivi e il ruolo della misura é preso
da uno stato su A.

In quest’ultimo caso alcuni risultati possono posti nel contesto dell’integrazione
non-commutativa cui si é fatto cenno nel Capitolo 15.

Studieremo solo il caso in cui 'operazione considerata é lineare. In questo caso
la definizione 19.1 prende la forma seguente:

Definizione 19.1°

Un operatore (lineare) T su L?(X, u) preserva la positivita se f > 0 impli-
ca (Tf)(x) > 0 e migliora la positivita se f(x) > 0 implica (T'f)(z) > 0 su
qualunque compatto.

¢

Definizione 19.2
Un operatore T su L?(X, 1) & ergodico se preserva la positivita e per ogni g
positiva e f strettamente positiva si ha (f,T"¢g) > 0 per qualche intero n.

¢

Nota 19.1
Se un operatore migliora la positivita esso € certamente ergodico perché la
disuguaglianza richiesta é soddisfatta per ogni intero n.

&

Nota 19.2

Se x — ¢(t,z) ¢ un sistema dinamico in X, levoluzione f — Tf(z) =
f(@(t,x)) preserva la positivitd ma non la migliora. Il semigruppo é ergodico
se e solo se il sistema dinamico é ergodico nel senso tradizionale (i soli insiemi
misurabili invarianti sono I'insieme vuoto e tutto X).

&

L’evoluzione descritta dal semigruppo e/ su L2(R?) migliora la positivita .
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Infatti per ogni ¢ > 0 si ha

1 112
(dnt)ar? /Rde le=vl/% £ (y) dy

e il nucleo integrale che rappresenta e'® & strettamente positivo.
Analogamente 1'operatore (—A + 1)~! migliora la positivita.

Se H ¢ un operatore autoaggiunto positivo, I'operatore e~ preserva (rispet-
tivamente migliora) la positivita se e solo se 'operatore (H + A)~!, X > 0 ha
questa proprieta .

Questo segue immediatamente dalle identita

(€2 f)(z) =

(H + ) :/ e~ tHFA) gy e tHAN) — 1im (1 + % (H+)\)) .

0 n—oo

Lemma 19.2

Se i é assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue e 'ope-
ratore T preserva la positivita, allora |T'f| < T|f| per ogni f € L?*(R?) (la
disuguaglianza ¢ intesa valere quasi ovunque).

¢

Dimostrazione
Per densita, ¢ sufficiente dare la dimostrazione per f(z) continua.
Se f & a valori reali, si ha |f|(xz) £ f(x) > 0. Poiché T ¢ lineare e preserva la
positivita si ha T'|f|(z) £ T f(z) > 0 e quindi T'|f(x)| > |T f|(x).
Se f & a valori complessi, si ha per ogni x

|f ()] = sup Re(e” f(x)) -

0eQ

Poiché @ é numerabile e f é continua, si ha

sup %e(ewa(x)) =T sup D‘ie(ewf(x)) < T|f|(z).
0eqQ 0eQ

Definizione 19.3
Assumiamo che la misura p sia finita.
Un operatore T limitato, che preserva la positivita e soddisfa

Te=1t, Trv=1, (z)=1 q.o..

viene detto doppiamente Markoviano .
Questa notazione é dovuta al fatto che si richiede che ¢ sia autofunzione all’au-
tovalore 1 sia di T' che di T™*.
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¢
Lemma 19.3
Se l'operatore T' ¢ doppiamente Markoviano, allora
ITfllp < Ifllp, 1<p<+o0
(cioe T contrae in tutti gli spazi LP(X, u)).
¢

Dimostrazione
Per interpolazione, ¢ sufficiente dare la dimostrazione per p =1 e p = +o0.
Se f > 0siha

ITflly = (0 Tf) = T" f) =, f) =l
Se f non ¢ a valori positivi, dal lemma precedente

ITflle < Tl = 1A = DA

Se f, g€ L*(X,u), f >0, g >0 allora (f,Tg) > 0.
Dunque anche T preserva la positivita, e quindi |7 f||1 < || f]l1. Per definizione

lgllc = sup (g, f)]

£llfll=1
e dunque
ITgllc = sup  |(Tg, f)l = sup [(g,T°F)I< sup  |(g, /)] =gl
follflli=1 £lfll=1 £ANTflli=1
Y%
Nota 19.3

1l nucleo integrale T'(x,2’) di un operatore doppiamente Markoviano puod
essere utilizzato per definire la probabilita di transizione di un processo stocastico
avalori in R", in analogia a quanto abbiamo notato nel caso del moto Browniano
e del processo di Ornstein-Uhlenbeck.

Vedremo in seguito (Teorema di Beurling-Deny) che se la forma quadratica asso-
ciata all’operatore H ha opportune proprieta di contrazione, allora e ™' (x, z")
definisce un semigruppo doppiamente Markoviano.

&

Studiamo ora alcune proprieta degli operatori che preservano la positivita.
Successivamente studieremo condizioni sul potenziale V' sotto le quali se 'ope-
ratore e~ Ho preserva (o migliora) la positivita anche e~ tHotV) gode di questa
proprieta.

Teorema 19.4
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Sia T chiuso, limitato e positivo su L?(X, ). Supponiamo che T preservi la
positivita e ||T|| sia un suo autovalore (necessariamente il pit grande autovalore).
Allora le seguenti affermazioni sono tra loro equivalenti
a)

IT|| & un autovalore semplice e la corrispondente autofunzione 1y puo essere
scelta positiva.

b)
T ¢é ergodico.

L>(X, ) U{T} & irriducibile (ogni operatore limitato che commuta con T
e con la moltiplicazione per ogni funzione essenzialmente limitata é un multiplo
dell’identita).

¢

Nota 19.4

Questa ¢ un’estensione del classico teorema di Frobenius che fa la stessa
affermazione per matrici; L (X, u) gioca il ruolo delle matrici che sono diagonali
in qualche base.

&
Dimostrazione del teorema 19.4
a) implica b)
Sia B = ﬁ, e siano A, gli autovalori di B elencati in ordine decrescente.

Per ipotesi
=1 <1, VYn>1.

Ne segue che s-lim, .., B™ = Py, dove abbiamo indicato con Py il proiettore
ortogonale su ¢q.
Dunque per ogni ¢ € L?(X, i) si ha

lim (¢, B"¢) = |(¢, ¢o)|* > 0
n—oo
(Pultima diseguaglianza segue dal fatto che ¢¢ ¢ una funzione strettamente
positiva sui compatti).
Ne segue che esiste un indice ny tale che (¢, B™*¢) > 0.
b) implica c)
Supponiamo che il sottospazio chiuso S sia lasciato invariante da L= (X, u)
edaT. -
Se f € S nei punti dove f(z) # 0 poniamo g(z) = ‘;gg‘ Allora g € L*®(X, p)
egf=|fl€S.
In modo analogo si dimostra che se g € S+ allora anche |g| € S*.
Ma allora si avrebbe (|g|, T™|f]) = 0 Vn e quindi f =0.
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c) implica a)

Indichiamo con ¢g un autovettore di 7" all’autovalore ||T||.
Notiamo innanzitutto che anche |¢g| ¢ un autovettore allo stesso autovalore.
Questo segue dal lemma 19.2 e dal fatto che per ogni ¢ sia ha |(v, T'¢o)| < ||T-
Dobbiamo ora dimostrare che per qualunque compatto K si ha inf e |do(z)] >
0. Sia

I'={fecL*X,u), fopo=0q.0.}.

Per costruzione I' ¢ un sottospazio chiuso invariante per moltiplicazione per
funzione in L (X, p). Sia

'y={fel, f(z)>0}.

Allora anche T'f € I'y. Infatti se f € I'; si ha

(T'f;1¢0l) = (f, Tldol) = TN |¢ol) = 0.

Mal =T, —T_ +iT'y —il'y e quindi TT C T'. Dall’ipotesi c) segue allora
l'alternativa T' = {0} oppure I' = L?(X, u1).
Ma la seconda alternativa non é possibile perché ¢g ¢ T'.
Dunque I' = {0} e questo implica che non esistono funzioni f € L?(X,u) tali
che f(z)po(z) =0 q.o..
L’unicita della autofunzione all’autovalore piu elevato segue dal fatto che non
possono esistere due funzione entrambe strettamente positive e tra loro ortogo-
nali.

Q@
Utilizziamo il Teorema 19.4 per dimostrare il seguente Teorema che da condizioni
necessarie e sufficienti affinché lo stato fondamentale di una Hamiltoniana sia
semplice.
Nel seguito studieremo condizioni sufficienti affinché uno stato fondamentale
esista (nel teorema che qui segue l'esistenza & postulata).

Teorema 19.5
Sia H autoaggiunto e limitato dal basso. Sia E = inf o(H).
Allora sono equivalenti

a)
FE ¢ un autovalore semplice con autofunzione strettamente positiva.
b)
Esiste A < E per il quale (H — X I)~! ¢ ergodico.
¢)
Esiste ¢t > 0 per il quale e~ ¢ ergodico.
d)
VA < E l'operatore (H + \)~! migliora la positivita.
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e)
tH

Vvt > 0 l'operatore e~ """ migliora la positivita .

¢

Dimostrazione

Dal teorema precedente segue che a), b), ¢) sono tra loro equivalenti, che d)
implica b) e che e) implica ¢).
Dimostriamo le due implicazioni rimanenti:
¢) implica d)

Dall’ergodicita sappiamo che per ogni coppia di funzioni u > 0, v > 0 esiste
so tale che (u,e*0Hyp) > 0.
Per continuita (u,e”*#v) & strettamente maggiore di zero quando s ¢ in un
intorno di sg.
Ne segue dalla proprieta additiva dell’integrale

(o)
(u, (H +X)"1v) = / eMu,e *Av)ds > 0.
0

Dunque
(H+ X)) (z) >0 V.

c¢) implica e)
Siano u, v non negative e non identicamente nulle. Definiamo

N={t>0: (u,e Hv)>0}.
Poiché la funzione (u,e~*v) & analitica in un intorno dell’asse reale positivo
I'insieme (0, 00)\N non pud avere zero come punto di accumulazione, dunque
N contiene numeri arbitrariamente piccoli.
Per dimostrare che N' = (0, +00) basta quindi dimostrare che ¢t > s, s € N
implica t € N.
Sia s9 € N. Per ipotesi (u,e *0Hv) > 0 e dunque u(z)(e~*°Hv)(x) non &
identicamente nulla come funzione di z.
Pertanto

w(z) = min{u(z) , (e~ v)(2)}

non ¢ identicamente nulla (come funzione di z). Poiché e *# preserva la posi-
tivita

(u, e (e ) > (u, e w) = (u,e " w) > (w,e Hw) = ||e_%Hw||2 > 0.

Dunqueset > 0e s e N allorat+s e N.
Questo conclude la dimostrazione del Teorema 19.4.
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Esempio

Sia A > ¢I, ¢ > 0, un operatore su H; = L*(R?%) e sia H = dI'(A) su
H =T'(H1) la seconda quantizzazione di A.
Identifichiamo H con L?(X, i) per un opportuno spazio di misura (X, ).
In teoria dei campi quantizzati H; € lo spazio di una particella di massa m > 0
(ad esempio L?(R?)), A ¢ la Hamiltoniana a una particella, X (lo spazio di
Fock) & uno spazio di distribuzioni in R?® e p ¢ una misura Gaussiana su X.
Indichiamo con €2 il vettore di vuoto nello spazio di Fock della seconda quantiz-
zazione.
Per costruzione

HQ = 0, H‘QJ. Z cl

Dunque H ha uno stato fondamentale semplice che pud essere scelto positivo.
Dal teorema 19.4 si deduce che se e*4 preserva la positivita, allora T'(e™*4) =
e~ migliora la positivita in L2(X, u).

Q

Applichiamo il Teorema 19.5 al problema degli N corpi in Meccanica Quanti-
stica.
Teorema 19.6

Sia H la Hamiltoniana del problema degli NV corpi nel sistema di riferimento
del baricentro.
Se P’estremo inferiore dello spettro ¢ una autovalore allora questo autovalore é
non-degenere e la corrispondente autofunzione puo essere scelta positiva.

¢

Dimostrazione
Il Teorema 19.5 afferma che ¢ sufficiente dimostrare le seguenti proprieta.

L’operatore e ' preserva la positivita e l'insieme {e7'H} U L®(R3NV=3) ¢
irriducibile.
Sappiamo che entrambe le affermazioni sono vere per Hy = — ) A,,. Poniamo

VZJ\;(ZL‘) =V (z) se |Vi;(z)| <N, 0 altrimenti.

Allora e~1Vis (@) ¢ [ (R3N=3) ed ¢ invertibile.

Dunque l’algebra A generata da e~ tHFVY) o dagli elementi di L>°(R3N—3)
(visti come operatori di moltiplicazione) ¢ irriducibile.

Tnoltre e~ t(Ho+X:; Vi%j) preserva la positivita (per vedere questo, utilizzare la
formula di Trotter-Kato e notare che separatamente i fattori hanno questa
proprieta).

Si puo verificare che Z” Vf}' converge nel senso delle forme quadratiche a
>, Vi,j quando N — oo.

Quindi Hy + Zi, ; VZ]}' converge nella topologia forte della risolvente (e quindi in
senso forte dei semigruppi associati) a Hy + Z” Vij-
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Utilizzando il fatto che il limite forte in L?(R3V—3) preserva la positivita e che
A ¢ debolmente chiusa, si conclude la dimostrazione del teorema 19.6.

Q

Ricordiamo (Lemma 19.3) che se T ¢ limitato e doppiamente Markoviano su
L?(X,p) con p misura finita, allora T & una contrazione su tutti gli spazi
LP(X, 1), 1 < p < +oo, cioé vale ||Tullq < ||ullp-

Introduciamo adesso una condizione piu forte, cioé che esistano due costanti
pegq, conp < q, tali che T sia limitato da LP(X,u) a L4(X,u), cioé valga
- le <CI -l

Ricordiamo che, poiché la misura p & per ipotesi finita, si ha sempre ||-||; > |||/,
con disuguaglianza stretta se la misura p non é portata da un numero finito di
punti.

Definizione 19.5

Sia (X, 1) uno spazio di misura finita. Un operatore limitato 7" si dice essere
ipercontrattivo se esiste ¢ > 2 tale che T sia limitato da L?*(X,pu) a LY(X, p),
cioé

Vie LX), ITfllq < Cllfll2-

Si dice ipercontrattivo in senso stretto se C' = 1.

Si ha il seguente teorema

Teorema 19.7 (L.Gross)
Supponiamo che H > 0 generi un gruppo che preserva la positivita e che inol-
tre esista tg > 0 tale che e~%fl sia ipercontrattivo in senso stretto da L?(X, i)
a L*(X,u). Allora inf o(H) = E & un autovalore.
¢

Dimostrazione
Consideriamo una partizione o = {S1,..., Sy} di X, cioé una collezione finita
di insiemi misurabili tale che

N
US.=X, SinSi=0 i#k
n=1

Sia £(Sk) la funzione indicatrice dell’insieme Sj e definiamo l'operatore P, nel
modo seguente:

1
1(Si)

N
(Pu)(@) = 3 = €(5)(0) /S F)dnly). 19.2

Si ha
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1)

P, — I fortemente quando la partizione « viene raffinata indefinitamente.
2)

P, preserva la positivita.
3)

P, contrae su ogni LP(X, ).
Infatti || Pof|leo < || flloo per costruzione e contrae anche in L!(X, ) (& simme-
trico e Pyt = 1).
Poniamo T = e~ %" T, = P, TP,.
Dalle proprieta 1), 2), 3) segue (utilizziamo la notazione lim,_,~, per descrivere
il limite quando la partizione é raffinata indefinitamente)

a)
s-limy o0 T =T
b)
T = lima—eo || Tull;

c)
per ogni ¢ € L2(X, i) [Tadlla < || Tallll¢]l2-

(la proprieta c) segue da a) e b) e dall'ipotesi fatta su e~*of).

Per ogni partizione finita 'operatore 7' ¢ identificabile con una matrice N x N
che conserva la positivita. Per il teorema di Perron-Frobenius esiste ¢, € P, H
tale che
Toto = |Tal|lda - 19.3
Normalizziamo questo vettore ponendo ||¢||2 = 1. Da ¢) segue ||dq |4 < K.
1 2

La disuguaglianza di Holder ||¢qll2 < ||@all? |¢allZ implica allora

pallr = /X |po ()| du(z) > 1. 19.4

Poiché la palla unitaria in L?(X, ) é compatta per la topologia debole possia-
mo estrarre dalla successione (o filtro) ¢, (al variare del raffinamento «) una
successione che converge debolmente.

Per definizione di convergenza debole, e considerato che ¢+ € L?(X, ) si ha

bl = /X Sady /X o(@)dp = ]

Dunque ||¢||1 > 1 e quindi ¢ # 0.
D’altra parte, per tutti gli elementi 1) € L?(X, ) si ha, utilizzando a) e b),

(6, T9) = (T, 0) = lim (T0,60) = lim |[Ta)l(w,60) = |T)(¥,6). 195
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Poiché questa relazione vale per ogni v, si deduce T'¢ = ||T||.

Q
Nota 19.4
Se lo spazio ha misura finita e 'operatore R ipercontrattivo
IT¢llq < Mllll, M >0, 19.6
un’analisi simile a quella che abbiamo descritto porta a concludere che ||| &
un autovalore di T' con molteplicita m che soddisfa la disuguaglianza
M 12
mgmoz(”T”> w(X). 19.7

La dimostrazione si puo trovare in [G72] .
Essa utilizza il fatto che da stime dello stesso tipo di quelle riportate qui sopra,
si deduce che per ogni soluzione di A¢ = ||A||¢ si ha

(6,0) > (IAZH)

Poiché la molteplicita si determina prendendo soluzioni ortogonali tra loro, il
-9 _
loro numero non puo essere maggiore di ( ”LMH ) “* Sein particolare 'operatore

& ipercontrattivo in senso stretto si ha che 'autovalore £ R non degenere e
pertanto I'autofunzione corrispondente pud essere scelta positiva.

&

Consideriamo infine il problema di determinare condizioni sufficienti sull’ope-
ratore B affinché le proprieta utilizzate qui sopra del semigruppo T, = e 4
(preservare o migliorare la positivita, essere doppiamente Markoviano, essere
ipercontrattivo,...) implichino le stesse proprieta anche per e tA+B),

Noi saremo particolarmente interessati al caso in cui A = —A e B & 'operatore
di moltiplicazione per una funzione V.

Un primo risultato in questa direzione ¢ il seguente

Teorema 19.8

Sia H = L*(R% ), Hy > 0 dove p ¢ una misura assolutamente continua
rispetto alla misura di Lebesgue, e supponiamo che (Hg + \)~! preservi la
positivita per ogni A > 0.
Siano U(z), —W(x), funzioni reali positive.
Supponiamo che l'intersezione dei domini della forma quadratiche associate a
HeaQ cioe Q(Hy) N Q(U) sia densa in H.
Supponiamo inoltre che W sia piccolo rispetto a Hy nel senso delle forme
quadratiche.
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Posto
H=Hy+U+W 19.8

nel senso delle forme quadratiche, si ha che per A > Ao 'operatore (H — A I)~*
preserva la positivita, dove Ay é ’estremo inferiore dello spettro di Ho + W.

¢
Dimostrazione
Poniamo
U(z) = Su(ay<i(z) Ulz), Wh = &w(a)<n(z) W(z),
dove ¢ é la funzione indicatrice dell’insieme indicato. Consideriamo
Hypp=Ho+Up +Wp. 19.9
Poiché Uy e W}, sono limitati, pur di scegliere A abbastanza grande la serie
(Hen + A7 = (Ho+ A D7 > ((Uk + Vi) (Ho + A1) 71" 19.10
n=0

& assolutamente convergente e ciascun termine preserva la positivita.

D’altra parte, se Hy+W > —b I per ogni valore del parametro h, si ha Hy+Wj >
—b1I.

Allora Hy, p, + b ¢ invertibile e si ha

(Hnp +0 D)7 = (Hyp + XD T+ (A=b)(Hpp +bD)71)" . 1911

La serie converge uniformemente e ciascun termine preserva la positivita.
Dunque (Hp 1 +b I)~! preserva la positivita per ogni b > \g dove \g & 'estremo
inferiore dello spettro di H + W.

Dobbiamo ora passare al limite h, £k — oc.

Poiché il cono della funzioni positive € chiuso nella topologia debole, basta
dimostrare che Hp, ,, converge a H in risolvente in senso forte.

Questo ¢é stato dimostrato, nelle ipotesi del teorema 19.7, nel capitolo 5, in cui
é stata discussa la convergenza di successioni di operatori.

Q

Nota 19.5

Il cono della funzioni strettamente positive non é chiuso per convergenza
debole. Dunque, anche se Hj, j, avesse una risolvente che migliora la positivita,
questo potrebbe non essere vero per H.

&

Nella dimostrazione dell’autoaggiuntezza di Hy+V e nella formula di Feynman-
Kac un ruolo importante & giocato dalla richiesta che Q(Hp) N Q(V) sia denso
in H.
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Il preservare la positivita € di aiuto in questo.

Teorema 19.10

Sia

H=L*X,u), Ho>0, Hopo=0, ¢oEH
e sia ¢ strettamente positivo. Assumiamo inoltre che (Ho + A I)~! preservi la
positivita per ogni A > 0.
Sia V() >0, (¢o, Vo) < +00.
Allora D(Hy) N D(V) ¢ denso in H e quindi a fortiori ¢ denso in #H l'insieme
Q(Ho) NQ(V).
¢

Dimostrazione

Definiamo L3, = {f : £f <t o} per qualche t >0 .
Notiamo che da ¢o(z) > 0 Va segue che L3 ¢ denso in H. Si vede anche che

(Ho+XD)~' L3 C L. 19.13

Infatti ;
(Ho+AI)7'f <t(Ho+AI)"'¢o = X¢o~

Per ipotesi V € L' (X, ¢j(z)dx) e quindi LF C Q(V).
Dunque
(Ho+AI1)"'L3 C D(Hp)NQ(V). 19.14

Ma L3 & denso in H , dunque (Ho + A I)7'L3 ¢ denso in (Ho + A I)7'H =
D(Ho).
%

Come conseguenza del teorema 19.8 e dei teoremi dimostrati per le forme qua-
dratiche sappiamo che H + V ¢& un operatore autoaggiunto.
Vogliamo dimostrare che D(Hp) N D(V) ¢ un suo nocciolo (core).

Teorema 19.9
Sia Hy > 0, ¢o € L*(X, ¢p2dx), ¢po(z) > 0 e supponiamo che (Hp + A\ 1)~}
preservi la positivita.
Sia V € L*(X, ¢3dx). Allora Hy+V & essenzialmente autoaggiunto su D(Hp) N
D(V).
¢

Dimostrazione

Dobbiamo dimostrare che D(Hy) N D(V) ¢ denso in D(H) nella topologia
del grafico di H. Abbiamo gia visto che (H — X I)~! preserva la positivita per
A abbastanza grande, e quindi lascia invariante £g7.
Poniamo K = (H — A I)~' L. Allora

K C D(H)N LE = D(H) N D(V) 19.15
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Siage K, HgeH, Vge H; dunque Hyg € H e quindi g € D(H).

Ne segue K C D(Hp) N D(V). Ma L3 ¢ denso in H e quindi L3 ¢ denso in
(H—-XI)"'H.

La chiusura di (H — X I)~'# nella norma del grafico di H coincide con D(H);
quindi C ¢ denso in D(H) nella topologia del grafico di H.

Ma K C D(Hp) N D(V) e quindi anche quest’ultimo insieme ¢ denso in # nella
stessa topologia.

Q

Nota 19.6

Nel Teorema 19.1 abbiamo visto che per un operatore limitato che preserva
la positivita ’autovalore pitt basso ha molteplicita uno se 'operatore é ergodico.
Nella teoria classica dei sistemi ergodici la proprieta di essere ergodico & equi-
valente ad essere indecomponibile (metricamente transitivo).
Una analoga definizione puo essere introdotta per operatori definiti su L2(X, u1);
questa definizione coincide con quella classica nel caso di operatori ottenuti per
dualita da applicazioni di X in sé.
Diamo qui la definizione, la dimostrazione del fatto che indecomponibilta implica
unicita della stato fondamentale e anche due risultati che garantiscono che Hy+
V' é indecomponibile se Hy lo é e V' soddisfa opportune condizioni.

Definizione 19.6

L’operatore chiuso e limitato T su L?(X, u1) ¢ detto indecomponibile se esso
non commuta con la proiezione su L?(Y, ) dove Y C X e X\Y sono insiemi
misurabili di misura non nulla.

&

Teorema 19.11

Sia T un operatore su L?(X,u) limitato autoaggiunto e che preserva la
positivita. Sia ||T|| un autovalore di 7.
Condizione necessaria e sufficiente affinché T sia indecomponibile é che I'auto-
valore ||T'|| abbia molteplicita uno e la corrispondente autofunzione possa essere
scelta positiva.

¢
Dimostrazione
Per la necessita, sia Tu = ||T||u, u € L*(X,u), ||ullz=1.

Possiamo assumere che u sia reale poiché T preserva la realta. Allora da

1T = (u, Tu) < (lul, T[ul) 19.16
segue

Tlu| = [T |u] .

Dunque

Tuy = ||T||ugt .
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Qui abbiamo definito u4(z) = max{u(z),0} e u— = uy — u, cosi che uy =
(lul+uw)/2>0eu_ = (Ju —u)/2 > 0.

Sef € Sﬂ: = {f € LQ(X,,U,) : f >0, (f7u:t) = 0} si ha (Tfau:t) = HT”(f?u:t) -
0 e dunque T'f € S4.

Poiché T ¢ indecomponibile, deve essere u_ = 0 oppure uy = 0.

Dunque u ha segno determinato, e questo implica unicita.

Reciprocamente, per la sufficienza, supponiamo che ||T'|| sia un autovalore con
molteplicita uno, con autovettore u > 0 e che esista un insieme Y, u-misurabile
e tale che il proiettore P su L?(Y, u) commuti con 7.

Ne segue Pu = u. Ma questo ¢é possibile solo se Y = X o se Y ha misura zero.

Q

Nel caso di operatori autoaggiunti non limitati la definizione di irriducibilta
richiede maggior cura.

Definizione 19.7

Sia A autoaggiunto non limitato su L?(X,u). A & indecomponibile se non
esiste un sottoinsieme misurabile Y C X con misura maggiore di zero e minore
di uno, tale che

fGD(A)#nyED(A), PyA— APy =0 su D(A),

dove abbiamo indicato con Py il proiettore ortogonale su L2(Y, u).

Se A ¢ limitato inferiormente questa condizione equivale alla condizione che
(A+ X I)~! sia indecomponibile (nel senso della definizione precedente) per un
A sufficientemente grande.

&

Diamo ora un risultato che data I'indecomponibilitd di Hy assicura quella di
Hy + V sotto opportune condizioni sul potenziale V.

Se Hy+V e Hy sono limitati dal basso, questo risultato garantisce 'unicita dello
stato fondamentale di Hy + V se Hyp ha uno stato fondamentale unico (come &
il caso se Hy ¢ la Hamiltoniana dell’oscillatore armonico).

Teorema 19.12

Sia H = L?*(X,p), Hy autoaggiunto e positivo. Siano U e —W funzioni
misurabili positive su X. Sia Q(U) N Q(Hp) denso in H e sia W piccolo in
forma rispetto a Hy.
Definiamo H = Hy + U + W come somma di forme quadratiche, e indichiamo
con I:IO I’estensione di Friedrichs della forma quadratica chiusa positiva che si
ottiene chiudendo la forma di Hy ristretta a Q(Hp) N Q(W).
Allora se Hy ¢ indecomponibile lo & anche H.

Nota 19.7
Se U soddisfa (¢g, U¢g) < +oo allora Q(Hy) N Q(U) ¢ denso in Q(Hy).
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Dunque I:IO = Hy e H ¢ indecomponibile.
&

Dimostrazione del Teorema 19.12
E’ facile verificare che Py commuta con H se e solo se g € Q(H) implica

Pyge Q(H), (f,HPyg)—(Pyf ,Hg)=0 Vf g €Q(H). 19.18

In particolare se H > 0 si ha

Py Hy = H Py, ¢ € D(H)= Py VH¢=VH Pyp, ¢< D(VH).
19.19
Supponiamo ora che Py commuti con H.
Poché Py commuta con U e W, se Q(H) ¢ denso in Q(Hp) da (19.18) segue

(fa HO PYQ) = (PYfa HO)g) vfa g e Q(HO) . 19.20

Ne deduciamo che p(Y) = 0 oppure pu(X\Y) = 0, poiché per ipotesi Hy &
indecomponibile.

Se Q(H) non ¢ denso in Q(Hy) notiamo che (Pyg, HyPyg) = (g, Hog) se g €
Q(H). Dunque l'applicazione g — Pyg ¢ continua nella topologia di Q(Hp).
Ne segue che g € Q(Hy) = Pyg € Q(Hy) e che g — Pyg ¢ continua nella
topologia di H,.

Dungque (19.19) vale anche per Hy e quindi Py commuta con Hy.

Q

Dato il ruolo privilegiato che hanno gli operatori limitati su L?(X, i) che preser-
vano la positivita, é importante avere dei criteri che permettano di determinare
se un operatore autoaggiunto genera un semigruppo che preserva la positivita.
Il criterio sara particolarmente interessante se riguarda solo la forma quadratica
associata all’operatore, e quindi solo gli elementi di matrice.

Questo portera a caratterizzare quelle forme quadratiche che definiscono opera-
tori autoaggiunti che generano semigruppi che preservano la positivita.

I risultati di base in questa direzione sono dovuti a Beurling e Deny.

Teorema 19.13 (Beurling-Deny 1)
Sia H > 0 su L%(X, ). Poniamo (v, Ht) = 400 se ¢ ¢ D(H). Allora sono
equivalenti
a)
et preserva la positivita per ogni ¢ > 0.
b)
(lul, Hlul) < (u, Hu) ¥u € L2(X, ),

c)
e~ preserva la realta per ogni t e inoltre (uy, Hu,) < (u,Hu) Yu €
L2(X, ).
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d)
e~ preserva la realta per ogni t e inoltre (uy, Huy)+(u_, Hu_) < (u, Hu).
Qui abbiamo utilizzato le notazioni u4 (z) = max{u(z),0} e u_ = uy —u.
¢
Nota 19.8

Gli enunciati diventano piu semplici se sono espressi in termini delle corri-
spondenti forme quadratiche. Indichiamo con £y la forma quadratica associata
all’operatore H e con Q(Eg) il corrispondente dominio di forma.

Nel seguito omettiamo il pedice H.

In questo caso, la condizione in b) diventa
b’)

u € Q&) = |ul € Q(E), e inoltre E(|ul, Ju|) < E(u,u).
Analogamente le condizioni in ¢) e d) diventano rispettivamente
')

ueQE)=ur €QE), E(uy,uy) <E(u,u).

d’)

u€e Q)= ug, u_ € QE), E(up,uq)+Eu_,u_) < E(u,u).
Nella applicazioni che daremo la parte interessante di questo teorema ¢é I’equiva-

lenza a) < b). Questa ¢ la sola parte del teorema di cui daremo la dimostrazione;
la dimostrazione della altre equivalenze si ottiene procedendo in modo simile.

&
Dimostrazione di a) < b) nel Teorema 19.13
a) = b)
Si ha )
— T T _—tH

(u, Hu) = tlggo ; (u, (I —e "), 19.21

(e M) = e~ 5 ufl§ < fle™ 5 full3 = (jul, e~ ul). 19.22
Dunque

(u, (I — e " Yu) > (|ul, (I — e H)|ul). 19.23

Passando al limite ¢ — oo si deduce b).
Si puo notare che il risultato si esprime pit precisamente nella forma 2’) poiché
(19.23) vale per ogni u € L*(X, i) e il limite a destra in (19.21) esiste per ogni
u € Q&) e vale E(u,u).
b) = a)

Sia u > 0, A > 0. Definiamo

w=(H+XI)"u. 19.24
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Vogliamo dimostrare che w > 0. Questo dimostra che la risolvente preserva la
positivita, e pertanto anche il semigruppo ha questa proprieta, da cui segue la
tesi.

Poniamo

E(u,u) = (u, Hu) + AMu, u) . 19.25

Svolgendo i calcoli si vede che
Eu+v,u+v)=E(u,u)+Ew,v) +2Re((H + Nu,v).
Se Re(v) >0
E(w+v,w+v) =E(w,w)+ E(v,v) +Re(u,v) > E(w,w) + E(v,v).  19.26

Si puo notare ’analogia con la diseguaglianza che caratterizza gli operatori
dissipativi. Se si ha uguaglianza in (19.26) allora v = 0 poiché u > 0.
Poniamo v = |w| — w. Allora

E(Jw], |w]) > E(w,w) + E(|w| —w, |w| —w) 19.27

e I'identita vale se v = 0.
Poiché per ipotesi £(|w|, |w|) < &(w,w) da (19.27) si deduce v = 0.
Q

Teorema 19.14 (Beurling-Deny II)

Sia H > 0 un operatore autoaggiunto su L?(X, 1) generatore di un semi-
gruppo che preserva la positivita.
Allora sono equivalenti
a)

Per ogni valore di ¢ > 0 l'operatore e~ ‘! definisce una contrazione su
LP(X,p), 1 <p<oo.
b)

Per ogni valore di ¢ > 0 l'operatore e~ ‘! definisce una contrazione su
L>(X, ).
c)

Per ciascun elemento f siha (fA1,H f A1) < (f, Hf)

(abbiamo definito (f A 1)(x) = min{f(z),1} e (f,Hf) = o0 se f ¢ D(H)).
d)

Se la funzione F soddisfa |F(z)| < |z| e |F(x) — F(y)| < | — y|, Vz,y € R,
allora

(Fy,HFy) < (f,Hf) YfeL*(X,p),

dove abbiamo posto F¢(z) = F(f(x)).
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Nota 19.9

Abbiamo utilizzato la notazione definisce una contrazione perché inizialmen-
te I'operatore e "t & definito solo su L2(X, ).
L’estensione a spazi LP(X,u), p # 2, si ottiene restringendo l'operatore a
L?(X, ) N LP(X, u) (un sottoinsieme denso sia di L?(X,p) che di LP(X,u))
e poi estendendolo a tutto LP(X, u).
Questo ¢ possibile perché e ¥ & per ipotesi limitato in norma da uno su
L?(X, u) N LP(X, ) nella topologia degli operatori limitati lineari su LP (X, ).

&

Nota 19.10

Anche in questo teorema, la formulazione migliore é ottenuta facendo uso
della forma quadratiche. Ad esempio, il punto ¢) si riformula come

)
feQE)=fA1eQ(E), E(fAL)fAL)<ESS)

e il punto d) si riformula
d’)

[F(x)| < 2|, [F(z) = Fy)l <le—yl= f Q) = F(f) € Q(E)

e inoltre E(Fy, Fy) < E(f, f)-

Si noti anche che la funzione F' per ipotesi é una contrazione con costante
Lipschitz minore o uguale 1.

Quindi d’) ¢ la richiesta che per queste funzioni 'applicazione x — F(z) lasci
invariato il dominio di forma e operi come una contrazione.

&

Dimostrazione del Teorema 19.14.
Le implicazioni d) = ¢), b)=a), ¢)=b) sono semplici.
Dimostriamo ¢) = b), a) = d).

c) =d)
Siau € L?(X,pn), 0<u(x)<1 Vaz.
Definiamo, per v € Q(&)

Y(v) = (v, Hv) + |Ju — v||3 = (v, (H + I)v) + ||Jul3 — 2 Re (u,v) 19.28
e poniamo Ry = (H + I)~1. Allora )(Ryu) = ||ul|2 — (u, Riu) e
((Ryu—v), (H+T)(Riu—v)H(Ryu—n)) = (u, Ryu)+ (v, (H—T)v) —2Re (u,v).
Dungque

P(v) = ¥(1u) + (Riu — v), (H + I)(Ryu — v)H(Ryu — v))
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= (u, Ryu) + (v, (H — I)v) — 2%Re (u,v). 19.29
Ne consegue che ¥(v) raggiunge il suo valor massimo solo per v = Ryju. Poiché
u <1 siha
|u(z) — max{v(z), 1}| < |(u(z) —v(z)].
Dunque
P((Ri A1) S ¢(Ryu).
Essendo Rju un punto di minimo si ha (Ry A1) = Ry e quindi Ryju < 1.

Ne segue che R; contrae in L (X, p).
Nello stesso modo si dimostra che R, & una contrazione in L*(X, ) e dunque

t —-n
et = lim <1 + = H)
n

n—oo
¢ una contrazione in L*°(X, u) .
a) = d)
Basta dimostrare che, sotto le ipotesi fatte su F vale

(Fy, (I — e "YFy) < (f, et f). 19.30

Infatti da (19.30) si puo ottenere d) dividendo per ¢ e passando al limite ¢ — 0.
Consideriamo una partizione o di X in insiemi disgiunti misurabili S¢, .. ., SR‘[(Q).
Denotiamo con uf la funzione indicatrice dall’insieme S} e con II! il proiettore
su uy definito da I f = (ug, f)uy.

Per densita, bastera dimostrare, per ogni partizione finita,

> (Fing . (1 = ) Fug ) < SO0 e TIE ).
k k

Posto
(I;h = (uga (I - e_tH)uI(f) )

dobbiamo dimostrare

> Fuag p Frie b < Y ufl by 19.31
h,k h.k
sotto le ipotesi
|Fugs| <TIRf, [Py — Fye gl < IR - T

Poniamo

Ak = (Ui, uf))y  bhk = MNeOnk — ang, ang = (u,ol‘,e*tHu%).
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Dunque ), anr < A Si ha quindi

>z zkbng =Y anklzn — 2P Y melzml’ me =X =Y ank > 0.
hok

h<k k h

Posto zj, = Fre s, implicazione a) = d) nel teorema resta dimostrata.

Q

Un’ulteriore caratterizzazione, di cui non faremo direttamente uso, si basa sul
seguente lemma.

Lemma 19.15 (Lévy-Khinchin)
Sia F(z) una funzione a valori complessi su R?, con ReF(x) > —ec.
Definiamo e~ ¥ (V) mediante

e—F(iV) — .FC_F]:_l

dove F indica la trasformata di Fourier.
Allora sono equivalenti

a)
L’operatore e~ (V) preserva la positivita;
b)

vt > 0 il nucleo di e~*¥ (V) ¢ una distribuzione positiva nel senso di Bochner.

c)

F(z)=F(-x), » (FF)(zi—2)% 2 <0, Vz;€R', 2€C™ Y 2 =0.
1 1
&
Dimostrazione
b) = a)

Poniamo G(z) = e~ t() ¢ siano f, g € C°(RY), f >0, g > 0.
Indicando con G la trasformata di Fourier di G e con * la convoluzione si ha

(f,G(=iV)g) = (2m)" 2 (G x (3 * /))(0).
Dunque, se G ¢ una misura positiva, allora (f,G(—iV)g) > 0.

a) =b)

Supponiamo che G(—iV) preservi la positivita.
Poniamo g, (z) = f(z +y).
Prendendo la trasformata di Fourier

(G (f* )y) = (2m)”

d
2

4 4
2 2

(2m)~ (G * (gy * ))(0) = (f,G(=iV)g) > 0.
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Poiché ReF (z) > —C si ha G(x) < !¢ Va.

Dunque G(x) ¢ una distribuzione temperata e cosi ¢ anche G.

Prendendo ora f(z) = j.(z) dove j. & un’approssimazione della delta e passando
al limite e — 0 si ha

9e(k)G(k) — G(k)
uniformemente sui compatti, e dunque é(k’) ¢ una misura positiva.

b) < ¢)

Se indichiamo con A la matrice i cui elementi sono a; ; e con M (t) la matrice
i cui elementi sono €47 dobbiamo dimostrare che M (t) ¢ positiva definita se e
solo se A ¢ positiva definita quando ristretta al sottospazio ), £ = 0= (1, £),
dove 1 ¢ il vettore che ha tutti le componenti uguali al numero 1.

Dimostriamo che la condizione € necessaria.

Da M (0); ; = 1 segue (£, M(0)¢) = 0se (& 1) =0 . Poiché (&, M(t)¢) >0 Vt >
0, si ha

(&, A¢) = %(E,M(t)g)t:o >0. 19.33

Dimostriamo adesso che la condizione ¢ sufficiente.
Indichiamo con I — P il proiettore su 1.

Per ipotesi, PAP > C'I.

Ma

A=PAP+ (I — P)A(I - P)+ PA(I — P) + (I - P)AP, 19.34

dunque
@ij = Gij +bi +bj,

dove la matrice A con elementi d;; = (PAP),; ¢ definita positiva.
Ne segue

M(t); = etbi tai.i ot

Quindi la matrice M (t) viene ottenuta dalla matrice positiva M(t) con elemen-
ti e*®. mediante una trasformazione lineare su RV ed & pertanto anch’essa
positiva.

Q

Una generalizzazione del Teorema II di Beurling-Deny é stata data da Fukushi-
ma.

Essa provvede una corrispondenza biunivoca tra semigruppi che preservano la
positivita e forme di Dirichlet con speciali proprieta.

Teorema 19.16 (Fukushima)
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Nella relazione data dal teorema II di Beurling-Deny, il semigruppo migliora
la positivita precisamente se la corrispondente forma di Dirichlet é strettamente
contrattiva cioé

[f1Ze>0, E(fLIf]) = E(f, )= f=calfl.
o

Per una dimostrazione di questo teorema e per una descrizione dettagliata della
relazione tra forme quadratiche e processi di Markov si puo vedere [F80]

19.1 PROPRIETA DI REGOLARIZZAZIONE, IPERCONTRATTIVITA

Discutiamo ora condizioni sotto le quali il semigruppo e * ha delle proprieta
di regolarizzazione.

Notiamo che se T' € un toro in dimensione d e H é il Laplaciano definito su T'
da condizioni periodiche, per ogni funzione f € L?(T) e per ogni t > 0 si ha
et f € C>°(T). Infatti utilizzando la serie di Fourier si ha

d
‘F(etHf) = Z Z einifnl,..nd

k=1nireN

e la serie ¢ uniformemente convergente per ogni ¢ > 0.

Lo stesso avviene se X é una varieta Riemanniana compatta e H é 'operatore
di Laplace-Beltrami.

Nel caso di varieta non compatte e in generale se X & uno spazio di misura, la
possibile proprieta di regolarizzazione é di natura diversa ed é una generaliz-
zazione della proprieta di ipercontrattivita che abbiamo gid discusso in questo
capitolo.

Sia p una misura di probabilita in uno spazio X. Si avranno le inclusioni
LP(X,p) C LY(X,p), 1<p<g<oo, 19.35

e le inclusioni sono strette se la misura g non carica solo un insieme finito di X.
Definiamo

le™ " lgmp = sup{lle™ fllp. f € LUX, ) NLP(X, ), | fllg <1}. 1936
La relazione (19.35) si traduce in
He_tHHq%p <1 qz=p.
La proprieta di regolarizzazione in cui siamo interessati riguarda in caso ¢ < p.

Definizione 19.8



APPLICAZIONI POSITIVE, SEMIGRUPPI MARKOVIANI,
IPERCONTRATTIVITA. FORME DI DIRICHLET CONTRATTIVE,
400 DISEGUAGLIANZE DI SOBOLEV LOGARITMICHE.

11 semigruppo e *# & detto essere (g, p, to)-ipercontrattivo, con ¢ < p, se
esistono Cy > 0 e tg > 0 tali che si abbia

e o mp < Co, g<p. 19.37

o

Nota 19.11
Se (19.37) é soddisfatta per t = ¢y essa é anche soddisfatta per t > t.
&

Nota 19.12

La proprieta di essere (g, p, tp) ipercontrattivo é importante perché vale per
perturbazioni singolari dell’operatore di Laplace-Beltrami (che non hanno la
proprieta di regolarizzazione L?(X,u) — L% (X, u)) e anche in alcuni casi di
spazi di misura di dimensione infinita.
Vale ad esempio in R™ con la distribuzione normale debole di 1. Segal (una
misura di Gauss) nel caso di modelli di Teoria di Campo Quantizzato e con la
misura di Dobrushin-Ruelle (generalizzazione della misura di Gibbs nel limite
termodinamico) nel caso di modelli di Meccanica Statistica per sistemi di infinite
particelle.

&

Dimostreremo che se H ha zero come autovalore semplice, la disuguaglianza
(19.37) implica che questo autovalore ¢ isolato.

E’ quindi interessante dare, in termini dei loro generatori, una caratterizzazione
dei semigruppi che preservano la posiitvita e sono ipercontrattivi.

Questo porta all’analisi delle disuguaglianze di Sobolev logaritmiche.

Definizione 19. 9

Sia (X, u) uno spazio di probabilita, e sia £ una forma quadratica chiusa
non negativa densamente definita su L?(X, p).
Diciamo che &€ determina (o soddisfa) una disuguaglianza di Sobolev logaritmica
(abbreviata S.L.) se esiste una costante positiva K tale che

/()]
[1£1l2

K /X @) Plog LN quwy < £(r.0), Ve QENIA(X.p), f#0. 19.38

o

La massima costante positiva K per la quale vale (19.38) & detta costante di
Sobolev logaritmica (relativa alla terna £, X, p).

Nota 19. 13
Per costruzione, entrambi i termini in (19.38) sono omogenei di ordine due
per il riscalamento f — Af, A > 0. Pertanto la (19.38) puo anche essere riscritta
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nella forma

K / F@)log | f(@)] du(a) < E(F, 1), Ifla=1.
X
&

Dimostreremo che la (19.38) & condizione necessaria e sufficiente affinché 'ope-
ratore autoaggiunto associato alla forma quadratica & mediante 1’estensione di
Friedrichs generi un semigruppo ipercontrattivo.

Prima di far questo, confrontiamo, nel caso di R? e con p misura di Lebesgue,
la relazione di (19.38) con le classiche disuguaglianze di Sobolev.
Queste disuguaglianze sono, come abbiamo visto nel Capitolo 12,

, 1<p<oo, 19.39

SO

1
1fllq < Cpa IV fllp, P

"=

dove C,, 4 sono opportune costanti positive.

Le (19.39) vengono dimostrate inizialmente sotto l'ipotesi f € C°(R?), ma
rimangono valide per densita e continuita per tutte le funzioni f per le quali il
termine a destra é finito (ed a fortiori valgono se il termine a destra ¢ infinito).
Denotiamo le disuguaglianze (19.39) con le lettere Sq, (S per Sobolev).

Nota 19.14

Dal confronto tra (19.38) e (19.39) risulta che Sy, contengono piu informa-
zioni di S.L. sulle possibili singolarita locali della funzione f. Tuttavia queste
informazioni divengono sempre pit deboli al crescere di d (la dimensione dello
spazio) e perdono di interesse nel limite d — oco. In questo caso limite, come
vedremo, le S.L. rimangono uno strumento utile.

&

Per quanto riguarda il comportamento all’infinito (se X non é una varieta
compatta) notiamo che le disuguaglianze Sg, valgono solamente per l'insieme
di funzioni contenute nella chiusura nella norma ||V f]|,, delle funzioni Cg°.
Questo insieme non contiene tutte le funzioni il cui gradiente ha norma L, (X, u)
limitata.

Nel caso di una varieta non compatta il confronto va fatto piuttosto con le
disuguaglianze coercive di Sobolev

1<p< o 19.40

1 1
1fllq < IV £llp + bpll £l =@

SRR

per opportune costanti ¢,, b, > 0.
Nelle (19.40) il simbolo || f]|, va inteso

1l = /X @) du(z),
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dove 1 & una misura (non necessariamente di peso totale finito) assolutamente
continua rispetto alla misura di Lebesgue.

Per completezza, notiamo che in R? (o su una varieta non compatta di dimen-
sione d ) le (19.40) con b, > 0 implicano S.L. .

Per vedere questo ad esempio nel caso p = 2, scegliamo f positiva e poniamo
dv = f2du.

Notiamo che la disuguaglianza di Jensen (Capitolo 12) implica

log/ f172(x) dv(z) =

2 g—
(]_72 Xlogf 2( ) dv(z)

q 2 q 2
= 1 < — -1 19.41
L log] < q_2(||f||q )

dove, nell’'ultima diseguaglianza abbiamo fatto uso del fatto che o > 1 implica
loga<a-—1.

Da queste disuguaglianze deduciamo, per f reale positiva e per opportune
costanti @ >0, b > 1,

. )
J 7o 773 ) <

)| dp()+ / (@) d(a
19.42

Se X non é compatto, non si possono dedurre le S.L. dalle Sy 2 perché le S.L.
pongono condizioni piu stringenti al comportamento della funzione f a grandi
distanze.

Tuttavia le S.L. possono essere dedotte dalle Sg2 se si chiede inoltre che la
funzione f soddisfi la disuguaglianza di Poincaré

aallf — B3 < /X IV ()] Pdu(z) = £(. f) 19.43

dove abbiamo indicato con £ la forma di energia, a,; € un’opportuna costante e
abbiamo posto

B(f) = /X f@)du(z), | e C>(RY)

Nota 19.15
Grosso modo, se una funzione soddisfa la disuguaglianza di Poincaré la sua
norma || f||2 & controllata dalla sua media e dalla norma L? del suo gradiente.

&

a (19.43) si deduce che se E(f) = 0, allora ag|| f||3 < E(f, f)-
Quindi, a meno di un opportuno riscalamento delle costanti, S.L. segue, per
d < 00, da Sg.2.
Notiamo pero che limg oo ag = 0.
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Se E(f) # 0 poniamo
f=f—-E() 19.44

Se la misura g ¢ finita si ha f = w(f), dove 7 & il proiettore ortogonale in
L?(X, p) sulla funzione costante. Un calcolo esplicito mostra che

1 @)’ -
/ @)1 ‘ f”2 / )t og il dn(@) +2 /X (@) dpu(a)

19.45
e quindi esiste una costante Ky tale che
_ bg +2
Kd/ |f()[* log ?fll) u(x) <E(f,f), K;'=0Cq+ dad . 19.46

Supponiamo adesso che su L?(X, ) agisca un semigruppo T} contrattivo e Mar-
koviano (tale cioé che Tyt = ¢) e che il suo generatore —L sia l'estensione di
Friedrichs associata alla forma quadratica &£

lim — (th L) =& ) ==, Lf). 19.47

La funzione ¢ ¢ un autovettore di L all’autovalore zero. Se zero é un autovalore
semplice e isolato

o(L) C{0}U[a,00), a>0, 19.48

dalla teoria spettrale si deduce
|l f = EN)I* < E. 1) 19.49

Vedremo in seguito che la disuguaglianza S.L. (19.46) implica (19.49) (con 2K <
Q).

Nota 19.16

Nel contesto delle C*-algebre analoghe definizioni di forme di Dirichlet e
semigruppi markoviani sono stati introdotti e studiati in [AHK77] e [GRT72]
nel caso che esista uno stato traccia, ed estesa a casi piu generali di stati che
soddisfano la condizione G.N.S. (cfr.Capitolo 15) in [GL93] e in [Ci97].
La costruzione di semigruppi su C*-algebra che soddisfano proprita di Feller é
studiata in [Sa96].
La relazione tra ipercontrattivita e diseguaglianza di Sobolev logaritmica nel
caso (non commutativo) della forma di Clifford-Dirichlet (campi di Fermi quan-
tizzati) & stata approfondita in [GRT75] e ripresa in [CL93].

&
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19.1.1 RELAZIONE CON L'ENTROPIA

La presenza della funzione logaritmo in S.L suggerisce una relazione tra le
disuguaglianze di Sobolev Logaritmiche e la funzione entropia.

Ricordiamo che date due misure di probabilta u, v su X ’entropia relativa di p
rispetto a v, indicata con H (u|v), & definita nel seguente modo:

1)
se u non & assolutamente continua rispetto a v, allora H (u|v) = oo
2)
Se w ¢ assolutamente continua rispetto a v con derivata di Radon-Nikodym

fu
Huly) = /X f (@) log £, () dv(x)

E’ facile verificare la proprieta riflessiva:
H(plv) = H(v|p) 19.50

e che H(ulv) =0 se e solo se u = v.
Utilizzando la disuguaglianza, valida per y € (0, +00),

3y—1)° < (4+2y)(ylogy —y +1),

ricordando che per la derivata di Radon-Nikodym f, di p rispetto a v vale
Jx fu(z) dv(z) = 1 e facendo uso della disuguaglianza di Schwarz e del fatto che

ylogy—y+1>0 Vy>0,

si deduce
2
1 1
Bt = Aar = 35 = W ey < [| (4 =2 tor fu = fu + DE[ |, <
<+ 2f i (x) 1108 fu = o+ Tl (xa) = 6H(ulv). 1951

Nell’ultima identita abbiamo utilizzato

1 fulog fu—fut 1o () = /X () Log fou () fu(2)+1] div(z) = /X fu(@)log fu(z) dv(z).

19.1.2 RELAZIONE TRA S.L. E DENSITA SPETTRALE

Studiamo ora la relazione tra la disuguaglianza di Sobolev logaritmica e le pro-
prieta spettrali dell’operatore di Laplace-Beltrami su una varieta Riemanniana
compatta.
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Generalizzeremo poi questa relazione nel contesto di semigruppi su spazi di
probabilita.
Se X ¢ una superficie di Riemann compatta, indichiamo con p la misura di
Riemann-Lebesgue.
Essa soddisfa

Pip=pP=p
dove abbiamo indicato con P; il semigruppo generato dall’operatore di Laplace-
Beltrami £ definito da

(u, Lu) / | Vu(z)||?du(z), ue D(L).

Qui V indica il gradiente rispetto alla metrica Riemanniana g su X e ||Vu(z)]|
indica la norma su 7, X, lo spazio tangente a X in x, calcolata usando il tensore
metrico g;;(z).

Indichiamo con f; la derivata di Radon-Nikodym di P;*v rispetto a u (omettiamo
d’ora in poi il pedice p)

Con queste notazioni la diseguaglianza S.L. (19.38) da
11
H(Pfvip) < E(fE. f7)- 19.52
Per calcolo diretto otteniamo

GHE) = [ (log fi2) (L)) duto) =

/ IV Fu@)I? (folw)~ du(z) = —4€(FE 1) 19.53
Da (19.52) e (19.53) si deduce

S H(Pvn) < ~2K H(P{ V)

e quindi, usando la diseguaglianza di Gronwall,

H(Pjv|u) < e X H(v|p). 19.55
Da (19.51) segue allora
P v — il var < /2H (uv) e 5, >0, 19.56
che si puo riscrivere, posto f = g”, nella forma

1Pef = ully < V2H(ulv) e ™, Vfe LY(X,p), |flh=1. 19.57
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Dalla (19.56) deduciamo che, per ogni misura di probabilita v, la misura Pfv
converge in modo esponenziale alla “misura di equilibrio” p. Analogamente dalla
(19.57) deduciamo che P, f converge in modo esponenziale alla costante 1.

Se la convergenza in (19.57) vale anche in L?(X, i) allora lo spettro dell’opera-
tore L & contenuto nell’insieme

{0} UK, +00)
e zero & un autovalore non degenere.

Nota 19.17

Una disuguaglianza della forma (19.54) puo essere verificata in contesti piu
generali, ed & utile per studiare casi in cui X = R> con un’opportuna topologia.
E’ sufficiente che sia definibile una forma quadratica del tipo

> ou
E(u,u) = / ’
( ) 7;1 X 8£Un

e che sia legittima l'integrazione per parti che conduce a (19.54).
La (19.58) ¢ definibile per funzioni su R* che dipendono solo da un numero
finito di coordinate x, e sono nel dominio della derivata parziale rispetto a
queste coordinate.
Indichiamo con Dy la collezione di queste funzioni (funzioni cilindriche).
Si dimostra, sotto opportuna condizioni sulla misura u, che la forma quadratica
definita da (19.58) su Dy ¢ chiudibile e che la sua chiusura soddisfa (19.54).

&

Abbiamo visto che la costante K che entra nella disuguaglianza di Sobolev
logaritmica costituisce una stima dal basso dell’intervallo che separa ’autovalore
(semplice) zero del resto dello spettro.

Per questo motivo ha notevole rilevanza il seguente problema:

Sia p una misura di probabilita su una varietd di Riemann X di dimensione d.
Consideriamo la forma quadratica

2
du 19.58

£(6,6) = /X IV ()| Pdu(z)

definita su C§°(X) e chiudibile.
Supponiamo che sia soddisfatta la S.L. con costante K

oy, 6@
K /X o) 1o Tl ) < E(0.0) 19.59

per ogni funzione ¢ a valori reali, ¢ € D(E) N L?(X, ).
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Data una funzione U € C°°(X) definiamo una nuova misura di probabilita vy
su X, equivalente a p, mediante

vy(dz) = Z7 e V@ y(dx) 19.60

dove abbiamo assunto che la funzione U sia integrabile rispetto a e Z € un
fattore di normalizzazione che rende vy una misura di probabilita.
Definiamo una nuova forma quadratica &y mediante

Eu(¢,¢) = /X 1Ve()|*dvy () = 27 /X IV ()|?e " Pdp(x).  19.61

Ci chiediamo se &y soddisfi una S.L., e in caso affermativo se sia possibile dare
una stima della nuova costante K.
A questo risponde il lemma seguente.

Lemma 19.17
Se U € C§°(X) la forma quadratica

£, 6) = /X IV 6(a)|2dv ()

soddisfa una disuguaglianza di Sobolev logaritmica e si ha
Ky > Kefosc(U) ,
dove Voscillazione di U, indicata con osc(U), ¢ definita da

osc(U) = max U(zx) — min U(x)

¢

Dimostrazione
Per ogni misura di probabilita v su X, ogni funzione a valori reali ¢ €
L*(X,v) ed ogni t > 0 vale

¢2(9C)< 2] 2 — $2(x) o t2 — B2 2
E ¢(x)"log ¢°(z) — ¢”(x) log t” — ¢”(z) + ¢
14
Infatti il termine a destra ¢ una funzione convessa di ¢ che raggiunge il suo

minimo per

= ||¢HL2(X,V) = H(bHV

Integrando rispetto a v = vy e prendendo t = |[¢||z2(x,.) = ||#l|2 si ottiene,
tenendo conto del fatto che £ soddisfa per ipotesi S.L.,

2 ¢(9U)
/X ¢"(@)log g, (@) <

0 < ¢? (z)log
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<3 (fooro g v - [ Fwa+ 1) <
o (- mipt >/¢ < g ) <

1 osc(U)
<oz o0 (- mnv@) [ Vo) < T [ Vo) avo).

rzeX

<

N\H

Q

Nota 19.18

Una caratteristica notevole delle disuguaglianze di Sobolev logaritmiche é la
loro proprieta di additivitd che qui non dimostreremo (per la dimostrazione si
puo vedere ad esempio [S84]).
Le S.L. sono preservate dal prodotto tensoriale tra spazi di misura, e la costante
che ne risulta é maggiore o uguale al minimo tra le costanti associate ai fattori.
Procedendo per induzione questo permette di dedurre la validita delle disugua-
glianze di Sobolev logaritmiche per una forma quadratica definita su H = &, H,,
da Q =), Q, dal fatto che ciascuna delle @,, le soddisfa.
Nell’appendice utilizzeremo questa proprieta di additivita per dedurre che la
forma di Gauss-Dirichlet, definita da

£(f. >_/ IV (@) |2dpc ()

dove dug é una misura di probabilitd Gaussiana, soddisfa S.L..
Utilizzeremo il fatto che la forma Q(f) definita sullo spazio X = {1} U{-1} da
Q(f) = 1(f(1) = f(—1))?%, soddisfa S.L..

Con lo stesso procedimento si pud dimostrare che le S.L. sono verificate per la
forma di Gauss-Dirichlet in R*°.

Quest’ultimo risultato ¢ alla base dello studio delle proprieta del campo quan-
tistico scalare libero (e di alcuni campi in interazione) fatto da Nelson.

&

Discutiamo ora brevemente alcune proprieta spettrali e di ipercontrattivia che
sono conseguenza del fatto che il generatore del semigruppo ¢é associato ad una
forma di Dirichlet che soddisfa le S.L..

Teorema 19.18 (Federbush, Gross, Faris)
Se la forma quadratica £ soddisfa le S.L. con costante K e V & una funzione
su X a valori reali che soddisfa ||e™"||2 < oo allora vale

= EL N+ V) 2 =Ifl3loglle”V[l2 Vf € LX(X, m) N Q). 19.62
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Reciprocamente, se e~V || < oo implica che vale (19.62) per ogni f € L2(X, )N
Q(E), allora & soddisfa le S.L. con costante K.
¢

Dimostrazione

Per la prima parte dal teorema, consideriamo in dettaglio solo il caso in cui
le=V|l2 < 0o e V ¢é limitata dall’alto; il caso generale segue poi per continuita.
L’integrale [ V(x)|f(2)|*du(z) ¢ ben definito. Utilizzando la disuguaglianza

st<slogs—s+e', s>0, teR,

e ponendo s = |f(x)|?, t = —2V(x), si ottiene

1

1D <5 [ @R gl i@ = F@)F] dute) + 5 [ e @duta)

1 1 1, _
< =€)+ If1B1og 1112 — SI13 + 5 le™ 1B

Da questo deduciamo

1 1
2 €D+ WVED = =lfl3loglfl2+ 5 (115 = lle™13) - 19.63

Poiché S.L. & omogenea (invariante per f — Af)) basta verificare la disegua-
glianza per |[fll2 = [[e™" |2

Ma in questo caso (19.63) coincide con (19.62).

Dimostriamo ora la seconda parte.

Consideriamo una generica funzione f € Q(€) N L?(X, u) e poniamo V(z) =
—log | f(z)|.

Allora [le=" |2 = || f]l2 < 0.

Per ipotesi vale (19.63).

Abbiamo dunque

%8N = [ 17@PR g1 duta) = =] 13105 ]

Quindi L.S. vale per la funzione f. Ma f era arbitraria, e quindi £ soddisfa
L.S..
Q

Il teorema successivo afferma che, se £ soddisfa le S.L. e alcune condizioni
supplementari, 1’estremo inferiore dello spettro dell’operatore (di Friedrichs)
associato & un autovalore semplice isolato.

Teorema 19.19 (Rothaus, Simon)
Se u(X)=1e&(f, F), f reale, soddisfa le S.L. con costante K, e se inoltre
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E)=0
i)
L>(X, 1) NQ(E) & un nocciolo per €
allora, per g reale
gle = &9 >Kl|gl3 19.64

(abbiamo indicato con ¢ la funzione che vale uno su tutto X).

¢

Dimostrazione
Indichiamo cn £(f, g) la forma bilineare ottenuta per polarizzazione da E(f, f).

Da E(f,1) <E(f, f)E(L,1) segue E(f,1) =0 Vf e Q(E) e
E(+sg.u+s9) =5€(g,9), lle+sgllz=1+5|gll;3 VgeQ(E&).

Se g € L>(X, ) ed s & abbastanza piccolo, si possono sviluppare (1+sg(x))? log(1+
sg9(x))% e (14 s?||g/13) log(1 + s2||g||3) in potenze di s.
Utilizzando questo sviluppi nella S.L. si ottiene

K

5 ([0 sale)Plon(t + sg()? duta) — 1+ 2Lal) tog(1 + 2lg1B) ) =

K
=3 / (2s9(x) + 3s%¢% (x)) du(z) — s*||g]13 + O(s°) < s*E(g,9).-
X
Per ipotesi [ g(x)du(x) = 0 e quindi
Ks?||gl* + O(s%) < s%(g.9).

Dividendo per s? e passando al limite s — 0 otteniamo (19.64) per tutte le
funzioni g € L*° (X, u) tali che (g,¢) = 0.

Siaora f € Q(E), (f,t) =0. Perl'ipotesi ii) del teorema, esiste una successione
{fn}$°, fn € Q(E)NL>(X, u) tale che

dim [[fo = fllz=0,  lm E(fu = f, fu—f)=0.

Poiché lim,,—, oo (fr,— f, ) = 0 possiamo sostituire f,, con f,— (¢, fn)fn € supporre
che (fy,t) = 0 per ogni n.
Per passaggio al limite otterremo dunque (19.64) per tutte le funzioni f € Q(&)
tali che (¢, f) = 0.

v
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19.1.3 RELAZIONE TRA IPERCONTRATTIVITA E DISEGUALIANZE DI SOBOLEV
LOGARITMICHE

Studiamo infine la relazione tra le diseguaglianze di Sobolev logaritmiche e la
proprieta di ipercontrattivita del semigruppo generato dall’operatore (di Frie-
drichs) associato alla forma quadratica.

Utilizzeremo la seguente notazione: per p > 1, f,(z) = sign(f(x))[f(x)|P~! (con
la convenzione sign(0) = 0).

Definizione 19.11

Sia £ una misura di probabilita su X e sia p € (1, 00).
Un operatore H su LP(X, ) & detto essere un generatore di Sobolev di indice
p se ¢ il generatore di un semigruppo continuo di contrazione in LP(X, u) ed
esistono delle costanti C' > 1 e v € R tali che la diseguaglianza

/X |[f(@)|Plog | f(2)| dp(x) = [ 5 log | fll, < K Re((H +7)f, f), [ e D(H),

19.65
& soddisfatta.
La costante K ¢é detta simbolo principale dell’operatore H e v é detta norma
locale di H.
&

Nota 19.18
Sep =2ef > 0la (19.65) ¢ identica alla disuguaglianza di Sobolev
logaritmica.

&

Definizione 19.12

Diciamo che Voperatore H ¢ un generatore di Sobolev nell’intervallo (a,b),
0 <a < b < oo, se esistono in questo intervallo due funzioni K(s) , v(s) e una
famiglia di semigruppi e~ s su L*(X, ) fortemente continui in ¢ tali che

tH

e~ tHs —tH,

Lr(X,u) = € , a<s<r<b,

e il generatore del semigruppo e *#+ ha coefficiente principale K(s) e norma
locale ~(s).
¢

Nota 19.19
Facendo uso della disuguaglianza di Jensen e della (19.65) si vede che

ICH 45+ N1l = Al 19.66
e pertanto, per il teorema di Hille-Yosida,

e tHF||,,, < 1. 19.67
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In particolare se (p) = 0 il semigruppo e~ ¢ di contrazione in LP(X, p).

o

Teorema 19.20
Se H ¢é un generatore di Sobolev in (a,b) allora il semigruppo associato a H
é ipercontrattivo.

o

Dimostrazione
Daremo la dimostrazione solo nel caso che I'operatore H sia dato da

w10 = [ IVI@I duta). 19.73

dove 1 ¢ una misura su R? assolutamente continua rispetto a Lebesgue con
derivata di Radon-Nikodym di classe C'*°.

Il teorema vale pitl in generale, sotto la sola condizione che H sia un opera-
tore autoaggiunto su L?(X,du) tale che e~ *# preservi la positivita e sia una
contrazione in L= (X, i) (vedere ad esempio [S84, pg. 196]

Possiamo limitarci a considerare il caso di f reale positiva e di classe C*°.
Dal teorema di derivazione per le funzione composte otteniamo

IV£5 @) = 5 2 @)V £ (@)

e anche
V(@) VP a) = (p = D2 (@) |V f(2)]?
Ne segue ,
P ) U () = 2) %12
oo V@ V@) = 191w

e pertanto, se H soddisfa
[ ##(a)tog f(@) duto) < K1) + 17 Blog 7]
X
sostituendo f con f2 si ottiene

Kp

[ 1@ g pla)dute) < 5 (15 ) + o £
X 2(p—1)

La dimostrazione nel caso f positiva e nel dominio di H si ottiene con un

procedimento di approssimazione.

Q

Una relazione tra generatori di Sobolev e proprieta di ipercontrattivita é data
dal seguente Teorema che qui non dimostriamo.
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Teorema 19.21 (Gross)
Sia H un generatore di Sobolev in (a,b) con coefficiente principale K(s) e
norma locale (s). Per q € (a,b) denotiamo con p(t, ¢) la soluzione di

K(p) % =p,
e poniamo .
M(t,q) = /0 V(p(s,q)) ds

(v(t,q) e M(t,q) sono definiti fino a che p(t,q) < b). Allora si ha
le™ )l mp(g) < M 19.68

¢

Nota 19.20
Se la norma locale ¢ zero, il semigruppo generato da H contrae da LI(X, u)
a PO (X ).
&

Come esempio di applicazione del Teorema 19.21 dimostriamo il seguente risul-
tato di ipercontrattivita, dovuto a E.Nelson, per la forma di Gauss-Dirichlet in
R,

Il risultato, con dimostrazione analoga, si estende al caso di R* ed ¢é alla base
dello studio fatto da Nelson del campo libero relativistico di massa m.

Esso é anche alla base dei risultati rigorosi che si hanno per interazioni polino-
miali in teoria dei campi quantizzati in dimensione spazio-temporale due.

Se /i ¢ una misura Gaussiana in R? con media zero e covarianza uno, denotiamo
con N l'operatore di Gauss-Dirichlet definito dalla forma quadratica

W= [ 198 ) 19.70

(Poperatore N é 'operatore numero di particelle nella rappresentazione di Fock).
Un’integrazione per parti provvede

d 2
(Nf. f) z;/m {;ij(xwxj gxfj(x)] f(x)dug(z), fe D(N). 19.71

Si ha allora

Teorema 19.22 (Nelson)
Se

1<¢q,p<oo, PR —



APPLICAZIONI POSITIVE, SEMIGRUPPI MARKOVTIANTI,
IPERCONTRATTIVITA. FORME DI DIRICHLET CONTRATTIVE,

414 DISEGUAGLIANZE DI SOBOLEV LOGARITMICHE.
allora
le™™lgmp = 1. 19.72
&
Dimostrazione

Utilizziamo il fatto che L soddisfa una disuguaglianza di Sobolev logaritmica;
per una dimostrazione vedere 'appendice B.
Sostituendo f > 0 con f2 nella (19.B3) si ottiene

p p
i f(z)Plog f(x) duc(x) < m

Dunque per la funzione f considerata la norma locale é zero e il coefficiente

principale ¢ K (p) = ﬁ.

Il semigruppo e *V preserva la positivita ed & una contrazione in LP(R%, ug)
per ogni p € [1,00).
Possiamo quindi utilizzare il Teorema 19.21; la soluzione di

(NS P +FII Log [Lf1], -

dp _

=2(p—1 0) = t>0
0 (p—1), p0)=¢q, t>0,

plt,g) =1+ (¢g—1)e*, ¢>2, t>0.

Ny, = 1 per ogni t > 0 e la funzione ¢ appartiene ad ogni

Inoltre v = 0, e ?
LP(R ug) e Nu=0.

Si deduce allora

||€_tN||q—>p(q,t) é ]-v q 2 2.
Poiché ety = 4, vale 'eguaglianza
||e_tN||q~>p(q,t) = 17 q > 2.
Q@
Nota 19.21
Utilizzando la dualita tra LP(R%, ug) e LY(RY, ug), ¢ = 527 si pud dimo-

strare che le conclusioni del teorema precedente valgono per ogni 1 < g < p <
00.

&

Il teorema di Nelson, che provvede 'ipercontrattivita del semigruppo di Ornstein-
Uhlenbeck, da in un certo senso un risultato massimale.

Lemma 19.23
Sia N la Hamiltoniana dell’oscillatore armonico in d = 1.
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Se p > 1+ €% (q— 1) operatore e~V non ¢ limitato da LY(R, ug) a LP(R, uc),
t>0.

¢
Dimostrazione
Il nucleo del semigruppo e~ & dato esplicitamente da
_u?
N ) (z :/ etz + /1 —e2y) S dy. 19.74
(e f)(z) Rf( Y) N

Consideriamo la funzione fy(z) = e**, A € R, che appartiene al dominio di N.
Si ha )
(V) @) = T (e ).
Per calcolo esplicito ne segue
¥

— —2t — p—
le™ fallp = e le T EmDTa £y,

Questa quantita non ¢ limitata come funzione di A € Rse p — 1 > €?(q — 1).

Q

Concludiamo questo capitolo con la seguente Proposizione.

Proposizione 19.2/

Sia T} un semigruppo di ipercontrazione su L? (X, i) tale che T} : L*°(X, ) —
L>(X, p).
Allora per ogni 1 < ¢ < p < oo esiste una costante reale positiva Cy, e un
tempo t,, > 0 tali che

[Teullp < Copllullg t>tgp, Yue€Li(X,p). 19.75
¢

Dimostrazione
Poiché Ty, : L?(X, ) — LPo(X, ), po > 2, e Ty, : L=®(X,p) — L>®(X, u),
per il teorema di interpolazione di Riesz-Thorin esiste una costante C' tale che

[ Teoully < Cllullze V7 = po. 19.76

Scegliendo n tale che 2(52)™ > p si ottiene

1 Tatoullp < [ Tntoully(zoy < C™lullz-

Se g > 2 la tesi segue da ||ull2 < |lullq-
Supponiamo ora 1 < ¢ < 2 e scegliamo n tale che 2(%)" > p > ¢ > qo, dove

e (3))
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Poiché T,,;, ¢ un’applicazione limitata da L?*(X, ) a 2" (X, ), per dualita

Ty, ¢ limitata da L% (X, ) a L*(X, p).

Se (come abbiamo assunto) T; coincide con il suo aggiunto, risulta che anche

Tht, ¢ limitato da L% (X, u) a L2(X, p) e dunque Thyy, ¢ limitato da L9 (X, i)

a L2F)" (X, ).

Da go < ¢ < p < 2(B)" segue poi che T, ¢ limitato da LI(X, ) a LP(X, ).
Q Una stima pit accurata [GL68| porta a dimostrare che che

il semigruppo dell’oscillatore armonico é strettamente ipercontrattivo da L? ad

LP per ogni p > 2

APPENDICE 19A: IL SEMIGRUPPO DELL’OSCILLATORE ARMONICO E
IPERCONTRATTIVO.

In questa appendice daremo una dimostrazione alternativa del fatto che il se-
migruppo dell’oscillatore armonico é ipercontrattivo. ,
Ricordiamo che nello spazio di Hilbert L*(R,ug) , con dug = ﬁe‘gﬂ dx,
I'operatore oscillatore armonico ha la forma

e a
2 dx? dx

L’operatore Hy € essenzialmente autoaggiunto sulle combinazioni lineari finite
di polinomi di Hermite P,, e si ha HyP, = nP, .

Utilizzando questo si puod vedere che T, = e~ 0 ¢ un semigruppo di contra-
zione su ogni LP(R, ug). Notare che e *Ho preserva la positivita, contrae da
L>®(R,uc) a L®(R,ug) e contrae anche da LY(R, ug) a L*(R, ug) (poiché
e~ tHoy =) .

Per interpolazione esso contrae in ogni LP(R, ug), 1 < p < 0.

Dimostriamo che esiste ty > 0 tale che

Hoz

e~ tHoul|y < Cllullz, t>to. 194.1
Posto .
a+a
J" = ) a)a* - 177
( V2 > la,07)
si ha

1 1 » a -+ a* > "
P(z)=—(a")"Ph=—=22 : | —— | : P,
R Lt )
dove : (...) : & lordinamento di Wick di un polinomio negli operatori a, a*
ottenuto ponendo gli operatori a a destra degli operatori a* .
Ne segue
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D’altra parte ¢ facile verificare che
1
12" [l = 2" P (@) | 72y - 194.2

Ponendo

o(x) = Zanx" € L*(R,ug) N S(R),

si ha allora 3
||6ftHo¢||4 < Z e " ay| ||17"Pn(33)||22(R)

1

(zw) (24) < C 1ol

IN

per t > log 2.

APPENDICE 19B: ESEMPI.

Diamo in questa appendice alcuni semplici esempi di forme quadratiche che
soddisfano la disuguaglianza di Sobolev logaritmica,

Esempio 1
Sia 1
X={L-1}  p({1})=u{-1}) =3.
Se f: X — R definiamo

Vi =g 1f) - F(-1)]
Definiamo la forma quadratica
2 1 2
QN = [ IV dute) = H1) = F(-D)*. 1951

Lemma 19B.1
@ soddisfa una disuguaglianza di Sobolev logaritmica con coefficiente prin-
cipale uno e norma locale zero.

¢

Dimostrazione
Poiché Q(|f|) < Q(f) ¢ sufficiente considerare il caso f > 0.
Ogni funzione f su X é della forma

fl@)=a+bx
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La condizione f > 0 si traduce in a > 0, |b] < 1.

Data 'omogeneita delle S.L. ¢ sufficiente considerare il caso a = 1 e per simme-
tria & sufficiente considerare il caso 0 < b < 1.

Poniamo quindi fs(z) =1+ sz, 0<s<1.

Siha || f|*> =1+ s>

Definiamo la funzione (entropia)

1) = [ £1ogfdu— [ 118108 1f. 2 du

Esplicitando i calcoli
2 2 1 2 2
H(s) == [(1+4s)*log(1+s)+ (1 —s)*log(1l—s)] — 5(14—5 ) log(1+ s%).
19B.2
Dalla definizione di @ segue Q(fs) = s2. Pertanto per verificare S.L. ¢ sufficiente
dimostrare

N =

H(s)gsz, 0<s<1.

Poiché H(0) = 0 é sufficiente dimostrare che H'(s) < 2s e poiché H'(0) = 0
basta dimostrare H”(s) < 2.

Si calcola facilmente
1— g2 252
H'(s)=241log —— — ——
(s) +Og1+s2 1+ 52

e la disuguaglianza é soddisfatta perché per 0 < s < 1 il secondo e terzo termine
sono negativi o nulli.

Q

Esempio 2 (forma quadratica di Gauss-Dirichlet)
La misura di Gauss con covarianza uno su R é

dug(z) = (27r)_%e_ g de, xR

La forma quadratica di Gauss-Dirichlet é

&GN = [ IVIG)Pduo(a).

dove il gradiente ¢ inteso in senso distribuzionale. Dobbiamo dimostrare che se
f€Q(E)N L3R, ug) vale

/|f(ff)2|10g|f(ff)|du($)*||f||§10g||f\|2S/ Vf(@)|*du(z).  19B.3
R4 Rd

Per il teorema di additivita é sufficiente dare la dimostrazione per d = 1.
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Utilizziamo ancora il teorema di additivita facendo I'identificazione, come spazio
di misura, di R dotato delle misura di Gauss con il prodotto diretto numerabile
dello spazio di misura utilizzato nell’esempio 1.
Questo procedimento é della stessa natura di quello che abbiamo utilizzato nel
Cap.14 per dare una rappresentazione del processo di Orstein-Uhlenbeck come
misura sullo spazio delle traiettorie continue.
Poniamo quindi

Qx =TS, X, px =17 gy

dove (X}, 1;) sono copie identiche di (X, p). Per il teorema di additivita abbia-
mo

/Q F(@)log |£(@)] duc () < Exc(f, £) + I fllog [ £1l2. 19B.4

Abbiamo posto

ff:Z/ 2 dpe ().

1
(6Jf)(m) = §[f(x17$2a m]’717 17xj+15 e ,I'K)_f(xl,.’EQ,xjfl, _17$j+17 e awK) .
19B.5
Poniamo y = \/%(wl + ...+ k) e valutiamo (19B.5) su una funzione f della

forma f(x1,...,21) = ¢(y) con ¢ € C§°(R).

11 teorema del limite centrale (vedere Appendice A al capitolo 14) applicato alla
somma di variabili Gaussiane di media zero e covarianza uno assicura che il
termine a sinistra nella disuguaglianza converge, per K — oo a

/ 16(8)? log |6(8)] du(t)
R

dove abbiamo posto dv(t) = ﬁ e~ dt.
per lo stesso motivo il secondo termine a destra converge a

ol oz ol 1613 = [ 1) dutt)
Rimane da dimostrare che Ex (f, f) verifica
hm Ex(f, [) / |9/ (1)|? du(t 19B.6

Poiché ¢ € C§°(R), per il teorema di Dini esiste una funzione g(t, z, h) limitata
in R x {1, -1} x (0,2) tale che

[p(t — hx + h) — ¢(t — ha — h)] — &' (t)h = hg(t,x, h).

N | =



APPLICAZIONI POSITIVE, SEMIGRUPPI MARKOVTIANTI,
IPERCONTRATTIVITA. FORME DI DIRICHLET CONTRATTIVE,

420 DISEGUAGLIANZE DI SOBOLEV LOGARITMICHE.
Si ha
1
(8;(F)(@) = 5lély — haj + h) = dly — ha; —h) = &' (y)h + hg((y,x;,h)

e pertanto

K

S16N) @) = 16/ )P + b, h) -

j=1

dove il termine i é la somma di K addendi ciascuno dei quali ¢ di ordine di
grandezza h® o h*. Ponendo h = \/% si ha

/|¢ ) du(y) /wxh du(x 19B.7

con Y (x, h) < Ch per un’opportuna costante C.
Utilizzando ancora una volta il teorema del limite centrale otteniamo

Jim Ex(f, f) /|¢ (t)]? dv(t)

Questo dimostra (19B.2) per f € C5°(R)
Per estendere la dimostrazione a tutto Q(£) N L?(R, v) si fa uso di un procedi-
mento di limite.
Se f € L*(R,v) e la sua derivata distribuzionale soddisfa f' € L?(R,v) allora
esiste una successione di funzioni f, di classe C§°(R) che converge a f nella
norma || fllz2(rw) + 1 22 (R w)-
La funzione t2logt & limitata dal basso per ¢t > 0, quindi si pud applicare il
lemma di Fatou (eventualmente passando ad una sottosuccessione che converge
quasi ovunque).
La disuguaglianza di Sobolev logaritmica risulta cosi dimostrata per ogni f €
QE)NL3(R,v).

Y%
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