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Sono raccolti qui appunti per un corso di Lezioni che é stato da me tenuto in tempi diversi
presso il dipartimento di Matematica dell’Universita di Roma, Sapienza.

Questi appunti coprono 20 Lezioni; qualche lezione particolarmente impegnativa pud essere
suddivisa in due ore.

Gli argomenti trattati, supplementati da esercizi proposti dal docente, possono essere utilizzate
per impostare un corso di Meccanca Analitica con applicazioni alla Meccanica Celeste per la
laurea specialistica sia in Matematica che in Fisica .

In queste Lezioni vengono trattati argometi relativi alla dinamica di un un numero finito di
punti material soggetti a forze di natura potenziale di tipo Newtoniano; viene illustrato il
formalismo hamiltoniano e vengono illustrate semplici applicazioni a problemi di Meccanica
Celeste.

Il formalismo si puo estendere a casi pit generali, ad esempio a forze di natura elettromagnetica
e alla dinamica dei fluidi, ma queste generalizzazioni non vengono trattate in questi appunti. .
Alcuni argomenti discussi sono " pit leggeri” di altri, e la partizione in singole lezioni che viene
qui presentata pud non essere la migliore per tutte le classi e pud essere modificata in funzione
della preparazione degli studenti.

In linea di massima il corso é rivolto a studenti che abbiano gia seguito un primo corso di
Meccanica e quindi la parte realtiva alla Meccanica Newtoniana si limita a pochi richiami.
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Lezione 1: ELEMENTI DI DINAMICA NEWTONIANA

In queste note studieremo la dinamica di un un numero finito di punti material soggetti a forze
di natura potenziale di tipo Newtoniano. Il formalismo che svilupperemo si pué estendere a
casi piu generali, ad esempio a forze di natura elettromagnetica e alla dinamica dei fluidi, ma
noi non considereremo queste generalizzazioni.

Per descrivere analiticamente il moto occorre scegliere un sistema di riferimento e compiere
all’interno di esso una scelta di coordinate; il moto viene cosi descritto da equazioni differenziali
(nel nostro caso, un sistema di equazioni differenziali del second’ordine).

Un’ opportuna scelta di sistema di riferimento (e di coordinate) pué rendere pit semplice la
forma delle equazioni e pué quindi rendere piu agevole la ricerca di soluzioni.

Notiamo infatti che le equazioni di Newton sono del secondo ordine nelle derivate rispetto al
tempo; la velocitd si trasforma linearmente per un cambiamento di coordinate spaziali mentre
I’accelerazione segue una legge di trasformazione pii complicata e in generale non-lineare.
Questo cambia la forma analitica delle equazioni.

In queste note utilizzeremo le leggi di Newton con le quali viene descritto il moto di N punti
materiali nello spazio euclideo tridimensionale in un sistema di coordinate inerziale.
Esporremo poi i rudimenti di un formalismo, quello di Lagrange e Hamilton, che semplifica
il problema di determinare il moto, rendendo possibile il trovare soluzioni esatte o almeno
approssimate.

Applicheremo successivamente questo formalismo per la soluzione di semplici problemi di Mec-
canica Celeste.

Per enunciare le leggi della dinamica Newtoniana si fa riferimento ad uno spazio euclideo ed a
coordinate di un sistema di riferimento inerziale.

Conviene sottolineare che mentre le equazioni della dinamica possono essere scritte in qualunque
sistema di coordinate e in qualunque sistema di riferimento, le equazioni di Newton hanno una
forma particolarmente semplice quando sono scritte in un sistema inerziale.

Nota 1.1

La definizione di sistema inerziale, nonostante la sua importanza per la formulazione della
leggi della dinamica, é una questione molto delicata.
Per descrivere fenomeni locali si pud considerare in una prima approssimazione come inerziale
il sistema di coordinate cartesiano di un ossevatore fermo rispetto alla terra.
Per studiare il sistema solare si pud considerare in una prima approssimazione come sistema
di riferimento inerziale quello in cui appaiono ferme le stelle pit lontane nella nostra galassia.
Una definizione intrinseca di sistema inerziale pud essere tentata nel modo seguente: un sis-
tema di riferimento si dice inerziale se, dati tre punti materiali P, molto lontani tra loro e
da qualunque altro sistema materiale il loro moto relativo descritto in un sistema cartesiano
soddisfa la seguente proprieta :
Per ogni scelta degli indici h # k il moto di P rispetto a P, avviene lungo una linea retta.
Inoltre, se la scala del tempo ¢é scelta in modo tale che per definizione il moto di P, rispetto a
P, é descritto in coordinate cartesiane come rettilineo uniforme, anche il moto di P5 rispetto
a P, risulta rettilineo uniforme.
Piu precisamente si intende affermare che la deviazione da questa proprieta pud essere resa
piccola quanto si vuole pur di allontanare i tre punti tra loro e da ogni altro sistema materiale.
Questa definizione non é di utilita pratica perché sarebbe difficiele individuare tre punti ma-
teriali che soddisfano le condizioni volute.



Nella pratica si verifica che con buona approssimazione per descrivere i moti all’interno del
sistema solare pud essere considerato inerziale un sistema di riferimento in cui le stelle lontane
appaiono ferme.

Dalla definizione segue che, se S é un sistema inerziale, allora é inerziale ogni sistema che si
muove rispetto ad S di moto rettilineo uniforme.

Per i sistemi di punti materiali che studieremo il moto soddisfa i tre Principi seguenti (di
Newton)

PRIMO PRINCIPIO
FEsiste (almeno) un sistema inerziale. In un sistema inerziale il moto di un punto materiale
isolato € un moto rettilineo unforme (principio di inerzia).

%
SECONDO PRINCPIIO

In un sistema di riferimento inerziale il moto di un insieme di N punti materiali nello
spazio euclideo E*N wviene descritto da equazioni differenziali del secondo ordine

d*w, )
My d:? :Fn(XaX,t) X:{l'l,...ZEN} ZEn€R3 n:17N 1.1
dove X sono coordinate cartesiane EN e per definizione X = ‘Zc—:, n=1,...N}.

Il campo vettoriale in B3V 3N (un’applicazione da R33N a R3N) definito da
F(X; X, t)={F,(X;X,t)} n=1...N FeR¥ 1.2

é detto campo di forze e caratterizza il sistema dinamico considerato. In generale questo campo
di forze dipende dal tempo.

I parametri my, ... my; sono detti masse .Essi rappresentano per ogni punto materiale il rap-
porto tra il campo di forze nel punto geometrico occupato e 'accelerazione subita (che sono
quindi vettori paralleli) .

o

Conviene notare che se il campo di forze non dipende dalla velocita dei punti materiali esso
é un oggetto geometrico. In questo caso 'accelerazioni che subisce ciascun punto materiale
dipende dalla geometria dei rimanenti punti.

Nel caso in cui il campo di forze dipenda anche dalle velocita esso pud ancora essere riguardato
come un oggetto geometrico ma adesso nello spazio tangente TRV,

Questo spazio , che utilizzeremo frequentemente in seguito, é detto spazio posizioni-velocitd;
esso é uno spazio fibrato in cui ad ogni punto di coordinate X dello spazio delle configurazione
viene assegnata come fibra la classe di eqivalenza delle traiettorie differenziabili che passano
per X e hanno lo stesso vettore tangente. Quindi questa fibra é identificabille con lo spazio
tangente in X e quindi per ciascun valore di X con R3".

Ne risulta che come insieme lo spazio tangente é identificabile con R3" x R3*Y e ha la struttura
metrica di ROV,

Chiameremo forza che agisce sul punto materiale di coordinate x, € R? il campo vettoriale
F.(X;t).
Nel seguito studieremo solo il caso in cui le forze che agiscono su di un punto materiale sono

dovute alla presenza di altri punti materiali (e non, ad esempio, a campi elettromagnetici) e
dipendono solo dalla posizione di questi punti.



Se F,(X) dipende anche dalle coordinate z,, diremo che questo dipendenza ¢é dovuta ad un
campo esterno.

I sistemi che consideriamo soddisfano anche il terzo principio della dinamica.

TERZO PRINCIPIO

La forza che agisce su un punto materiale ad opera di un insieme di altri punti materiali é
additiva (cio€ € la somma delle forze che agirebbero se il punto materiale considerato interagisse
separatamente con gli altri punti materiali).
Inoltre la forza esercitata da Py su Py € uguale in valore assoluto e opposta in verso alla forza
che si esercita su Py per la presenza di Py (principio di azione e reazione)
La loro somma € pertanto nulla quando vengano considerate come applicate allo stesso punto.

Questo significa, in asenza di campi esterni, che esistono in R* campi vettoriali

Fiem Tk, T, ) k#m, km=1,...N 1.3
tali che
Fk(ZL’l,...ZEN,t) = ZFk,m<xk;$m7t) 1.4
m£k
Inolte si ha
Fk,m(xk; Ll'm,t) = _Fm,k(xk7$m7t) 1.5
&

Nota 1.1

Si noti che in (1.5) il vettore Fj ,, si intende applicato in xj, e rappresenta 'azione del punto
materiale P sul punto materiale Py, mentre il vettore F}, x(xk, T, t) si intende applicato nel
punto di coordinate z,, e rappresenta l’azione del punto materiale P, sul punto materiale P,,.
La scrittura (1.5 ) é dunque imprecisa poiché si confronta un vettore applicato nel punto di
coordinate z; con un vettore applicato nel punto di coordinate x,,.
Intenderemo sempre che il confronto venga effettuato dopo un trasporto parallelo , secondo
gli assiomi della geometria Euclidea (trasporto per rette parallele) che sovrapponga i punti di
applicazione dei due vettori.
E’ importante notare che, se lo spazio ambiente fosse curvo o comunque non-Euclideo, il
trasporto parallelo dovrebbe essere opportunamente precisato.

&

Diremo che le forze sono centrali se il vettore Fj ,,(zk, Zm,t) ha modulo che dipende solo da
| — x| ed é diretto secondo il vettore xy — .

Diremo che la forze F,(z1, ...y, t) sono di natura potenziale se esiste una funzione V (z, ... zx)
(detta potenziale ) tale che

Fk($1,...$N,t):Vkv<£€1,...33'N,t) 1.6

Se é soddifatto il terzo principio e la forze sono centrali per ogni coppia non ordinata {k, h}
esisteranno allora funzioni Vi py (2 — ) tali che

Fin(xg, xp,t) = ViV (2r — 2, t)

Nota 1.2
E’” opportuno distinguere (1.5) dalla relazione

From @k, Ty t) = Fo (@, Tk, 1) 1.7
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che riflette solo il fatto che le forze agenti su di un punto materiale non dipendono dalla scelta
di indici fatta nell’identificare i diversi punti materiali.

&
RIDUZIONE DEI MOTI PER FORZE DI NATURA POTENZIALE

La soluzione esatta delle equazioni (1.5) (con dati iniziali posizione e velocita di tutti i
punti materiali) presenta difficoltda insormontabili anche per le scelte pit semplici di campi di
forze.

Solamente in casi eccezionali é possibile costruire espicitamente una soluzione, e in altri casi,
che differiscono di poco dai precedenti, si pué addivenire ad una soluzione approssimata con
un controllo dell’approssimazione.

Semplificazioni si possono ottenere talora mediante 'uso di coordinate adeguate al problema
in esame (i formalismi che svilupperemo in queste Lezioni hanno la funzione di mettere in luce
tali sistemi di coordinate) o mediante 1'uso di leggi di conservazione nel caso in cui le forze
considerate ammettano tali leggi.

Come vedremo in seguito, queste leggi di conservazione sono in generale dovute all'invarianza
delle equazioni per opportuni gruppi continui di trasformazioni delle coordinate.

Diamo qui un esempio elementare di come possa aver luogo questa semplificazione. Quest’esempio
puo essere visto come caso particolare di un metodo generale, al quale accenneremo in seguito,
di riduzione delle equazioni della dinamica sfruttando simmetrie continue e costanti del moto.
Dimostriamo che lo studio del moto di un sistema composto da due punti materiali nello spazio
euclideo £ che interagiscono fra loro mediante una forza centrale pué essere ricondotto allo
studio di un sistema a un grado di libertd (e quindi si possono costruire in forma abbastanza
esplicita le traiettorie del sistema) .

Procederemo secondo il seguente schema: (notare che i punti i),ii),iii) sono validi in generale,
il caso iv) richiede che le forze siano indipendenti dal tempo).
i)

L’invarianza del sistema per traslazioni e il terzo Principio permettono di separare il prob-
lema in due problemi piti semplici, entrambi relativi ad un sistema con tre gradi di liberta
(moto del baricentro e moto relativo).

1 moto del baricentro é rettilineo uniforme.
ii)

L’invarianza del sistema per rotazioni e il terzo Principio, attraverso la conseguente conser-
vazione del momento angolare, implicano che il moto relativo avviene in un piano (che dipende
dai dati iniziali).

Conviene notare che per concludere che il moto relativo é planare basta che per esso si conservi
la direzione del momento angolare.

E’ facile verificare che questo avviene anche se oltre alla forza centrale agisce una forza dissi-
pativa diretta secondo la velocita relativa.

iii)

Ancora l'invarianza per rotazioni, adesso attraverso la conservazione del modulo del mo-
mento angolare, permette di studiare, per il moto relativo, separatamente il moto radiale (la
dipendenza dal tempo della distanza p dei due punti materiali ) e dedurre successivamente
per quadratura (cioé svolgendo I'integrale di una funzione conosciuta) la dipendenza dal tempo
della coordinata angolare che dé la direzione del segmento che congiunge i due punti.
Vedremo che, se il momento angolare non ¢ nullo, la legge di dipendenza dal tempo della
coordinata radiale é equivalente a quella di un punto materiale su R soggetto ad una forza di



natura potenziale il cui potenziale é ottenuto aggiungendo al potenziale che descrive il moto
relativo dei due punti materiali un’ulteriore funzione (che rappresenta il potenziale di una forza
centrifuga, una forza apparente dovuta al fatto che il sistema di riferimento in cui uno dei due
corpi é fermo non é un riferimento inerziale).

iv)

L’energia totale del sistema é una costante del moto. Questo é vero per ogni forza di natura
potenziale che non dipenda dal tempo; per questo motivo tali forze sono chiamate conservative.
Ne segue che esiste una costante del moto per il sistema unidimensionale di cui al punto iii)
che ha la forma p* — U;(p) per un’opportuna funzione U (energia potenziale).

Questo provvede un’equazione differenziale del primo ordine in p(t) la cui soluzione permette di
ricostruire, attraverso i punti i)-iii) descritti sopra, la traiettoria del sistema in corrispondenza
al dati iniziali prefissati.

Bisogna prestare attenzione al fatto che 'equazione p = £1/U;(p) non ha soluzione unica nei
punti dove U; ha uno zero di ordine uno. In questo caso I'unicitd é garantita dalla equazione
differenziale di ordine due da cui siamo partiti.

Sviluppiamo ora in dettaglio 'analisi dei punti i) ... ).

Iniziamo con lo scrivere in dettaglo le equazioni di moto del sistema in esame.

My = 2L H(|Joy — a1, t)
w2 — 21
mgfi’Q = (ZEl — 1’2)|(L’1 - ZE2|_1H(|CL’1 - l‘2|,t) 1.8

dove x1 e x5 sono le due terne di numeri che individuano, in un sistema di coordinate cartesiane
prescelto, la posizione dei due punti materiali e H é una funzione che descrive il campo di forze.
Notare che nella (1.8) é gia stata utilizzata la struttura euclidea dello spazio delle configurazioni
cosi che il vettore xy — x5, riguardato come ”applicato” in x1, é opposto a xy — xy applicato in
ZTo.
Assumeremo che la funzione H sia di classe C!, tranne eventualmente quando x; = x5, cosi
che il sistema di equazioni (1.10) ha una soluzione unica per ogni scelta di dati inziali tali che
x1(to) # wa(to), € questa soluzione é prolungabile fino a che z(t) # ().
i

Notando che i termini a destra in (1.10) dipendono solo dalla differenza delle coordinate e i
termini a sinistra sono lineari nelle accelerazioni, si deduce sottraendo un’equazione dall’altra

d2<ZIZ'1 — l’g) 1 1 To — X1
—— = (—+4 —)——H — t 1.9
dt? (m1 mo’ |x1 — 4| oy =], 1)
Sommando invece le due equazioni si ha
d*(myxy + maxs) 0 L 10

dt?

Posto 7 = o1 — 29 € R = (myx1 + maxy)(my + my) ™! si vede che il problema in esame ¢ stato
ridotto a due problemi piu semplici.

Il primo descrive il moto di un punto materiale fittizio , di massa p = myms(m; + my)~! che
interagisce con un punto fisso attraverso una forza centrale.

Il secondo descrive il moto di un punto materiale fittizio B di massa M = mj+msy e coordinate
(my 4+ ma) "t (myz1 + maxy) non soggetto a forze.



Dunque il moto del punto B é rettilineo uniforme. Ne segue che il riferimento in cui P é fermo
é inerzial.

Al punto "fittizio” B si da il nome di baricentro del sistema.

Si sceglie tradizionalmente il sistema di riferimento in cui il baricentro é fermo e rappresenta
I’origine delle coordinate.

Notiamo esplicitamente che utilizzando le coordinate relative y = 1 — x5 le (1.9) hanno la
forma
Py y

Pyl
Quindi nel sistema di riferimento in cui il punto P, é consoderato fermo, le equazioni per le
coordinate del punto materiale P; sono quelle che si otterrebbero se il punto materiale avesse
una massa ridotta .
Questa differenza ¢é dovuta al fatto che un sistema di riferimento nel quale il punto P, é fermo
non € in generale un sistema di riferimento inerziale.
ii)

Consideriamo ora il moto relativo, e riscriviamo (1.11) nella forma

H(lyl,t)

it =rH(|r|,t) 7 =rlr|"" p=mima(my +mg) " 1.11

Utilizzando la regola di Leibnitz per la derivazione di un prodotto, e il fatto che r A7 = 0 =
7 A7 = 0, si verifica che

%(w“/\f") =0 1.12

Ricordiamo che il simbolo di operazione a Ab é definito da (aAb); = > ko €irknkbn dove €, €
il simbolo di Ricci ( che vale zero se due indici sono uguali, uno se gli indici hanno tutti valori
diversi e formano una permutazione pari, -1 se formano una permutazione dispari).

Conviene notare che, per ottenere (1.12) non é necessario che la dipendenza di H dalle coor-
dinate sia solo attraverso |x; — z3|; é solo necessario che la direzione delle forze sia secondo la
congiungente i due punti.

Per utilizzare (1.12) conviene distinguere due casi:

Caso a)

Questo significa che r(ty) e 7(tp) sono paralleli o che almeno uno dei due vettori é nullo.
Assumiamo che essi non siano entrambi nulli. A questo proposito conviene notare che il campo
vettoriale in (1.12) é di classe C' (o anche solo Lipshitziano) per r = 0 solo se H(0,t) = 0.
In questo caso 'origine é una posizione di equilibrio.

Se r(to) e 7(to) non sono entrambi nulli e soddisfano (1.13), esiste un versore k e due numeri

reali a,b tali che X R
T(tg) =a k?, T’(to) =bk 1.14

Dimostriamo che la (1.11) ammette in corrispondenza ai dati iniziali (1.14) una soluzione della

forma R
r(t) = a(t)k 1.15

Per il teorema di unicitd, questa sard allora la soluzione corrispondente ai dati iniziali (1.14).
Per verificare che esiste una soluzione della forma (1.15) sostituiamo (1.14) in (1.11). Ot-
teniamo, utilizzando anche la (1.13)

pi = H(la|,t)a(t), alty) =a, a(to) =0 1.16
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Sotto le nostre ipotesi di regolaritd per H il sistema (1.16) ammette una soluzione unica;
I’asserto é dunque dimostrato.

Da (1.14) si vede che in corrispondenza a questi dati iniziali il moto avviene lungo una
retta (ed é quindi in particolare un moto piano).

Caso b)
p(r(to) ANr(to)) =1 #0 1.17

Poiché per ogni t si ha I = pu(r(t) A7(t)) si conclude che r(t) é in ciascun istante perpendicolare
al vettore dato [ (che dipende dai dati iniziali).

II moto ha dunque luogo nel piano perpendicolare a [ (questo piano dipende dai dati iniziali).
Notare che da (1.17) segue che se [ # 0 e se il potenziale é regolare nell’origine, allora

r(t)] £0 Vi 1.18

iii

)

Studiamo ora piud in dettaglio il moto piano descritto al punto ii).

Segue da (1.18) che possiamo utilizzare coordinate polari, ponendo 71 = p cosf , ro = p senb ,
dove 71, ro sono le componenti di r secondo due assi cartesiani scelti nel piano in cui ha luogo
il moto.

Anziché scrivere direttamente le (1.13) nelle nuove coordinate, conviene procedere come segue.
Questo servird anche a sottolineare I'importanza delle costanti del moto e le semplificazioni
cui porta la loro utilizzazione.

Posto I(t) = A(t)i(to) , I = || , si ottiene A(t) = u p? O(t).

Dalla conservazione del momento angolare segue allora

pb(t) = Cp=2(t) 1.19

dove la costante C' é determinata dai dati iniziali ( C' = pf(te)p*(to)).
Quando sia nota la funzione p(t) la funzione (t) si determina dunque per quadratura (per
integrazione di una funzione nota).

0(t) = 0(ty) + c/t p2(s)ds 1.20

to

I1 problema é stato cosi’ ricondotto allo studio di p(t).
Questo pud essere effettuato scrivendo la (1.11) in coordinate polari e utilizzando la (1.19) per
giungere ad un’equazione del secondo ordine nella sola variabile p.

Nel caso in cui il potenziale non dipenda dal tempo é pit conveniente procedere diversa-
mente, utilizzando ancora una volta 1’esistenza di una costante del moto.
iv)

Se il potenziale non dipende dal tempo, il sistema ammette come costante del moto I’energia
totale E = T+ U, dove T é I'energia cinetica ed U I'energia potenziale (ricordare che U = —V/,
dove V ¢ il potenziale associato alla forza conservativa F' ).

Nelle coordinate r, R si ha

1 . 1.
E = SMIRE + Sulif? + U(lr)

Poiché siamo nel sistema di riferimento del baricentro, R(t) = 0 e risulata cosi costante del
moto l'espressione E,o = Su|r|* + U(|r]).

10



Nelle coordinate polari del piano su cui ha luogo il moto si ha allora I'identita:

1. 1 .
Erel = §MP2 + §Mp202 + U(p) 1.21
e quindi, utilizzando la (1.19),
Byt = 2 + =S L U(p) 1.22
rel — 2/’610 2#02 p :
Differenziando rispetto a t
2
e quindi se p(t) # 0
2
c
pup(t) — ——— +U'(p(t)) =0 1.24
()~ oy + Uo®)

Questa é precisamente 1’equazione che si otterrebbe utilizzando in (1.18) le coordinate polari
e facendo uso di (1.21).

La (1.24) é anche I'equazione che si ottiene quando il potenziale dipende dal tempo.

Si pué notare che la (1.24) é 'equazione che descrive il moto di un punto materiale di massa
p che si muove sulla semiretta RT soggetto ad una forza di potenziale —U(p) e a una forza
aggiuntiva di potenziale —%.

Si da il nome di forza centrifuga alla forza radiale (di cui :—; rappresenta il modulo) che
interviene in questo sistema unidimensionale ausiliario (sistema ridotto).

E’ una forza apparente perché la sua presenza nelle equazioni é dovuta alla scelta del sistema
di riferimento utilizzato.

Infatti per definizione il vettore r(¢) rappresenta la posizione del punto P, nel sistema di rifer-
imento in cui Py € fermo (ed é scelto come origine di una terna di assi cartesiani). Questo
sistema di riferimento non € inerziale e quindi per salvare il secondo principio della dinam-
ica é necessario modificare la definizione di forza, introducendo dei termini correttivi (forze
apparenti).

Notiamo che da (1.22) segue che, se | # 0 si ha p(t) > 0 Vt non solo se U(p) é regolare
nell’origine, ma anche se ha una singolaritd di ordine < 2, ad esempio se U(p) = ap™'.
Questo si vede facilmente nel modo seguente: i primi due termini a destra in (1.22) sono
positivi e il secondo ha una singolaritd di ordine due; se U ha una singolaritd di ordine minore
di due, per ogni K > 0 esiste € > 0 tale che il termine a destra eccede K se p < e.
Poiché E,.; é costante del moto il suo valore non pué eccedere K se non lo eccedeva all’istante
iniziale. Da qui la conclusione.

Notare che questa conclusione non é vera per quei dati iniziali per i quali il momento
angolare é nullo.
In questo caso I'equazione del moto assume la forma, con r(t) = a(t)k

pa(t) +U'(la(t)]) =0, a(t) € (—oo, +0) 1.25

e la legge di conservazione dell’energia si scrive

foe %ucﬂ(t) + U (ja(®)]) 1.26

Si noti infine che le (1.25),(1.26) non sono la restrizione di (1.28),(1.22) al caso | = 0.
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Infatti si ha p € R* mentre a(t) € R.
Nel seguito studieremo solo il caso di momento angolare non nullo.
Le (1.22) descrivono curve ', nello spazio R™ x R di coordinate p, p parametrizzate da E,;.
Per dati iniziali per i quali al tempo ¢y si ha

2
20p%(to)
il moto del punto rappresentativo si svolge su I'g,. Se questa curva é una curva chiusa, regolare

e senza autointersezioni il moto é periodico se la velocita di percorrenza non é mai nulla.
Notiamo che la (1.22) pué essere scritta come

; i\/ng +U(p) a ) 1.27
p= —\Lre p)— .
po 2up?

Da qui si vede che il moto ¢ limitato alla regione in cui il radicando ¢ positivo e che ’equazione
¢ degenere nei punti in cui il radicando ¢é nullo.

Assumiamo che 'energia potenziale si due volte differenzaibile e limitata. Se c3 # 0 (momento
angolare non nullo) esiste una costante py (che dipende dal E,.;) tale che p(t) > po, Vt.

po € la piu piccola soluzione di

L (to) + + Ulplto) = Fo

2

N

2
1.28

Ueslp) =U(p) — =
V) =00 -5
Sia pp una soluzione di (1.27). Se la funzione U.(p) ha in py uno zero di ordine uno l’equazione
(1.27) in un intorno di py ha la forma

p=Mp+olp)  AA0

Questa equazione ha infinite soluzioni, corrispondenti a diversi tempi di arresto nel punto pg
(per ogni Ty la funzione p(t) = po, t € [0, Tp] é soluzione) .

D’altra parte le equazioni differenziali del secondo ordine che descrivono il moto hanno una
soluzione unica. Per risolvere questa apparente contraddizione, notiamo che la (1.27) é una
consequenza delle equazioni del moto ma non é loro equivalente .

Infatti ’equazione del moto del secondo ordine per la variabile p é

d*p A

[ME—WJFU(P)]:O

dp
dt

da cui si deduce (1.27) se 2 # 0.

L’equazione del secondo ordine per p ha una soluzione unica che coincide con la soluzione di
(1.27) se 2 £ 0.

Quest’analisi da anche il criterio per scegliere tra le soluzioni di (1.27): deve essere scelta la
soluzione che corrisponde a tempo d’arresto nullo.

Senza entrare nel dettaglio di un’analisi qualitativa, notiamo che i punti dello spazio posizione-
velocitd nei quali la funzione W definita da

CQ

2up?

WEErel—U(p)+

ha uno zero di ordine due
W = a(p — po)? + o(p — rhoy)?
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sono punti di equilibrio del sistema.

I1 punto di equlibrio é stabile se la funzione ha un massimo (teorema di Lagrange); si vede
facilmente che in questo caso esiste un intorno nello spazio posizione-velocita che é invariante
nel corso del tempo.

Se invece a < 0 il punto di equilibrio py) é instabile: fissato § > 0 esiste € > 0 ed un dato
iniziale con |p(0) — po| < € p(0) = 0 tale che sup;~o|p(t) — p(0)| > 9.

Notiamo ancora che se ¢ # 0 (se il momento angolare [ non é nullo) e se il potenziale U(p)
é regolare la distanza tra i due corpi puntiformi non pué annullarsi (non ci possono essere
collisioni).

Questo resta vero se il potenziale presenta all’origine una singolarita p~* con o < 2 (ad esempio
un potenziale Coulombiane attrattivo).

Al contrario, se [ = 0 vi possono essere delle collisioni.

Nelle Lezioni successive studieremo il problema analogo per il sistema a tre corpi.
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Lezione 2. VINCOLI E PRINCIPIO DI D’ALEMBERT

Lo schema descritto nella lezione precedente viene considerato adeguato a trattare il moto di
un sistema di N punti materiali nello spazio euclideo, soggetti a forze sia esterne che interne
al sistema.

Esso non é peré adeguato a trattare casi di sistemi vincolati , ad esempio a descrivere il moto
di N punti materiali nello spazio vincolati a rimanere a distanza prefissata tra loro.

Questo ¢é il prototipo della descrizione di un corpo rigido. .

Per descrivere il moto di un tale sistema, occorre introdurre un nuovo principio, il Principio
di d’Alembert (o dei lavori virtuali)

Nello schema matematico che seguiremo i vincoli sono descritti da relazioni a-priori della forma
Gz, 43,t) >0 m=1...M, XcR¥Y 3N>M 2.1

dove z; ,2=1,..,N ,k=1,2,3 sono le coordinate dei punti materiali del sistema in esame.
Le relazioni (2.1) descrivono leffetto di forze di natura che non vogliamo esplicitare (ad es-
empio forze molecolari) che limitano la dinamica dei sistemi macroscopici che noi abbiamo
schematizzato con insiemi di punti materiali.

Le relazioni ed equazioni che scriveremo devono essere quindi considerate come relazioni ed
equazioni effettive che sintetizzano relazioni tra sistemi complessi.

La loro giustificazione risiede in ultima analisi nel fatto che i risultati ottenuti sono conformi
al dato sperimentale.

Il Principio di d’Alembert deve essere quindi considerato allo stesso modo delle Equazioni
di Stato in Termodinamica o delle Equazioni Costitutive nella formulazione dell” elettromag-
netismo nei mezzi materiali.

In alcuni casi una giustificazione almeno parziale pud essere ottenuta dimostrando che il for-
malismo di Newton-d’Alembert si presenta come limite matematico di formalismi piu elaborati
che riferiscono a sistemi piu complessi in cui punti materiali interagiscono tra loro mediante
opportune forze di natura potenziale che sono tali che per una gran parte dei dati iniziali le
traiettorie del sistema rimangono in un intorno dell superfice di vincolo.

Ad esempio il moto di un punto materiale P posto ad uno dei due estremi di un asta di
lunghezza L il cui altro estremo O sia fisso é descritto, come sistema vincolato, da un punto
materiale che si pué muovere su una sfera di raggio L e centro O.

Questo rappresenta un’ idealizzazione di un sistema relativamente complesso in cui un sistema
P di cui non si specifica la natura viene rappresentato da un punto materiale.

Sul sistema P agiscono delle forze (in generale di natura molecolare) che costringono il punto
rappresentativo P a rimanere a una distanza trascurabile (su scala macroscopica) da un punto
geometrico @), estremo di un segmento immateriale che rappresenta un’asta materiale al cui
estremo ¢ vincolato il sistema P.

La dinamica del sistema reale é molto complessa mentre la dinamica del sistema idealizzato é
elementare; quindi la modellizzazione che abbiamo introdotto risulta molto conveniente.
D’altra parte dobbiamo garantire che la modellizzazione fatta sia soddisfacente.

Ad esempio dobbiamo garantire che le forze di vincolo che introdurremo nel formalismo siano
adeguate a descrivere il fenomeno empirico di rottura dei vincoli (un oggetto materiale vincolato
a trovarsi all’estremo di una sbarra posta in rotazione veloce tende a staccarsi quando la velocita
rotazione supera una certa soglia, alla quale il modulo della forza centrifuga diventa cosi grande
da superare il valore del modulo delle forze molecolari di attrazione).
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Ricordiamo che le leggi della dinamica newtoniana affermano che se la sbarretta viene posta in
rapida rotazione, il punto P é soggetto ad una forza centrifuga che tenderebbe a farlo discostare
da Q; la forza di vincolo deve allora essere una forza che compensa la forza centrifuga.
Analogamente dobbiamo chiedere che le forze che introdurremo siano adeguate alla descrizione
della barretta come rigida e di lunghezza L.

Questo fa capire che un formalismo per trattare sistemi vincolati che comprenda anche la
determinazione delle forze di vincolo é utile dal punto di vista empirico per trovare dei limiti
alla validita dell’approssimazione che compiamo e quindi alla validita delle equazioni effettive
che troveremo.

Questo spiega l'interesse del formalismo di Newton-d’Alembert che descriviamo in questo
lezione.

Da un punto di vista assiomatico-astratto utilizzeremo nella Lezione 4 principi variazionali per
dedurre le equazioni del moto per sistemi vincolati senza introdurre forze di vincolo.

Le forze di vincolo possono essere introdotte successivamente confrontando le equazione di
Newton con quelle di Newton-d’Alembert.

Nota 2.1

Non discuteremo ulteriormente I'interessante e molto delicato problema della possibilita di
dedurre le equazioni del moto di un sistema vincolato come limite di equazioni di un sistema in
cui il vincolo viene sostituito da opportune forze di natura potenziale il cui effetto é di limitare
le configurazioni accessibili al sistema ad un piccolo intorno della varieta di vincolo .
Se la varietda di vincolo ha codimensione uno questo processo di limite ha successo, mentre se ha
codimensione maggiore di uno esistono casi in cui le equazioni effettive che si ottengono portano
a problemi mal posti, nel senso che diverse condizioni iniziali per il sistema approssimante che
convergono allo stesso limite danno traiettorie limite diverse e talune incompatibili con il
pricipio di Newton-d’Alembert.
Per una breve trattazione mediante esempi si pud consultare i testi : G.Gallavotti, Mecca-
nica Elementare, Edizione Boringhieri 1988, G.F.Dell’Antonio , Capitoli scelti di Meccanica
Analitica, Quaderni dell’Istituto Nazionale di Alta Matematica N 59, 2000

L

Le relazioni (2.1) assegnate a-priori possono avere la forma di diseguaglianze o di eguaglianze.
Se tutte le relazioni sono di eguaglianza il vincolo é detto bilatero.

Un tipico vincolo non bilatero é quello che si utilizza per descrivere il moto di un punto
materiale di massa m in R® che rimbalza sul piano orizzontale di un tavolo (identificato con
un oggetto geometrico, il piano).

Un vincolo é detto olonomo se tutte le relazioni fanno intervenire esclusivamente coordinate
di posizione (ed eventualmente il tempo).
Un vincolo che non sia olonomo ¢é detto anolonomo .

Tipico vincolo anolonomo bilatero é la condizione di rotolare senza strisciare definita nel modo
seguente.

Al moto di due superfici (liscie) mobili 3 (¢) e 35(¢) che hanno a ciascun istante un solo punto
di contatto P(t) viene posta la condizione che la velocitd del punto P(t), riguardato come
punto di ¥ (¢), coincida con la velocitd di P(t) riguardato come punto di 35(t).

Dal punto di vista matematico questo richiede in particolare che i piani tangenti in P(t) a 3 (t)
e a Yy(t) abbiano intersezione di dimensione almeno uno e che il vettore velocita al tempo ¢
si trovi in questa intersezione (in esempi pratici spesso i due piani tangenti coincidono o uno
¢ un sottospazio dell’altro).
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Un altro caso di vincolo anolonomo risulta dalla schematizzazione del moto di una slitta,
schematizzata con due punti B e G (il baricentro e il manubrio di guida) con il vincolo che la
velocitd del baricentro sia in ciascun istante diretta secondo la congiungente G — B.

Noi studieremo in dettaglio solo il caso di vincoli olonomi bilateri e tratteremo solo il caso in
cui il sistema possa essere descritto mediante un unico sistema di coordinate (questo é vero in
generale solo localmente) .

Consideriamo dunque un sistema di N punti materiali nello spazio euclideo £? in un riferimento
inerziale e scegliamo un sistema di assi cartesiani.

Indichiamo con 7y n=1... N, j =1, 2, 3 le coordinate degli N punti considerati (per motivi
di grafica, preferiamo in questa presentazione utilizzare una notazione in cui l'indice in alto é
indice di punto materiale e 'indice in basso é indice di componente di un vettore) .
Rappresentiamo il vincolo olonomo bilatero mediante le M identita

Gn(X,t)=0 m=1...M X={z',...2V}; z*e R®* M <3N 2.2

Le funzioni G,, sono assunte essere di classe C! con VG, # 0, k= 1,... M in tutti i punti in
cui (2.2) é soddisfatta.

Assumiamo inoltre che i vincoli siano indipendenti , cioé che in tutti i punti in cui (2.2) é
soddisfatta, la relazione ) ¢, VG, = 0 implica ¢,, = 0 Vm.

Sotto queste condizioni la relazione (2.2) individua per ogni tempo t una varietd ¥, di dimen-
sione d = 3N — M immersa in R3V.

Il moto del sistema che studieremo puod essere quindi rappresentato dal moto di un punto
materiale in B3 vincolato a muoversi su una varietd ¥; di dimensione d; questa varietd (ma
non la sua dimensione) pué dipendere dal tempo.

Studiamo la dinamica di questo sistema.
Le equazioni di Newton sono

mai" = F* (X, )+ F?, n=1...N 2.3

dove F™(X,t) é la forza applicata all’ n™° punto materiale di massa m, e Fy} é il campo
vettoriale (che chiameremo forza di vincolo sull’ennesimo punto materiale) che viene aggunto
per far si che le condizioni di vincolo vengano rispettate.

Con questo si intende che, nella schematizzazione scelta e nell’ambito di una descrizione new-
toniana, I’azione dello strumento che garantisce ’esistenza del vincolo (e che non viene ul-
teriormente descritto) viene riassunta nella forza ”effettiva” F{} e nella condizione di vincolo
(2.2)

Abbiamo fatto l'ipotesi che le forze applicate dipendano solamente dalla posizione dei punti
materiali. Il caso di forze che dipendono anche dalle velocitd non presenta maggiori difficolta.
Notiamo esplicitamente che le equazioni (2.3) sono definite solamente se X € ¥, perché le
forze di vincolo sono definite solamente sulla varietd di vincolo.

Dovremo naturalmente dimostrare che é possibile scegliere delle forze (di vincolo) in modo tale
che le condizioni di vincolo siano soddisfatte per tutti i tempi.

Vedremo che questo pué essere fatto pur di ammettere che queste forze fittizie F}} dipendano
in generale sia dalla posizione del punto rappresentativo in ¥; che dagli elementi dello spazio
tangente T'(X;) (questo porterd ad introdurre la nozione di velocitd virtuale).

Nota 2.2.

Notiamo che la dizione per far si che il vincolo sia rispettato é ambigua.
Se si aggiunge a FV una forza tangente alla superficie di vincolo la condizione di vincolo é
ancora rispettata, ma il moto sulla superficie di vincolo é variato.
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Bisogna quindi introdurre un criterio di minimalitda per avere unicita del moto.

11 principio di D’Alembert rappresenta tale criterio ( é questo criterio di minimalita che pone
talora problemi se considerano le forze di vincolo come limite di forze effettivamente agenti sul
sistema).

&

Dovremo dimostrare che il Principio di D’Alembert provvede condizioni sufficienti sulle Fy}
per rendere ben posto il problema : unicita della soluzione per ogni dato iniziale (posizione e
velocitd) compatibile con il vincolo e continuitd rispetto ai dati iniziali.

Vedremo in seguito che attraverso il Principio di D’Alembert é possibile scrivere le equazioni
del moto del sistema vincolato senza introdurre forze di vincolo; le forze di vincolo sono uni-
vocamente determinate dalla soluzione di tali equazioni.

Nella Lezione 4 vedremo in particolare che le equazioni di Newton-d’Alembert ammettono una
formulazione variazionale in cui non appaiono le forze di vincolo.

Ricordiamo ancora che la determinazione delle forze di vincolo é importante dal punto di vista
delle applicazioni perché permette di introdurre nel modello astratto che consideriamo elementi
di confronto con i sistemi fisici che vogliamo descrivere.

In particolare la determinazone delle forze di vincolo é essenziale se si vogliono imporre a priori
delle limitazioni all’intensitd accettabile per queste forze.

Per enunciare ed utilizzare in forma semplice il Principio di D’Alembert conviene introdurre
coordinate ¥, ...ys che parametrizzano sulla varieta ¥; un intorno della configurazione o del
sistema al tempo t.

Parametrizziamo lo spazio tangente 7>; in un punto o € ¥ mediante coordinate 7y, .. .74.
Questo permette che riscrivere le equazioni (2.3) nella forma

myi® = FNX (y,0) + Fp(X(y,m,)) X €¥ y, neR 2.4
o in modo piu compatto:
MX(y(t) = F(X(y(t), 1) + Fo(X(y(1),n(t),t) X €%y y, ne R 25

dove M é una "matrice di masse” e sia F' che Fy sono campi vettoriali definiti su X; ed n(¢)
appartiene a Ty ;.

Notiamo che se la varieta >, dipende dal tempo, il vettore n non rappresenta in generale una
possibile velocita del punto rappresentativo che si muove su ;.

Questo porta ad introdurre la definizione di traiettoria virtuale.

Definizione 2.1
Si definisce traiettoria wvirtuale del punto che rappresenta il sistema all’istante ty ogni
parametrizzazione
(=1, 1) 3 a= yla,ty)

tale che per ogni « siano soddisfatte le relazioni
Gm (X(y(a,tg)),t0) =0, m=1...M 2.6

Le traiettorie virtuali al tempo ¢y, sono dunque quelle traiettorie dei punti materiali che sono
compatibili con 1 vincoli quali essi sono al tempo tg.

Se i vincoli sono indipendenti dal tempo, é possibile utilizzare come parametro « il tempo.
In questo caso le traiettorie virtuali coincidono con i moti possibili del sistema.

¢
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Con queste notazioni si ha

PRINCIPIO DI D’ALEMBERT
Le forze di vincolo non compiono lavoro lungo le traiettorie virtuali del sistema .

o

I vincoli per i quali é soddisfatto il Principio di d’Alembert vengono detti vincoli perfetti .

Si verifica sperimentalmente che, nel caso di sistemi meccanici, quanto piu le superfici di vincolo
sono "levigate”, tanto migliore é la descrizione del moto mediante il Principio di d’Alembert.
Questo giustifica la dicitura wvincoli perfetti .

Nota 2.3

Se i vincoli dipendono dal tempo le forze di vincolo compiono in generale lavoro se il sistema
segue una traiettoria compatibile con i vincoli.
Questo pué essere interpretato come il lavoro compiuto dai vincoli ( da chi provvede a che
siano soddisfatti) per far si che il sistema in esame si adegui alle loro variazioni.
Ne daremo in seguito un’ esemplificazione.

)
Conviene dare un’altra formulazione del Principio di d’Alembert.

Se a — X(a,tg) é una traiettoria virtuale dal Principio di D’Alembert si deduce, per ogni

ag >0
[ (e ) o 27

da
—an
dove é stata esplicitata la dipendenza delle forze di vincolo dalla posizione e dai vettori tangenti
alla varietd e si é indicato con (-.-) il prodotto scalare in R3".
Da (2.7) si deduce che, se t — z(t) é una traiettoria del sistema vincolato, deve essere per ogni
to
(FV(X(y)vn7t)|t:toa§) =0 2.8

per ogni vettore £ € R3Y perpendicolare al piano tangente a Y, nel punto di coordinate y(t).

Per convincersi di questo basta considerare una traiettoria virtuale descritta in queste coordi-
nate da

a= X(y)(a,tg) = X(y(to)) + af a € [—1.1]. 2.9
Si ha p
(FrX 0,5 ) = (Felatt) + a8, gt 10). € 210

Per ipotesi questa espressione é positiva per a = 0, e quindi per continuita restera strettamente
positiva per a € (—ayg, ) se ag € scelto sufficientemente piccolo.
Ma allora il suo integrale é un numero strettamente positivo, e questo contraddice l'ipotesi

(2.5).

Da (2.5) si deduce un’utile interpretazione geometrica del Principio di D’Alembert: in ogni
istante ¢, in ogni punto di ¥; e per ogni n € TY; il vettore Fy (X (y),n) é perpendicolare alla
superficie di vincolo.

E’ importante ricordare che questa interpretazione geometrica si riferisce allo spazio delle
configurazioni del sistema e non ad E3.

Nota 2.4

Utilizzando coordinate locali é facile vedere che [’accelerazione di un sistema di punti mate-
riali il cui rappresentativo si muove su una varieta > ha in generale una componente ortogonale
al vincolo.
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Attraverso il secondo principio della dinamica questa componente dell’accelerazione é tradotta
in una collezione di forze (fittizie perché non si riferiscono ad una massa ma sono dedotte
da un,accelerazione) F* € R3 che agiscono sui punti del sistema appartenenti alla varieta di
vincolo Y.

Queste forze fittizie sono tali che F= {Fl, . FN} non ¢ in generale tangente a X in ogni suo
punto .

Ne segue che anche se all’istante iniziale la velocita é scelta essere tangente al vincolo il punto
rappresentativo per azione di queste forze fittizie puo uscire dalla varietda di vincolo.

Affiché il moto su svolga sulla varietd ¥ la componente di queste fore perpendicolare al vincolo
deve essere dunque bilanciata in ogni punto dalla forza di vincolo (che per il Principio di
d’Alembert é ortogonale al vincolo).

Il principio di d’Alembert afferma che solamente questa componente delle forze fittizie deve
essere bilanciata dalla forze dovute al vincolo.

Esso pud essere visto come 'affermazione che nella formulazione mediante varietda di vincolo,
le forza di vincolo sono introdotte per garantire che 'equilibrio interno del sitema vincolato
non sia alterato; ad esempio la sua energia totale (cinetica pit potenziale ) non vari nel caso
di vincoli indipendenti dal tempo e forze esterne di natura potenziale.

Ad esempio la forza centripetra pud essere riguardata come forza di vincolo per un punto
materiale posto in rotazione attorno ad un punto fisso O e che deve rimanere a distanza fissata
da O.

Notiamo che in questo modo il Principio di d’Alembert pué essere considerato un principio di
minimalitd.

Questo rende ragione del fatto che, come vedremo nella Lezione 4, le equazioni di Newton-
d’Alembert possono essere dedotte da un principio variazionale.

La loro vera giustificazione risiede nel confronto con il dato sperimentale.

&

Indichiamo con Z = {z1,..z3x_} una collezione di coordinate che insieme alle coordinate Y
siano adatte a parametrizzare R3V.

La varietd di vincolo é caratterizzata da z; = 0 Vk.

Il secondo principio della dinamica e il principio di d’Alembert implicano che le leggi del moto
per le coordinate Z avranno la forma d;ft‘“ =0 VEk.

Poiché per ipotesi i dati iniziali soddisfano

d
2u(to) = 0 VE, %(to) =0 2.11

la soluzione é z, = 0 V¢t (il punto rappresentativo rimane sul vincolo) .

Una semplificazione del sistema (2.4),(2.7) si ottiene notando che la condizione geometrica
(2.7) si pu6 esprimere dicendo che nel punto X € 3(t) il vettore Fy (X, n) é contenuto nel
sottospazio sotteso da

VG, (X, t), m=1...M 2.12

Per ogni scelta di dati iniziali 2(0), #(0) esistono quindi M funzioni

A (X (0), X(0),1) ... A\ (X(0), X(0),1)

tali che, se t — X(¢,2(0), X(0)) rappresenta il moto del sistema vincolato, si ha
M
Fy(t) =Y An(t)VGum(X(1),1) 2.13
1
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In particolare, scegliendo to come istante iniziale, si avrd A, (to) = Am(to, X (t0), X (t0))-

Le funzioni \,, dipendono quindi in generale sia dalla configurazione dei punti che dalle loro
velocitd (ed eventualmente dal tempo).

Le funzioni G sono ottenute scrivendo espicitamente per ogni valore di ¢ e in ciascun punto di
¥; le coordinate z¥, i = 1,2,3 k = 1,..N come funzione delle coordinate ¥,, e notando che,
per il principio di d’Alembert , il termine a destra nella (2.9) dipende solo dalle coordinate Y
e dalle loro derivate temporali.

Non la espliciteremo qui ulteriormente la forma delle equazioni di Newtion.d’Alembert , perché
nella Lezione 4 descriveremo un modo piu intriseco e piu semplice per ottenerle.

Nota 2.5

Sottolineiamo ancora il fatto che il formalismo di Newton- d’Alembert, al contrario del
formalismo variazionale, permette anche di dare I’espressione delle forze di vincolo che agiscono
su ciascuno dei punti materiali del sistema per far si che i vincoli siano rispettati.
Questo permette di di stabilire un tempo di rottura dei vincoli se il valore assoluto della forza
che esercitano i vincoli su un punto del sistema supera una soglia predefinita.
Questo risultato, che non é possibile ottenere con metodi astratti quali i sono principi vari-
azionali, ha molta importanza nelle applicazioni

&

Abbiamo richiamato ’attenzione sul fatto che il Principio di d’Alembert afferma che le forze
di vincolo non compiono lavoro lungo le traiettorie virtuali.

Se i vincoli dipendono dal tempo, le forze di vincolo compiono in generale lavoro lungo le
traiettorie reali del sistema. Questo é naturale dal punto di vista fisico, poiché ’agente esterno
il cui effetto é schematizzato dal vincolo mobile compie in generale lavoro per modificare i
vincoli.

Un semplice esempio servira a rendere quantitative queste considerazioni.

Consideriamo due punti materiali di masse my ed ms interagenti attraverso forze che soddisfano
il 3° principio della dinamica e soggetti inoltre al vincolo di restare su di un piano orizzontale
che viene sollevato con una legge di moto prefissata.

Il vincolo é olonomo, bilatero e dipendente dal tempo.

Indichiamo con «a(t) la quota a cui si trova il piano allistante e con x3 la coordinata relativa
all’asse verticale.

Le due condizioni di vincolo si scrivono

Gi(a',2* t) =23 —a(t) =0 2.14
Go(a',2* t) =25 —a(t) =0 2.15

Sulla superficie di vincolo sono soddisfatte le relazioni
VGl =1, VGQ = C, 2.16

dove n = (0,0,1,0,0,0) e ¢ = (0,0,0,0,0,1).

E’ ovvio che i vottori ¢ ed 1 sono non nulli e linearmente indipendenti.

Poiché le forze applicate soddisfano il terzo principio, il lavoro complessivo che esse compiono
lungo una traiettoria reale del sistema ¢ nullo.

Per calcolare il lavoro compiuto dalle forze di vincolo, si noti che dal sistema di equazioni

mi' = F+ Fy  mgi* = —F+ F} 2.17
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e dal fatto che Fi} e F2, essendo perpendicolari al piano su cui giacciono i due punti, non
hanno componenti nel piano (1,2), segue che

miiy = (F))s, maeds = (F2)s 2.18

dove abbiamo anche usato il fatto che F3 = 0 (questa é una conseguenza del terzo Principio,
poiché i due punti materiali sono a ciascun istante alla medesima quota e quindi la forza che
ciascuno esercita sull’altro non ha componenti lungo I'asse 3).

Poiché z} = 22 = a(t) si deduce da (2.17)

(Fp)s(t) = mua(t), (Fy)s(t) = mad(t), (Fy)p(t) = (Fy)p(t) =0, p=1,2

Il lavoro fatto dalle forze di vincolo nell'intervallo di tempo [0,T] é allora

T d&?l T dIQ
Ly (0,T) = FL. = \dt F2. = \dt 2.19
0.1 = [ G+ -
Si ottiene infine
T my + Mo
Ly(0,T) = / (my + ma)é(t)a(t)dt = T(oé(T)2 — &(0)?) 2.20
0

Questa espressione rappresenta, come ci si poteva aspettare, la differenza tra ’energia del
sistema al tempo 7' e ’energia al tempo 0.

LEGGI DI CONSERVAZIONE PER SISTEMI CON VINCOLI RIGIDI

Vogliamo ora verificare che, in presenza di vincoli rigidi descritti mediante il Principio di
D’Alembert, rimangono valide per un sitema di punti materiali in un riferimento inerziale le
equazioni

dP dL
_— =F — =M 2.21
dt ’ dt

dove F ¢ la risultante delle forze applicate (ad esclusione quindi delle forze di vincolo), M é il
loro momento rispetto a un punto () fermo in un riferimento inerziale, P é la quantita di moto
totale del sistema e L é il momento angolare totale rispetto a ().

Ricordiamo che questa affermazione é il punto di partenza nella descrizione del moto di un
corpo rigido mediante le equazioni di Eulero.

Per dimostare ’asserto, é sufficiente dimostrare il principo di d’Alembert implica che sono nulli
la risultante delle forze di vincolo e la risultante dei momenti delle forze di vincolo.
Consideriamo un sistema di N punti materiali P, ... Py in E? e indichiamo con xf, k =
1...N, =1, 2, 3 leloro coordinate cartesiane in un sistema di riferimento fissato.
Imponiamo il vincolo (olonomo bilatero) che la distanza tra il punto Py e il punto Py sia I, k.
Le equazioni di Newton del sistema sono

mpi* = FF ¢ FE k=1..N X={a',...2"} e, 2.22

dove F* é la forza applicata e F¥ é la forza dovuta ai vincoli.

Indichiamo con a@ — {xk(a,t)}kzll_,]v una traiettoria virtuale all’istante t nello spazio delle
configurazioni (in E® questa é una collezione di N traiettorie, una per ciascun punto materiale).
Questo significa che per ogni « e per ogni t si ha

|2¥ (o, t) — 2" (o, t)| = ln 2.23

21



Il principio di D’Alembert afferma che, per ogni § > 0

° dX n n 3N
Fv‘d— da=0, Fy={Iy}, z={a"}eR 2.24
0 a

0, equivalentemente, esplicitando il prodotto scalare in R3V

N s
dx™
F, 2 Vda =0 2.25
Z/( iy

i prodotti scalari essendo ora in R3.

Come conseguenza del vincolo di rigidita il sistema ha sei gradi di liberta e le traiettorie virtuali
possono essere parametrizzate con sei parametri.

Tre di questi possono essere fatti corrispondere a traslazioni rigide, che certamente preservano
le condizioni di vincolo.

Le forze di vincolo devono quindi soddisfare la relazione

Y =0 2.26
1

In questa formula é sottinteso che, per ogni n, il vettore Fy} sia (trasportato per parallelismo
e) applicato in un punto prefissato, ad esempio I'origine.

Un’ altra famiglia a tre parametri di traiettorie virtuali é data dalle rotazioni attorno a tre
assi passanti per l'origine (o per qualunque altro punto di E®).

Le rotazioni attorno all’asse 1 sono date da

(o, t) = 250, 1) z5(a,t) = 25(0,t)cosa + 25(0,t)sena

28 (o, t) = 25(0,t)cosa — 25(0,t)sena 2.27

e analoghe formule valgono per le rotazioni attorno agli assi 2 e 3.
Sostituendo nella (2.12) si ottiene

N
Y FpAat=0 Wt 2.28
n=1

Il principio di D’Alembert per un sistema di N punti materiali vincolati a stare a distanze
prefissate fra loro é dunque equivalente all’affermazione che sono nulle la risultante delle forze
di vincolo e la risultante dei loro momenti.

Notiamo che per le forze applicate, 'annullarsi della risultante delle forze e dei loro momenti
é conseguenza del terzo Principio della Dinamica e dell’additivita delle forze.

Nel caso delle forze di vincolo rigido, questa conclusione non é possibile; in generale le forze di
vincolo rigido non sono additive.

Non ¢ possibile scrivere in modo univoco la forza di vincolo Fy; che si esercita sul punto P, a
causa della condizione di vincolo rigido, come somma di N — 1 forze F};™", ciascuna dipendente
dalla posizione e dalla velocita dei punti P, e P, e sostitutiva del vincolo rigido tra i punti P,
e P,.

Questo deriva dal fatto che, se il vincolo rigido riguarda N > 3 punti non € possibile costruire
traiettorie virtuali nelle quali venga variata solo la posizione di due dei punti materiali .
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Poste le condizioni di vincolo
0= G@j(iﬁ,f) = |.CEZ — Z’j‘z — li,j(t), 1 7é] 2.29
le forze di vincolo possono essere scritte nella forma

Fy =) X\ VG, 2.30
i

Per N > 3 i vettori VG, ; non sono linearmente indipendenti e i coefficienti J; ; in (2.30) non
sono determinati univocamente.

In questo senso I'additivita delle forze di vincolo in (2.30) é formale: la decomposizione non é
unica e per qualunque decomposizione ciascun coefficiente ), ; dipende anche dalla posizione
e dalla velocita di punti Py per k # 1, j.

E’ tuttavia vero che, comunque sia effettuata la decomposizione, il termine \; ; VG, ; descrive
una forza diretta lungo la congiungente i punti P; e P;.

Questo ¢ dovuto al fatto che A; ; é un coefficiente scalare e VG, ; é diretto secondo la congiun-
gente i due punti, poiché G, ; dipende solamente da |z* — 27].
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Lezione 3. IL FORMALISMO DI LAGRANGE. PRINCIPI VARIAZIONALI

Solamente per sistemi molto semplici le equazioni di Newton o di Newton-D’Alembert possono
essere risolte, anche in modo approssimato, e si pué dare una descrizione almeno qualita-
tiva delle traiettorie. Spesso la soluzione é facilitata dalla scelta di un opportuno sistema di
coordinate.

E’ quindi di grande interesse avere un formalismo generale che permetta di scrivere queste
equazioni in un sistema di coordinate qualsiasi.

In molti casi questo pué portare all’individuazione di un sistema di coordinate che rende piu
agevole la soluzione.

Questo formalismo é stato introdotto da Lagrange, e nella forma generale in cui sono poste le
equazioni di Newton-D’Alembert portano il nome di equazioni di Lagrange.

In questa Lezione descriveremo il formalismo di Lagrange nel caso di un sistema di punti
materiali non soggetti a vincoli.

Nella Lezione successiva descriveremo il caso in cui siano presenti vincoli olonomi bilateri.

Le equazioni di Newton per un sistema di N punti materiali in R? soggetti a forze conservative
descritte da un potenziale V' si possono scrivere nella forma

d*a®
Mk =V V(zt, 2V t), 2*eR* k=1...N 3.1
dove z¥, i = 1,2, 3 sono le coordinate cartesiane del £™° punto in un sistema inerziale, my, é sua
massa e ViV é la forza che si esercita su di esso quando gli N punti siano nella configurazione
xt, N
, T

Qui e in seguito utilizziamo la notazione

) 0 )
(ViV) = oF = 1,2,3,

S

Con semplici manipolazioni le equazioni (3.1) possono essere poste sotto la forma

d 0L oL
S22 = == 3.2
dt[ﬁif] Oxk
dove abbiamo introdotto la funzione, definita sullo spazio posizione-velocita
L(X,X,t)=T(X)+ V(X,1) 3.3

con T energia cinetica

La funzione L é detta Lagrangiana del sistema.

Ricordiamo che per il sistema descritto dal sistema di equazioni (3.1) se V' non dipende dal
tempo é conservato lungo le traiettorie il valore della funzione T'+ U dove U(X) = =V (X).
Per questo motivo la funzione U(x) é detta energia potenziale.

Con calcoli concettualmente semplici ma formalmente complicati Lagrange dimostré che la
forma (3.2) del sistema di equazioni € indipendente dal sistema di coordinate scelte .

Un tale proprieta non pué essere frutto di una coincidenza casuale.

Anziché seguire i calcoli di Lagrange, verifichiamo che in qualunque sistema di coordinate
le soluzioni delle equazioni (3.2) individuano quella traiettoria che rende estremale un fun-
zionale, detto Funzionale d’Azione, che associa a ciascuna traiettoria 'integrale della funzione
lagrangiana lungo la traiettoria data.
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Questo principio variazionale (detto per motivi storici primo principio variazionale di Hamil-
ton ) ha avuto un’importanza fondamentale nello sviluppo della Meccanica Analitica.

Nel seguito di queste Lezioni vedremo che il formalismo di Lagrange permette di scrivere in
una forma indipendente dalle coordinate scelte le equazioni del moto di un sistema composto
da punti materiali e corpi rigidi soggetti a forze conservative e a vincoli olonomi bilateri.

Il formalismo di Lagrange, e i principi variazionali che ne sono alla base, hanno assunto un
ruolo centrale nella trattazione dei sistemi conservativi, anche perché ammettono un’estensione
piuttosto naturale (ma non banale) a sistemi di punti materiali in interazione con il campo
elettromagnetico.

Per questa sua importanza introdurremo il formalismo lagrangiano in modo assiomatico.
Dimostreremo successivamente che, nel caso di un sistema di N punti materiali soggetti a
vincoli olonomi bilateri, le equazioni cosi ottenute coincidono con quelle che si ottengono dalle
leggi di Newton supplementate dal Principio di d’Alembert.

Nella sua forma assiomatica il metodo di Lagrange appare come caso particolare del metodo
variazionale di Eulero, e le equazioni di Lagrange per sistemi meccanici sono le equazioni di
Eulero per questo caso particolare.

Cominceremo quindi con una breve descrizione del metodo variazionale e delle correspondenti
equazioni di Eulero, e studieremo poi in modo pid dettagliato il caso lagrangiano.

IL METODO VARIAZIONALE

Il metodo variazionale individua la traiettoria cercata (o la soluzione periodica, o la super-
ficie, o la curva, ...) come quel punto di un opportuno spazio 3 di traiettorie (o di funzioni
periodiche, di superfici, di curve, ...) in corrispondenza al quale un opportuno funzionale ®
raggiunge il suo valore minimo o comunque ¢ stazionario.

Nota 3.1
Per funzionale intendiamo un’applicazione X — R dove X é uno spazio topologico (in
generale uno spazio di Banach). Se X = RY si usa parlare invece di funzione.

&

Se lo spazio X su cui é definito il funzionale ® é uno spazio metrico separabile completo, il
differenziale di ® é definito come nel caso di funzioni su R*.

In uno spazio X affine per ogni elemento xy € X la relazione x = xg 4+ y pone una corrispon-
denza biunivoca continua tra X e uno spazio vettoriale Y.

Il funzionale ® sullo spazio affine X é differenziabile in un aperto €2 C X se esiste un funzionale
su 2 x Y a valori in R, indicato con {z,y} — D®,(y) e detto differenziale di ® nel punto
x € X, che dipende in modo continuo da x e linearmente da y ed ¢é tale che

’(I)('T + yn) — (D(Jf) — Dq)x(l/ﬂ)’

=0 3.5
Y|

1My —oo

per ogni successione {y,} per la quale lim, _.|y,| = 0.

11 funzionale ® é di classe C'! in un intorno di xg € X se il suo differenziale esiste ed é continuo
(come funzione di x) nell'intorno considerato.

Se non viene precisato un intorno €2, si intende che ® é differenziabile in ogni aperto.

Definizione 3.1
Se ® ¢ di classe C, il punto zg € X é un punto di stazionarietd per ® (o anche punto
critico) se il differenziale di ® é nullo in x

D®,, =0  (ie. Db, (y) =0y eY) 3.6
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In particolare se ® ¢é differenziable i minimi e i massimi di ® nell’aperto €2 sono punti di
stazionarieta.

O
Nota 3.2
Se M é uno spazio affine allora DF), é una funzione lineare da Y ad R. In generale DF, é
una funzione a valori reali definita sullo spazio X e a valori nello spazio tangente..

)

Il metodo variazionale ha un’ampia gamma di applicazioni.
Alcuni esempi sono:
a)

Se lo spazio X ¢ lo spazio delle curve che si trovano su di una varietd riemanniana > e
congiungono due punti P;, P, prefissati, e il funzionale é la lunghezza della curva, gli elementi
che rendono stazionario il funzionale sono le geodetiche che congiungono P; e Ps.

b)

Se il funzionale é I'energia potenziale gravitazionale e X é l'insieme delle curve materiali
continue, di densita costante e massa totale prefissata, che congiungono due punti P,, P, € E3,
i minimi del funzionale danno le configurazioni di equilibrio sotto la forza peso di una corda
omogenea (o di una catena) che sia fissata agli estremi in P; e P, (questa curva si chiama
catenaria ).

c)

Se X ¢ lo spazio delle superfici riemanniane in R? che hanno un bordo determinato ¥ e il
funzionale é I’area della sperficie, i punti di minimo sono le superfici che hanno ¥ come bordo
e hanno area minima.

d)

Se lo spazio X ¢é quello delle funzioni T-periodiche a valori in R? e il funzionale é I’Azione

lagrangiana , i punti critici sono le soluzioni T-periodiche dell’equazione di Newton.

Noi tratteremo solo quegli aspetti del metodo variazionale che sono direttamente pertinenti
alla descrizione del moto di N punti materiali o di corpi rigidi.

La generalizzazione o estensione ad altri problemi é spesso molto semplice dal punto di vista
formale, ma la dimostrazione rigorosa dell’esistenza di punti stazionari (detti anche punti
critici) in casi pit complessi presenta spesso delle notevoli difficoltd matematiche.

Esse sono in generale connesse con la difficolta di verificare la compattezza degli ”intorni” del
putativo punto critico, cosi da garantire la convergenza di successioni approssimanti.

IL PROBLEMA VARAZIONALE IN R®

Cominciamo con un breve richiamo al problema variazionale inR%.
Sia F'(z), z € R%, una funzione a valori reali continua, sia F° = inf,cpaF'(z).
Supponiamo che per ¢ > FY I'insieme K, € R definito da

K.={r € R"|F(z) < c}
sia un insieme compatto (a K. si d4 spesso il nome di "sottoinsieme di livello” della funzione

Notiamo che, se la funzione F' ha un minimo in K., questo deve appartenere all’interno di K,
poiché F é continua e F° < c.
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Per dimostare che Iestremo inferiore di F in K. viene raggiunto in (almeno) un punto, si pué
procedere secondo lo schema seguente.
Sia {z;, i = 1,2,...} una successione "minimizzante”, cioé tale che per ogni intero n si abbia
F(x,) — F° < 1/n (una tale successione esiste sempre poiché F é continua).
Poiché K. é compatto, é possibile estrarre una sottosuccessione convergente, che indicheremo
/
con {z/ }.
Sia x4, il punto limite. Poiché F é continua, sara
. /
limy oo F(2]) = F(Zo0)

n

Dunque F° = F(z4) e quindi x4, ¢ un punto di minimo.
Nota 3.3
E’ importante notare il ruolo giocato dalla compattezza del sottoinsieme di livello.
Come controesempio per il caso in cui I'insieme considerato non é compatto, si pué considerare
la funzione F(x) = x~! definita per z > 0.
Per ogni ¢ > 0 il sottoinsieme di livello F'(x) < ¢ non é compatto.
La funzione ha zero come estremo inferiore ma non vi é alcun punto in cui questo estremo
inferiore viene raggiunto.
Quindi la funzione ! non ha punti di minimo nell’insieme considerato.

&

Sia ora F di classe C! e assumiamo che siano soddisfatte le condizioni che garantiscono
I’esistenza di un minimo o comunque di un punto in cui [’ é stazionaria.

Vogliamo caratterizzare analiticamente i punti critici per F'(x), cioé i punti nei quali DF, = 0.
I1 nostro scopo é di generalizzare la (3.6) al caso in cui il punto stazionario sia cercato in uno
spazio M di funzioni anziché in R%.

Poiché DF, é una funzione lineare di y, (3.6) é equivalente a
DF, (&) =0,i=1,...d 3.7

dove é é una base di vettori di lunghezza unitaria in R?.
Per definizione, la derivata parziale di F nella direzione &; é

OF Flz 4+ \) — F(z)

Oz, ($0) = lim)\Ho b\ 3.8

dove z; sono le coordinate associate alla base scelta (cosf che all’elemento z vengono attribuite
le coordinate {z} se x = 3¢ 2&).
Se F ¢ di classe C' si ha allora

oF .
519:0 = DFy(&)
Dunque, se F ¢ di classe C, (3.7) é equivalente a
oF
(@) =0, i=1...N 3.9
Zi

L’esistenza delle derivate parziali in ogni punto di 2 non € sufficiente a garantire che F' sia di
classe C1.

Infatti pud esistere per ogni direzione f il limite lim,\_ﬂw (

derivata parziale nel punto x
F(z+yn

lyn|

di F nella direzione é) ma non esistere il limite limy,,|—o
Yn-

per una generica successione
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Ad esempio pué non esistere il limite quando y,, = +({cosnam, sennar,0} o € R.

n
Condizione sufficiente per l'esistenza del differenziale é che le derivate parziali siano funzioni
continue di zq.

Un’altra forma equivalente di (3.6) , utile per la generalizzazione al caso in cui M non ¢é affine,
¢ la seguente.
Per ogni traiettoria differenziabile (—1, 1) 3 a — z(a) € R?, x(0) = z( deve essere

dF (z(a))

a=0 =10 3.10
do oo

Infatti, se F é di classe C! in un intorno di x, si ha

( OF dzn
|a =0 Z dzy, da

dove {z,(a)} sono le coordinate di z(«) nella base scelta.

PRINCIPIO VARIAZIONALE SU SPAZI DI TRAIETTORIE.

Dopo queste considerazioni preliminari nel caso di dimensione finita, consideriamo ora un
sistema meccanico il cui spazio delle configurazioni possa essere descritto globalmente mediante
coordinate ¢ = {q1,...qa}-

Poniamo, per t € (t1, t5), #, n € R?

L(z,n,t) =T (x,n,t) — U(z,t) Nk = % 3.11
In (3.11),(3.12) T ¢é l'energia cinetica e U é I'energia potenziale. La funzione L defiinita nello
spazio posizione-velocita é chiameta Lagrangiana del sistema.
Faremo l'ipotesi che U(z,t) sia di classe C! nella sua dipendenza da tutte le variabili, che T
sia di classe C? nella dipendenza dalle 7 e di classe C* nella dipendenza dalle z e da t.
Faremo anche l'ipotesi che la matrice i cui elementi sono

0*T
onkOny,

sia invertibile (quest’ultima condizione serve a garantire che le equazioni che caratterizzano i
punti critici possano essere scritte in forma normale).

Siano P; e P, due punti nello spazio delle configurazioni e siano

E{Qéak‘:lad}7 QQE{qzvk:Ld}

le loro coordinate.
Siano t, > t; due tempi prefissati e siano ¢*, ¢> € R due punti scelti arbitrariamente.
Sia
M(q17t1 7q2; t2>
I'insieme delle traiettorie (1 t2) 3 t — ¢(t) che sono continue in [¢1, ], soddisfano le condizioni
"al bordo”

q(th) =q" q(t) =¢
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e hanno derivata prima a quadrato integrabile.

Definiamo su M (¢!, t; ,¢%; to) il funzionale

() = / " L), 40 0t 3.12

t1

Definizione 3.2
Il funzionale I(7y) definito in (3.12) é detto Funzionale d’Azione associato alla lagrangiana
L e relativo alla scelta ¢*, ¢?; ty, t3).
¢
Nel seguito, ometteremo spesso di indicare esplicitamente la dipendenza dell’insieme M dalla
scelta dei tempi t1,t, e dei punti ¢ e ¢*

L’insieme M é uno spazio affine. Infatti, se ¢(-) e ¢'(-) appartengono ad M, si ha

q(t1) — q'(t1) = 0= q(t2) — ' (t2)

e quindi ¢(+) — ¢'(+) € Mo, lo spazio vettoriale delle traiettorie n(-) regolari quanto gli elementi
di M e tali che n(t;) = 0 = n(ta).
L’ addizione in M é definita da (n1(-) + n2(+))(t) = n1(t) + n2(1).

Nota 3.4

I sotto-livelli (I'insieme degli elementi nel dominio tali che I(y) < C per un prefissato C')
del funzionale d’azione non sono compatti per una generica scelta di t; e ts.
Ma se il potenziale é regolare e se si scelgono t e t; sufficientemente vicini tra di loro (quanto
vicini dipende dalle proprietd di regolarita del potenziale) il teorema di Ascoli-Arzeld relativo
alle funzioni assolutamente continue assicura compattezza dei sotto-livelli perché il termine di
energa cinetica che é strettamente convesso domina il termine di energia potenziale, come si
vede mediante il teorema fondamentale del calcolo.
Quindi se l'energia cinetica é una funzione strettamente convessa e il potenziale é regolare e
se ty — t; é abbastaza piccolo, il minimo del funzionale d’azione esiste ed € unico.
Dimostreremo che si tratta di una traiettoria che soddisfa le equazioni di Newton.

&

Per valori maggori di ¢; — ¢; il minimo pud non esistere oppure pué non essere unico anche se
il potenziale é regolare .

Un esempio semplice ma istruttivo é fornito dall’oscillatore armonico.
Tutte le traiettorie dell’oscillatore armonico

if=—-x, x€RY

(ad eccezione di quella con dati iniziali z(tg) = @(to) = 0) sono periodiche con periodo 27.
Dunque il problema ai limiti
z(0)=a, z(1)=a

non pud avere soluzioni per a # 0 se 7 # 2mm m € Z, e il problema ai limiti
z(0)=a, z(27)=a

ha infinite soluzioni (che corrispondono alle possibili scelte di (0)).

Nota 3.5
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Notiamo esplicitamente che le traiettorie cosi ottenute sono soluzioni di un problema ai
limiti per un sistema di equazioni differenziali, soluzioni cioé di un problema in cui vengono
prescritti i valori delle gx(t) a due estremi di un intervallo di tempo.

Questo é un problema diverso dal problema di Cauchy per lo stesso sistema di equazioni: nel
problema di Cauchy la soluzione é cercata dando ad un istante iniziale t, ’posizione e velocita
(cioé prescrivendo gx(to), 4x(to))-

In generale non ci si deve dunque aspettare che per un problema variazionale valgano i teoremi
di esistenza e unicita noti per il problema di Cauchy.

Naturalmente ogni soluzione del problema ai limiti é soluzione del problema di Cauchy per
qualche dato iniziale, e analogamente ogni soluzione del problema di Cauchy é soluzione di un
problema ai limiti per qualche scelta della posizione finale.

Possono tuttavia esistere problemi ai limiti che non hanno soluzione (il funzionale d’Azione
corrispondente non ha punti stazionari) e problemi ai limiti che hanno un continuo di soluzioni
(i punti critici del funzionale costituiscono una varietd di dimensione > 1).

L’esistenza di punti focali in ottica geometrica (cioé di piu traiettorie che hanno gli stessi punti
iniziali e finali), pur riferendosi ad un problema diverso, é un esempio che conviene tenere
presente.

Infatti anche l'ottica geometrica é descrivibile mediante un principio variazionale, il principio
di minimo del cammino ottico, che come vedremo non differisce molto nella sua formulazione
dal principio di Maupertius, a sua volta equivalente al principio di minima Azione.

&

Vogliamo determinare la relazione che caratterizza i punti di M(q', ¢*; t1, t2) in corrispon-
denza ai quali il funzionale I é stazionario.

Questa relazione apparira come un sistema di equazioni differenziali del secondo ordine, di cui
dimostreremo in seguito l’equivalenza nel caso di un sistema di N corpi con le equazioni di
Newton-D’Alembert.

Dobbiamo innanzitutto dimostrare che il funzionale I'” é di classe C*.
Per questo é necessario introdurre in Mg una norma.
Faremo la seguente scelta: per h € M, poniamo

|2]| = maz{maz, <;<t,|h(t)], sups, <e<i, |2 (£)]} 3.13

dove con |h. | indichiamo il modulo della derivata nei punti in cui la traiettoria ¢ differenziabile
e il massimo tra i moduli della derivata destra e sinistra nei punti in cui le due derivte desctra
e sinistra non coincidono.

E’ facile verificare che ||h|| soddisfa le proprieta di una norma.

Dimostriamo ora che, sotto le ipotesi fatte su T'(z, y, t) e U(z, t), il funzionale I é differenzi-
abile in ogni punto di M.

Si ha infatti, se &, n € R,

oT oT
T(x+& y+n, t)—T(z, y, t) - k a_mksz_ k 8—%nk| < ([&] + ) Ra(€, m,t)
oU
\U(x +¢&) —U(x) — a—xkﬁkl < €| R2 (€, 1) 3.14
k

dove Ry, Rs sono positive ed infinitesime uniformemente in [t1, ).
Infatti per ogni € > 0 esiste d(¢) > 0 tale che, se || + |n| < d(¢) per ogni t; < t < ¢y vale

Ri(§, n, t)+ Rao(§, 1) <e
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Se h € M, si avrd, per ogni v € M

0 -160) - [ 5 (g a0 it Omu(0 + F1Ga). i) ) )

< / (no)] + ) (Ru(h(e), h(r), 1)+ Ro(h(r), 1))

t1

< (t2 = t)supn (W) + 1O supy ciza, (Ra(h(0). B(2), 1)+ Ra(h(t), 1) 315
Se ||h|| < d(e), si ha .
RO + (0] < 5(0) Ve € 1, 1]

e quindi Ry + Ry < eVt € [ty, to].
Dunque, se ||h|| < d(€), si ha

oL .
R Iy + ) — / Z(a—xkhk —hk( )) dt| < e(ty — ts) 3.16

Pertanto I é di classe C' nel "punto” v € M e il suo differenziale DI, é per definizione la
funzione lineare M, = R data da

DIE(h) = / : Y (a—L@(t), i), D) + 2L (q0), a0, t)hk(t)> dt 3.17

I punti di M in corrispondenza ai quali I é stazionario sono quelli per i quali DLYL = 0.

Per le ipotesi fatte

ak(x nt)

é differenziabile nelle sue variabili.
Ne segue che, se §(t) € differenziabile in t (quindi se q(t) € due volte differenziabile in t) per il
teorema delle funzioni composte la funzione

oL

——(x, n )| .
aﬁk( » 1 )‘ q(t), n=4(t)

¢ differenziabile in ¢. ‘
Integrando per parti il termine lineare in h e ricordando che h(t;) = h(ts) = 0, si ottiene

=012 = ["SIGE 0,000 - GG, 0hn 315

t1
Poiché h(t) é un elemento arbitrario di My, la condizione (3.17) implica, per ogni t; <t < t,

d 0L oL
dt[a (T, Y, Dle=q(t).n=d(t) = [a—m(x,mt)]m:q(w,n:q@) k=1...d 3.19

Vale infatti il seguente Lemma

Lemma 7.1
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Se una funzione ¢(t) é continua in [t;, 5] e se per ogni funzione g(t) di classe C! in (¢;, t5),
con g(t1) = g(ty) = 0, vale la relazione

/ C(t)g(t)dt =0 3.20
allora ((t) = 0.

Dimostrazione

Supponiamo che esista tg, t; < tg < ta, tale che ((ty) # 0.
Senza perdita di generalitd assumiamo ((tp) > 0 (in caso contrario considerare la funzione
).
Per continuitd esistera un intervallo A che contiene ¢y ed é strettamente contenuto in (¢1, ts),
ed ¢ tale che ((t) > 3((to) in A.
Scegliendo una funzione h(t) positiva, di classe C', non identicamente nulla e a supporto
strettamente contenuto in A si ha

/ comva = e [ " W)t > 0

t1

Questo contraddice (3.19). Quindi ¢(¢) é nulla nell’aperto (1, t3). Per continuitd é nulla in
[tlu tQ]

Q
Notiamo che spesso le equazioni (3.19) vengono scritte nella forma abbreviata
d 0L oL
———(¢,q,t) = =—(q, ¢, 3.21
a9 b0t = 500 t)

Le (3.19) (o (3.21) ) sono le equazioni di Lagrange .

Le equazioni di Lagrange costituiscono un sistema di d equazioni differenziali del secondo
ordine.

Se la matrice delle derivate parziali seconde di T'(z,n,t) rispetto a 7, i cui elementi sono
é invertibile, il sistema pud essere posto in forma normale.

Questo ¢é in generale vero per i sistemi meccanici, poiché I'energia cinetica é quadratica nelle
velocitd e definita positiva.

9T
ko,

Con 'analisi che abbiamo svolto abbiamo dunque dimostrato la seguente

Proposizione 3.2 (Primo principio variazionale di Hamilton)

Se t — q(t) é (la rappresentazione in coordinate q di) una traiettoria in corrispondenza
alla quale il Funzionale d’Azione I é stazionario, se q(t) é di classe C? e se le derivate parziali
seconde a;zjg; - esistono e sono continue, allora q(t) soddisfa le equazioni di Lagrange e le
condizioni prefissate q(t1) = q1, q(t2) = ¢2
Reciprocamente, sotto le stesse ipotesi di regolarita per T, se q(t) soddisfa le equazioni di La-
grange (e quindi in particolare le g (t) sono di classe C?), esse corrispondono ad una traiettoria
v che rende stazionario il Funzionale d’Azione (considerato come funzionale sulle traiettorie

che coincidono ai tempi ¢; e t5 con la traiettoria considerata) .

¢

Da questa Proposizione segue immediatamente che le equazioni di Lagrange sono invarianti
per trasformazioni di coordinate.
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Notiamo che le equazioni di Lagrange sono definite globalmente su una varietd > se la La-
grangiana € definita globalmente sul fibrato tangente a .

Conviene infine notare che in generale lo stesso simbolo L viene utilizzato per indicare la
lagrangiana in diversi sistemi di coordinate.

In questo modo la lagrangiana L viene riguardata come funzione definita sul fibrato tangente
allo spazio delle configurazioni; la dipendenza funzionale dalle coordinate in ciascun intorno e
dalle loro derivate rispetto al tempo é invece specifica del sistema di coordinate scelto.

Nota 3.6

Le condizioni di regolarita che abbiamo utilizzato per dedurre le equazioni di Lagrange da
un principio variazionale, in particolare la condizione che i punti critici trovati corrispondano
a traiettorie due volte differenziabili, sono soddisfatte per la maggior parte dei sistemi fisici di
interesse in meccanica.
Nei casi in cui i punti critici non corrispondono a soluzioni due volte differenziabili la traiettoria
q(t) é detta soluzione debole delle Equazioni di Lagrange se é soddisfatta (3.16) per ogni h € M.
Un caso importante di questa situazione é dato dai sistemi fisici descritti da potenziali singolari
(cioé che come funzioni hanno delle singolaritd), ad esempio il potenziale Newtoniano.
In questo caso le traiettorie ottenute con il principio variazionale e che sono tali che esiste un
tempo ty per cui limtﬂtg [z(t) — 21 (t)] = 0 per una coppia di punti Py, P, (di cui le z, x4
sono coordinate), sono soluzioni deboli (dette anche di collisione).
Notare che I’energia cinetica é integrabile anche per una soluzione di collisione.

)

Nota 3.7

Il metodo variazionale é particolarmente utile per determinare 1’esistenza di soluzioni peri-
odiche di periodo prefissato di un sistema Lagrangiano.
Se 7 é il periodo prefissato, si potra applicare il principio variazionale nel caso particolare
to = t1 + 7, q(t1) = q(ta), cioé trovare i punti critici del Funzionale d’Azione definito sullo
spazio delle funzioni 7-periodiche a valori nello spazio delle configurazioni.
La ricerca diretta (cioé risolvendo il corrispondente problema di Cauchy) delle soluzioni peri-
odiche mediante le equazioni di Lagrange ¢é invece in generale molto difficile, poiché la soluzione
esplicita delle equazioni del moto non é in generale conosciuta.
Naturalmente, nel caso di potenziali singolari, le soluzioni che si ottengono con il metodo
variazionale potrebbero essere di collisione.

&

Nota 3.8

Il problema di dimostrare 1’ esistenza di punti stazionari per un funzionale I é spesso com-
plesso, sopratutto, come menzionato all’inizio di questo capitolo, per la difficolta di dimostrare
che ¢ compatto 'insieme delle traiettorie v per le quali I(7y) < c.
Si pué tuttavia dimostare che nel caso di sistemi meccanici , se U é sufficientemente regolare (ad
esempio di classe C'') e se [ta—t1| e |q(t1) —q(t2)| sono sufficientemente piccoli (dipendentemente
dalla regolaritd del gradiente del potenziale), allora il funzionale d’Azione ha un minimo in
M(q(t1), q(t2), t1, t2).
Quindi il problema ai limiti ha almeno una soluzione (’esempio dell’oscillatore armonico mostra
che la condizione che [t; —t5] sia sufficentemente piccolo non pud in generale essere trascurata).
Si utilizza per questo il fatto che le funzioni la cui derivata prima é a quadrato integrabile sono
assolutamente continue e si fa uso del Lemma di Ascoli-Arzeld e della convessita dell’energia
cinetica come funzione delle velocita per dimostare la compattezza dell’insieme delle traiettorie
per le quali /() < ¢ per un opportuna costante reale c.
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La convessita dell’energia cinetica T e la limitatezza e regolarita di U garantiscono anche che
esiste un punto di minimo.

Per questo motivo il principio variazionale di Eulero-Lagrange ¢ detto spesso, con abuso di
linguaggio, Principio di Minima Azione .

&

A conclusione di questa Lezione vogliamo ora dimostrare

Proposizione 3.3
Per un sistema di N punti materiali in E3 che interagiscono attraverso forze conservative,
le equazioni di Lagrange sono equivalenti alle equazioni di Newton.

%

Dimostrazione

Notiamo che lo spazio delle configurazioni é rappresentabile mediante un unico sistema di
coordinate, che scegliamo essere le coordinate cartesiane dei singoli punti materiali rispetto ad
una terna di assi cartesiani prefissati in E3.
In queste coordinate si ha

2T =Y Y myu(if)*  U=U({ap}t)

n=1 k=1

oL 8T_m$n' oL —-oUu .

oip o "R gap 9y
d OL 0L
- — = m, i — IV 3.21
dtoiy  ozp Rk

da cui segue I’asserto.
@

Si pué verificare direttamente da (3.21) che, se la Lagrangiana é invariante per traslazione,
allora le forze soddisfano il terzo principio della dinamica.

Ritorneremo su questo fatto in seguito, quando tratteremo la relazione tra simmetrie di un
sistema lagrangiano e costanti del moto.
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Lezione 4. PRINCIPIO VARIAZIONALE PER SISTEMI VINCOLATI

Uno dei vantaggi del principio variazionale é quello di avere una facile applicazione alla trat-
tazione di sistemi vincolati con vincoli olonomi bilateri.

Le equazioni che si ottengono hanno una forma che non dipende dal sistema di coordinate
utilizzato.

Abbiamo visto nella Lezione 2 come estendere le equazioni di Newton ai sistemi soggetti a
vincoli olonomi bilateri, anche dipendenti dal tempo, mediante il principio di d’Alembert.

In questa Lezione vedremo come ottenere in modo intrinseco le equazioni di Newton-d’Alembert
per sistemi vincolati mediante il formalismo di Lagrange e metodi variazionali.

Ricordiamo che per sistemi meccanici non sogetti a vincoli un ruolo importante é giocato dal
Funzionale d’Azione, che associa a ciascuna traiettoria tra i tempi ¢; e ty l'integrale della
lagrangiana lungo la traiettoria.

La lagrangiana L in ogni punto della traiettoria é una funzione della posizione del punto e
della sua velocita lungo la traiettoria stessa.

Vogliamo estendere il formalismo di Lagrange al caso di N punti materiali soggetti a forze
conservative e a vincoli olonomi bilateri.

Conviene introdurre una nuova struttura geometrica.

Data una varietd liscia ¥ di dimensione d (che pué essere R¢) ed un suo punto P € ¥ consid-
eriamo la classe di equivalenza di tutte le curve differenziabili che giacciono in 3, passano per
P e hanno in P la stessa tangente 7. Questa collezione é dunque parametrizzata assegnando
ad ogni punto di ¥ un vettore basato in P e quindi associando a ¥ un campo vettoriale.
Chiamiamo questo campo vettoriale su X fibrato tangente di 3 e lo indichiamo con T3.
Poiché ogni intorno di 3 é diffeomorfo ad un aperto di R? ed ogni intorno di 7 ¢ diffeomorfo ad
un aperto di R¢ e le funzioni di transizione sono regolari, ogni intorno di un punto in z € TS
¢ diffeomorfo ad un aperto di R??.

In ogni punto di 7Y possiamo scegliere allora coordiante locali q; ...qq, M1, ---Nq-

Nel caso X sia una superfice di vincolo per un sistema di N punti materiali in R le g
parametrizzano le posizioni dei punti e le 7, parametrizzano le derivate delle curve su X (quindi
le possibili velocitd virtuali ; virtuali poiché il parametro che viene usato non € il tempo).
Naturalmente se la varietd in esame ¥ é immersa in RM, M > d e non dipende dal tempo,
si pud scegliere il tempo come parametro e quindi si possono considerare le 7, come possibili
coordinate della velocita di spostamentodi un punto su .

Se invece >; é una varietd immersa che dipende dal tempo, in generale le velocita virtuali non
coincidono con le velocita di un generico punto su ¥;. La differenza rappresenta il trascinamento
dovuto al moto della varieta.

Per il sistema di N punti materiali che abbiamo trattato nella Lezione precedente abbiamo
introdotto la Lagrangiana L, che nel linguaggio dei fibrati tangenti possiamo descrivere come
la funzione su TR3*" data da
LIX,)Yt)=T(X.Y)-U(X,t) n'= ddif Y={n"} m=1,...N, k=1,2,3

Possiamo utilizzare le coordinate x}' dei punti materiali per descrivere lo spazio delle con-
figurazioni del sistema e in ciascun punto di R*" abbiamo utlilizzato le coordinate ny* per
descrivere i punti della fibra. Ma le equazioni di Lagrange valgono per qualunque altra scelta
di coordinate in TR3N.

Notiamo che in questa formulazione la Lagrangiana é un oggetto geometrico definito sul fibrato
tangente. Le soluzioni delle equazioni del moto (in forma lagrangiana) si ottengono mediante il
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primo principio variazionale di Hamilton come estremali dell’integrale della lagrangiana lungo
traiettorie in TR3M che hanno nelle variabili posizione estremi fissati

Notare che é questa scelta di quali siano le coordinate di posizione che distingue TR3N da RV,
Poiché i principi variazionali valgono per qualsiasi sstema di coordinate possiamo utilizzare il
primo principio variazionale di Hamilton scrivendo L in qualunque sistema di coordinate X in
cui venga descritto il fibrato tangente.

E’ naturale chiedersi se é possibile utilizzare i principi variazionali anche nel caso di sistemi
vincolati in modo tale da poter utilizzare il sistema di coordinate piti conveniente.

In questa Lezione dimostreremo che questo é possibile per i sistemi vincolati con vincoli olonomi
bilateri anche dipendenti dal tempo.

Otterremo quindi per questi sistemi le equazioni in forma lagrangiana.

Se i vincoli dipendono dal tempo, le Lagrangiana dipendera in generale dal tempo in e di
questo bisognera tenere conto nello scrvere le equazioni del moto.

Anche nel caso di sitemi vincolati per i quali il punto rappresentativo del sistema appartiene alla
varieta Y, introdurremo una funzione definita su 7%, che chiameremo Lagrangiana del sistema
vincolato e indicheremo con i simbolo L,;,.; dimostreremo che le soluzioni delle equazioni di
Newton-d’Alembert sono preciamente le soluzioni di un naturale principio variazionale costru-
tuito a partire da L.

Questo renderd plausibile 1'utilizzazione dei principi variazionali come base per la determi-
nazione delle equazioni del moto per una larga classe di sistemi fisici.

Prima di enunciare il Principio variazionale per sistemi vincolati con vincoli olonomi bilateri e
dimostrare che le soluzioni che si ottegono coincidono con quelle ottenute mediante i principio
di d’Alembert facciamo alcune considerazioni preliminari.

a)

Consideriamo inizialmente il caso in cui i vincoli non dipendono dal tempo e quindi possno
essere descritti da una superfice di vincolo ¥ non dipende dal tempo. Indichiamo con d la sua
dimensione possiamo e utilizziamo coordinate ¢ = {q1,...qq} per parametrizzare un intorno
N sufficientemente piccolo di un punto ¢" € X.

Parametrizzero con le coordinate n = 1, ...1n, le fibre del fibrato tangente con base N

In questo caso definiamo Lagrangiana del sistema vincolato L. la restrizione a T della
Lagrangiana del sistema in assenza di vincoli.

Le coordinate n sulle fibre di T3 sono le componenti di un vettore che da la velocita di sposta-
mento su X. Poiché il vincolo non dipende dal tempo, potremo prendere il parametro tempo
per parametrizzare le traiettorie e quindi n pud indicare la velocita del punto rappresentativo
sul vincolo .

Analogamente definiremo azione I% .

lagrangiana L,;,. sul cammino ~y

() relativamente e al cammino v € ¥ l'integrale della

15 (7) = / Lo (a(s).1(s))ds Lo

Se il cammino non é tutto contenuto in N utilizziamo la proprietd di additivitd degli integrali
e le leggi di trasformazione di coordinate da un intorno al’altro.
b)

Se i vincoli dipendono dal tempo, la definizione di azione é leggermente piu elaborata e
tiene conto della differenza tra velocita virtuali e veocita reali.
In questo caso, la variazione nel tempo delle coordinate di un punto di un punto ha due
componenti; una rappresenta lo spostamento del punto sul vincolo e 'altra rappresenta lo
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spostamento del vincolo; la prima componente rappresenta lo spostamento virtuale e la loro
somma vettoriale rappresenta lo spostamento reale.

Per precisare questa decomposizione scegliamo in T'%, un intorno A del dato iniziale (al tempo
to) di coordinate gy, nr, k=1...d.

Notiamo che se i vincoli vengono modificati nel corso del tempo in modo regolare, la varieta
Y, é diffemorfa a X, .

Se indichiamo con ®;;, la trasformazione di coordinate che realizza questo diffeomorfismo
la velocita di un punto rappresentativo su %, avra quindi due componenti: la prima é la
trasformazione dovuta a D®,,, della coordinata che rappresenta la velocita del punto rappre-
sentativo sul vincolo considerato fisso e la seconda é la velocita di trascinamento v(q,t) dovuta
al movimento dei vincoli.

La seconda componente é descritta al tempo ¢y da un vettore che dipende dalla coordinate ¢
ed eventualmente dal tempo.

Poiché la composizione delle velocita é espressa dalla loro somma vettoriale la velocita nel
sistema di riferimento del vincolo é la somma vettoriale della velocita del punto rappresentativo
sul vincolo e della velocita di trascinamento.

La prima componente sara descritta al tempo ¢y dalle coordinate 7, nella fibra;

Il fatto che nell’espressione della Lagrangiana appaiano solo coordinate di posizione e velocita
ma non di accelerazione rende naturale la seguente definizione

Definizione 4.1

La Lagrangiana del sistema vincolato é

Luine(q,m,t) = L(g,n + v(g,1),1) 4.3

dove L é la restrizione a TS della lagrangiana L.

Definiamo come prima il funzionale d’azione IZ (v) sulle traiettorie v del sistema.

vinc
Definizione 4.2
Il funzionale d’Azione I'% . per un sistema vincolato con vincoli olonomi bilateri é 'integrale

lungo ~ della Lagrangiana L;,..

¢
Con queste definizioni di L,;,. € [vme le soluzioni delle equazioni del moto del sistema vincolato
con vincoli olonomi bilateri (che possone dipendere dal tempo) sono descritta dal seguente

principio variazionale

Principio variazionale per vincoli olonom: bilater:

Le traiettorie del sistema sono i punti critici del funzionale I
cui siano fissate le coordinate di posizione a due tempi tq, t».
Le equazioni del moto sulla varieta di vincolo sono le equazioni di Lagrange con Lagrangiana
Lvinc

valutato su traiettorie di

d aLvinc aLvinc
— = 4.4

dt[ ank ]nk:dk Ok
O

Proposizone 4.2

Per un sistema di N punti materiali soggetti a forze conservative e a vincoli olonomi bilateri
le equazioni di Lagrange con Lagrangiana L,;,. sono equivalenti alle equazioni di Newton
supplementate dal Principio di d’Alembert.

¢
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Nota 4.1

Poiché un corpo rigido é, dal punto di vista della dinamica, equivalente ad un sistema di
punti materiali tra loro rigidamente vincolati, la Proposizione 4.2 vale anche per un sistema
composto da punti materiali e da corpi rigidi, che interagiscono fra loro o con 'ambiente
attraverso forze conservative, e sono soggetti a vincoli olonomi bilateri.

L

Dimostrazione della Proposizione 4.2
Supponiamo che 7 sia un punto stazionario di I,i,.; dunque (DZyinc), = 0.
Se la traiettoria 7 ¢é descritta da q(t) e 7/ é descritta da q(t) + h(t), h € My, 7' sard descritta
in coordinate naturali da =} (q(t) + h(t),t).
Poniamo

S (R) (1) = ap(qlt) + h(D), ) — p(a(t). 1) 43

Per costruzione 67 (h) é infinitesima di ordine ||h|| nella topologia scelta su My, e inoltre esiste
una funzione a valori vettoriali di componenti (}'(¢), tangente a ¥; (il vincolo pué dipendere
dal tempo) nel punto di coordinate ¢(t), e tale che

o (h)(1) = [n()I¢E () + o([[]]) 4.4

Reciprocamente, per ogni funzione ((¢) a valori vettoriali, di componenti (}’, che per ogni t é
tangente a 3, nel punto ¢(t), é possibile scegliere h in M in modo tale che (4.4) sia soddisfatta.
Calcoliamo Lyine(Y') — Iyine(y) considerando Ly,. come funzione delle coordinate x}, i} e
utilizzando (4.3) e (4.4). Otteniamo

/ 2 aLm‘nc d aLvinc n
) = L) = [ 5 % ( G ) mioigta | =olll) 45

o dt 0im
1 k=123n=1,.N Oz} Oty

Ogni funzione ((t) a valori vettoriali pué essere scelta in (4.5).
Dall'ipotesi (DIL )() = 0 si deduce allora che la funzione FV*7 a valori vettoriali, di compo-

nenti definite da
FV,y <5va'nc d 6Lvinc
L= _

31;7]3 dt aZL’Z >xg:;cg(t),yg=y2(t)

( dove v é la traiettoria x}(t) = a7 (q(t),t), yi(t) = yp(q(t),q(t),t)) rappresenta per ogni
t; <t <ty un vettore in R3" perpendicolare a ¥; nel punto di coordinate naturali z7(¢).

La forza di vincolo FV7(t) cosi definita dipende dalla traiettoria v e quindi per ogni ¢; dai dati
"iniziali” ¢(t1), (t1), e quindi in particolare da ¢(t), ¢(¢).

Ne concludiamo che le forze di vincolo cosi ottenute non dipendono solo dalla configurazione
del sistema soggetto a vincoli e quindi non esiste in generale un campo di forze F(x,t) tale che
si ha che si abbia V7 (z,t) = FV(x,t).

Utilizzando (4.1) si ha allora, per definizione di F¥"

4.6

mpi™(t) = F,(t) + FEY(t)  t <t <ty 4.7

e inoltre FV"7(t) é per ogni t perpendicolare a X(t) ¢, t; <t <ty

Dunque la traiettoria considerata da una soluzione delle equazioni di Newton supplementate
dal principio di d’Alembert.

Sotto naturali condizioni di regolarité le equazioni di Newton-d’Alembert hanno una soluzione
unica per ogni scelta di dati iniziali compatibili con il vincolo.
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Ne segue che la traiettoria considerata ¢é la soluzione del sistema di equazioni di Newton-
d’Alembert con dati iniziali

w(t1) = x(q(t), to), @(t1) = 2(q(t), 4(t),1)|i=t, 4.8

(questi dati sono compatibili con il vincolo poiché per costruzione Z(¢;) é tangente in z(t;) a
X(t1).

Reciprocamente, supponiamo che {z,,n(t), FY"(t)} siano una soluzione del problema di Cauchy
per le equazioni di Newton - d’Alembert, con dati iniziali (1), Zo(t1).

Notare che questo problema di Cauchy porta sia alla determinazione della traiettoria che delle
forze di vincolo in ogni punto della traiettoria.

Dunque vale (4.7) per un’opportuna funzione a valori vettoriali £V"7 che per ogni t e per ogni
7 individua un vettore in R3" il quale é perpendicolare alla superficie di vincolo nel punto di
coordinate z7(t) (Principio di d’Alembert).

Da (4.7) si deduce allora che, per ogni t; <t < t5 il vettore m, @} (t) — F}'(t) é perpendicolare
a 2(t) nel punto di coordinate x}(t).

Ne consegue, attraverso (4.7), che se sulle funzioni a valore in RV che soddisfano

si definisce il funzionale d’Azione I,;,. come in (4.5), si ha

[ Laine(Y) = Liine (1) = o([[A]]) 4.10

Infatti per ogni h € M esiste una funzione a valori vettoriali di componenti (}'(¢), tangente
a X(t) nel punto di coordinate z}(t) e che soddisfa (4.8).

Dunque (4.10) vale per ogni h € My, e quindi (DI%, ), = 0.

Questo conclude la dimostrazione della Proposizione 4.1.

Q

Nota 4.2

Conviene notare esplicitamente che lo spostamento virtuale §}'(h)(ty) all’istante ¢, entra
in modo naturale nella formulazione in coordinate locali del principio variazionale di Eulero-
Lagrange per sistemi soggetti a vincoli olonomi bilateri.

s
Nota 4.3

E’ importante notare che attraverso il formalismo di Lagrange e i Principi Variazionali

abbiamo anche dedotto la forma esplicita (4.6) delle forze di vincolo. Questo ¢é utile nelle
applicazioni perché permette di valutare ’applicabilita del formalismo.
Ad esempio nel caso in cui il sistema reppresenti un punto materiale di massa m non soggetto
a forze ma vincolato a muoversi su una circonferenza di raggio R(t) la lagrangiana vincolata
scritta in coordinate polari é, indicando con n un vettore tangente alla circonferenza di raggio
R(t), con 0 la coordinata sulla cinconferenza e con ((#) la normale alla circonferenza diretta
verso l'esterno

1 . 1 1.
Lyine(0,m) = §m[17 + R(t)§]2 = §m172 + ER(L‘)2

I1 punto rapprentativo si muove quindi liberamente sulla circonferenza (1" unica forza present
é la forza di vincolo che é perpendicolare al vincolo).
Il moto del punto rappresentativo é descritto da

x1(t) = R(t)cos(wot) xo(t) = R(t)sen(wot) 4.11
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La forza di vincolo ¢ in questo caso il vettore di componenti cartesiane F)' (t), Fy (t) date da

4.12

dove zy(t) ¢ data da (4.11).
La forza di vincolo dipende dunque sia dalla posizione del punto rappresentativo che dalla sua
velocita sul vincolo.

)

COSTANTI DEL MOTO COME VINCOLI ANOLONOMI

Supponiamo che, quando si descriva una lagrangiana L in coordinate ¢, ...qgy risulti che L
non dipende da una delle coordinate, che senza perdita di generalitd assumiamo essere qy.

In questo caso diremo che la coordinata gy é ciclica (per la lagrangiana considerata).

Si ha allora per definizione

oL
— =0 4.13
dqn
e si deduce dalle equazioni di Lagrange
4oL _ 114
dt 8q N
e quindi
oL
—— = (C'y = costante 4.15
4N

Ad ogni variabile ciclica corrisponde dunque una costante del moto.

Discuteremo in generale questa corrispondenza nella Lezione 5. In quel contesto chiameremo
momento coniugato a qy la funzione 8%\]‘
La (4.15) si traduce quindi nell’affernazione che i momenti coniugati a variabili cicliche sono

costanti del moto.

Notiamo che la (4.15) é una relazione a-priori che la scelta del dato iniziale determina tra
coordinate e velocitd. Si tratta pertanto di un vincolo che é anolonomo (bilatero) poiché il
termine a sinistra nella (4.15) dipende da posizione e velocité.
In particolare se I’energia cinetica é quadratica nelle velocitd la legge di conservazione assume
la forma

QN:F(CN, Qh---QN—la(h»--'QN—l) 4.16

Risulta quindi naturale considerare il sistema di equzioni che si ottiene utilizzando la (4.15)
nelle equazioni di Lagrange per il sistema da cui siamo partiti .

La difficoltd che si incontra é che il sistema cosi ottenuto é lagrangiano in generale ma la sua
lagrangiana non si ottiene dalla lagrangiana di partenza utilizzando (4.16) .

Descriveremo nella Lezione 5 un metodo, dovuto a Routh, mediante il quale é possibile utiliz-
zare la costante del moto (4.15 ) per ricondurre il problema allo studio di un sistema lagrangiano
che ha un grado di liberta in meno.

Conviene quindi notare esplicitamente che per un vincolo anolonomo non si pud procedere
come nel caso di vincoli olonomi per dedurre le equazioni di Lagrange per il sistema vincolato.
Per vedere questo, supponiamo che sia possibile invertire la (4.15) e scrivere esplicitamente

v = qn (@1, - gqn—1,41, - - - Gn-1,1) 4.16

40



La sostituzione di (4.16) nella Lagrangiana produce una funzione delle ¢y, ... ¢ny—; e del tempo
che non rappresenta la Lagrangiana L,;,. del sistema vincolato.

Questo é dovuto al fatto che le derivate parziali rispetto alle ¢, e rispetto alle 7, entrano in
modo diverso nelle equazioni di Lagrange.

Un semplice esempio fard luce sull’errore che si commette sostituendo direttamente (4.15) nella
lagrangiana e procedendo come nel caso di vincoli olonomi.

Per il moto di un punto fisso di massa 1 in un piano, sottoposto ad una forza centrale di energia
potenziale U(|z|) la lagrangiana, scritta in coordinate cilindriche, ha la forma

) 1r. :
Lp,6,p,60) = 5 [p2 + p292} ~U(p) 4.17

La coordinata 6 é ciclica, dunque si conserva la quantitd (momento angolare)

oL :

l=—==)p% 4.18
00

La sostituzione di questa espressione di [ nella lagrangiana darebbe la funzione

1
I = 3 [0*+1Pp%] = Ulp) 4.19

D’altra parte sappiamo che la legge di conservazione dell’energia, unitamente alla conservazione
del momento angolare, implica che viene conservata la funzione energia:

1r. : 1. _
E=3 [ﬂ2+p292] +U(p) =5 0"+ 0]+ Ulp)

e questa ¢ la legge di conservazione dell’energia per il moto descritto dalla Lagrangiana

L'== % 0> = 1Pp%] = Ulp) 4.20

Confrontando L” con L’ si vede che le identitd corrispondenti ai vincoli anolonomi non possono
essere utilizzate direttamente nella lagrangiana.
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Lezione 5. METODO DI ROUTH. PRINCIPIO DI MAUPERTUIS

Consideriamo un sistema dinamico con N gradi di liberta descritto da una lagrangiana L
indipendente dal tempo definita su una varieta T'X.

In questa Lezione ci limiteremo a considerare il caso ¥ = RY. Tutti i risultati valgono, in
generale solo localmente, per una varieta qualunque .

Supponiamo che quando si utilizzano le coordinate q1, ... qxn, 7 ... ny risulti che L non dipende
da una delle coordinate nello spazio delle configurazioni, che senza perdita di generalita as-
sumiamo essere qy .

In questo caso diremo che la coordinata qy ¢ ciclica .

Si ha allora per costruzione

oL
— =0 5.1
dqn
e si deduce dalle equazioni di Lagrange
d 0L
_i =0 5.2
dt 8q N
e quindi definendo
0L

PN(Q1y - qN=1, sy - TIN) 5.3

e
risulta che la funzione py assume valore costante lungo le traeittorie del sistema. In breve,
diiremo che é una costante del moto.

Ad ogni variabile ciclica corrisponde dunque una costante del moto (solo locale se le equazioni
sono scritte in coordinate locali).

Discuteremo in generale questa corrispondenza tra variabili cicliche e costanti del moto nella
prossima Lezione.

Vogliamo notare qui che py = cost = C' é una relazione a-priori che la scelta del dato iniziale
induce tra le coordinate q1,...qn,¢1,---GN- -

Si tratta di un vincolo anolonomo, poiché la funzione py dipende da posizione e velocita.
Abbiamo visto alla fine della Lezione precedente che nel caso di vincoli anolonomi la riduzione
dei gradi di liberta non pud essere fatta seguendo il procedimento adottato nel caso di vincoli
olonomi.

Nel caso particolare in cui questa costante del moto ha origine dal fatto che una variabille
é ciclica nelle lagrangiana , é possibile utilizzare la costante del moto (5.3) per ricondurre il
problema allo studio di un sistema lagrangiano che ha un grado di libertd in meno mediante
un procedimento che é stato descritto da Routh.

IL METODO DI ROUTH

Questo é un procedimento che permette di ridurre lo studio di un sistema lagrangiano in cui
sia presente una coordinata ciclica allo studio di un altro sistema lagrangiano con un grado di
liberta in meno.
Risultera evidente dalla costruzione che faremo che il metodo si applica anche quando alcune
delle equazioni di Lagrange hanno la forma

d OL 0L

= _ = _F 4
dt 8qk 8qk k(Q) g

dove F} é la k™ componente di una forza che dipende solo dalle coordinate di posizione.

Supponiamo che la variabile gy sia ciclica per il sistema descritto nelle coordinate q1, ... qgn
dalla lagrangiana L(qy,...qn—1,71,---1N)-
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In questo caso py = 8877—@ ¢ una funzione che assume valore costante lungo il moto del sistema

del moto quando si ponga 7, = g—qu.

. .. . . . 2 . , .
Se, come avviene nel caso di sistemi newtoniani, gn—QL # 0, si pu6 esprimere (almeno local-
N

mente) ny in funzione di py e delle rimanenti variabili

v =F(q,...qn=1,m, . - IN=1;PN) 5.5

per oportuna funzione F.

Abbiamo gia notato che si commetterebbe un errore sostituendo questa espressione al posto di
ny nella lagrangiana del sistema e considerando I’espressione risultante come lagrangiana del
sitema ridotto.

La lagrangiana del sistema ridotto si ottiene invece con il seguente procedimento.

Per le traiettorie del sistema lagrangiano con lagrangiana L tali che su di esse la funzione F
assuma il valore C' poniamo

Le(quy - qn-1,m, - 0n-1) = [L(q1, ... nn) — Cny] 5.6

dove ny ¢é definita da (5.5) con py = C..

Notiamo che la lagrangiana ridotta Lo dipende da qg,mx, k= 1... N —1 ed esplicitamente dal
valore C' della funzione F.

Dalle equazioni di Lagrange segue che la (5.6) provvede la corretta dipendenza dal tempo di
gn purché la variazione nel tempo delle altre coordinate sia descritta dalla Lagrangiana Le.
Nel verificare quest’affermazione bisogna notare che la definizione di derivata parziale a%k nella
scrittura delle equazioni di Lagrange nel caso della Lagrangiana L risulta diversa dal caso della
Lagrangiana L¢.

Con il simbolo g—qu si intende il limite del rapporto incrementale ottenuto senza alterare il valore

numerico di go, ... qN_1,M1,---1N-
Mentre con %LTlC indichiamo il limite del rapporto incrementale ottenuto senza alterare il valore
numerico di o, ... qN-1;M1, - - - 1N_1, PN -

Poiché py dipende in generale esplicitamente dalle gk, le due operazioni non coincidono in
generale.

Nel calcolare la derivata parziale rispetto a ¢; per py costante sard quindi necessario tener
conto della dipendenza di ny da ¢; quando py sia tenuto costante.

Si ha allora, da (5.6) utilizzando la regola di derivazione di funzione composta, per k =

1,...N—1
0L¢ af oL of oL 0L
Oqk Oqr ~ Oy Oqr ~ g Oqr
Nell'ultima identita abbiamo utilizzato la definizione di py.
Analogamente avremo per k =1,... N — 1
oL 0 oL 0 oL  OL
_C:_pN_f+_._f+_:— 5.8
O O Oy O, O O
Per ipotesi le traiettorie del sistema verificano
d OL 0L dq
——— ———=0, k=1,...N—1 = — 5.9
dt 8nk qu ’ ’ ’ "l dt
e si avra dunque identicamente
d 0Lc OL¢
- — =0, k=1,...N—-1 5.10
dt Oqx g ’ ’



che sono precisamente le equazioni di Lagrange per la lagrangiana

Lc(ql,...qN_1,771,...77N_1) 511
Nota 5.1
La lagrangiana Lo (qr, ... qn-1;71-.-1n—1) descrive correttamente il moto solo per i dati
iniziali in corrispondenza ai quali funzione 9?7_@ (che é costante lungo il moto se si pone n = ¢y)
assume il valore C.
[

Nota 5.2

Dalla dimostrazione data sopra risulta evidente che, ponendo

Ll = L(Qh 7N, t)nN:f(‘h,...;pN) 5.12

(cioé omettendo in (5.6) il secondo termine) le traiettorie del sistema non sono soluzione delle
equazioni di Lagrange con lagrangiana L.

&
IL PRINCIPIO DI MAUPERTIUS

Abbiamo visto che nel formalismo lagrangiano se una variabie ¢ ciclica il sistema pud essere
descritto da una famiglia di lagrangiane che descrivono sistemi che hanno un grado di liberta
in meno del sistema di partenza.

Possiamo porci il problema se un risultato analogo si possa dedurre se si assume che la la-
grangiana non dipenda dal tempo. Il tempo essendo un parametro e non una coordinata
lagrangiana, la risposta é ovviamente negativa.

Si pud invece cercare di sviluppare in formalismo i cui il tempo possa essere trattato come
coordinata, e ammetta una coordinata duale nel senso in cui i momenti pp = g—qu sono duali
alle coordiante nel formalismo lagrangiano.

Discuteremo brevemente il principio di Maupertius, che ha avuto un ruolo storicamente im-
portante (é attraverso questo principio che Lagrange ha ottenuto le equazioni che portano il
suo nome).

Il principio variazionale da cui abbiamo dedotto le equazioni di Lagrange ¢é stato introdotto
successivamente da Hamilton.

Il principio di Maupertius é un principio variazionale per un funzionale sullo spazio delle
traiettorie a energia costante e come tale viene ad esempio utilizzato per studiare 1’esistenza
di soluzioni periodiche su superfici di energia costante.

Inoltre il principio di Maupertius provvede una formulazione dei principi variazionali della mec-
canica classica che presenta delle similitudini con il principio di Fermat dell’ottica geometrica
(la luce segue il cammino di minima lunghezza ottica).

Anche questo ha avuto importanza dal punto di vista storico, poiché Hamilton ha sviluppato
la teoria delle trasformazioni canoniche partendo dalle proprieta dei cammini di luce in ottica
geometrica.

Dedurremo il principio di Maupertius a partire dal principio di Hamilton; storicamente, é
avvenuto l'inverso.

Considereremo solo sistemi meccanici, cosi che la lagrangiana ¢ la differenza tra energia cinetica
(quadratica nelle velocitd) ed energia potenziale.

Consideriamo una lagrangiana L che non dipende dal tempo.

Il corrispondente sistema dinamico é dunque conservativo ed é costante del moto 1’energia.
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Calcolando la derivata della lagrangiana lungo la traiettoria e utilizzando le equazioni di La-
grange

dL _§~OL . OL.
&t~ = 0g," " 94"
d oL dL d oL
_ -n__. _‘..n —_ .n_‘ 5'13
Ne segue
d oL
NG =0 5.14

Per una generica lagrangiana L indipendente dal tempo é quindi costante lungo il moto la
quantita

Y oL

E(q,q) = Gupy — L 5.15

= O
a cui si da il nome di energia totale del sistema.
Nel caso particolare in cui la Lagrangiana é data da L =T — U dove T é quadratico omogeneo
nelle velocitd e U dipende solo dalle variabili ¢, per il teorema di Eulero sulle funzioni si ha

an% =927

e quindi I'energia totale del sistema é T+ U.

Si pud notare che la conservazione dell’energia é conseguenza del fatto che il parametro ¢ non
appare nella lagrangiana. E che la conservazione dell’energia induce una relazione a priori tra
le coordinate e le velocita, quindi un vincolo bilatero anolonomo .

Tuttavia ¢t non é una coordinata e quindi il metodo di Routh non é direttamente applicabile.
Per poterlo applicare, introduciamo invece del tempo un parametro 7 che parametrizza le
traiettorie (in ottica geometria é il cammino ottico).

In seguito t verrd interpretato come coordinata (che non appare nella lagrangiana) e il suo
momento coniugato sard I’energia (che é quindi conservata).

In questo procedimento ¢ viene riguardato come funzione di 7 (notiamo che in generale la dipen-
denza esplicita é diversa per traiettorie che corrispondono a soluzioni diverse delle equazioni
di Lagrange).

Il parametro 7 sard scelto come funzione di z; ...z y,t in modo tale da formulare il principio
di minima azione lagrangiana come principio di minima azione relativamente ad una nuova
azione lagrangiana in cui 'integrale viene effettuato rispetto al parametro 7 tra estremi fissati.
Le traiettorie cosi costruite risultano essere traiettorie ad energia costante.

Ponendo

qu dt
= = — 5.16
T T’ dr
la lagrangiana ha la forma
¢ =
L<q1,...qN,t—},...t—],V> = L(q,q,t") 5.17
Il funzionale d’Azione sara dunque dato da
m ~ dt
I(y) = / L' (g (7)), cqn(7), (7). .. g (7), ¥ (7)) dT, L' = L% 5.18
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Notiamo che nella lagrangiana L’ appare la variabile ¢( che pué essere riguardata coe una

coordinata) attraverso la sua derivata t’ = j—i ma non il parametro T.

Il momento lagrangiano coniugato alla coordinata t’ é

oL’ oL
pr="-=L—-> Gz =E 5.19

Scegliendo il parametro 7 in modo che valga I'identita

dor
dt ot

5.20

possiamo applicare il metodo di Routh e scrivere una lagrangiana L che dipende solo dalle g,
dalle ¢’ e dall’energia E.

Si ottiene
. OL

e 5.21
- "D

_ OL
L=L —tp=(L—-p)t' =L — Iy—— =1
pe = (L —py) Xn:q 9.

Il principio variazionale relativo a questa lagrangiana fara riferimento alla nuova azione

A== / Ldr = / > pegrt'dr 5.22
T1 T1 k

Nel caso in cui la Lagrangiana ha la forma L =T — U dove U non dipende dalle velocita e T
é quadratica omogenea nelle velocitd, il funzionale di Maupertius A ha la forma

A= 2/ T t'dr 5.23

Con queste notazioni il Principio di Maupertius é:

PRINCIPIO DI MAUPERTIUS
Tra tutte le traiettorie considerate, le soluzioni di energia E delle equazioni di Newton sono
quelle che rendono A stazionario.

o

Dimostreremo questo principio dimostrando che esso é equivalente al principio variazionale di
Hamilton. Notare che in (5.23) non si pué sostituire t'dr con dt poiché t non é una variabile
indipendente.
La sua relazione con 7 é condizionata dal fatto che, per applicare il metodo di Routh, abbiamo
assunto che I'energia abbia valore costante.
In particolare, nel principio variazionale relativo alla lagrangiana L le variazioni devono essere
fatte su una classe di traiettorie per le quali le variabili ¢ assumono gli stessi valori agli estremi
del dominio di integrazione, e quindi in corrispondenza ai valori 71 e 75 del parametro 7.
1l valore che su ciascuna traiettoria assume la variabile t in corrispondenza a questi valori dei
parametri € determinato dalla condizione che l’energia assuma valore costante.
Nota 5.3

E’ importante sottolineare che la condizione che l’energia abbia valore costante su tutte le
traiettorie considerate non € una limitazione sulle traiettorie ma solo sulla dipendenza della
variabile ¢ dal parametro 7, e in particolare sul valore della variabile ¢ in corrispondenza agli
estremi 7 e .

&
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Per mettere in evidenza ’analogia con il principio di Fermat dell’ottica geometrica (in ogni
mezzo materiale la luce segue il cammino di minima lunghezza ottica) consideriamo il caso in
cui L =T — U e scriviamo 'energia cinetica 7" nella forma

1 (ds’ 1 dgy,
(&) =3 (&) ;

Abbiamo posto una barra su ds per ricordare che non si tratta in generale del differenziale di
una funzione ma solo di un simbolo.

Notiamo ora che - -
ds\* _ (ds™) 1
dt) — \dr | (¥)?

oJ/E —Udr

A:/ V2(E — U)?dr :/ V2(E —U)ds 5.25
T1 T T1

Per un punto materiale (N = 3) il principio di Maupertius ha dunque una notevole somiglianza
con il principio di Fermat, quando si consideri \/2(F — U) come indice di rifrazione del mezzo
e si consideri 7 come lunghezza ottica (conviene sottolineare che nel principio di Maupertius
il parametro 7 non ¢ il tempo).

Si ha
Proposizione 5.2
Il Principio variazionale di Maupertius é equivalente al Principio variazionale di Hamilton.

¢

Dalla derivazione del funzionale A mediante il metodo di Routh segue che i punti critici del
funzionale d’Azione sono anche punti critici del funzionale di Maupertius A.

La dimostrazione del converso é pit laboriosa e richiede 1'utilizzo di tecniche di punti critici
condizionati.

Non la daremo qui.

cosi’ che

da cui si deduce

47



Lezione 6. TRASFORMAZIONE DI LEGENDRE, EQUAZIONI DI HAMILTON,

Se L(q,n,t) é la Lagrangiana di un sistema con N gradi di ibertd, ponendo

oL
P on; '
le equazioni di Lagrange assumono la forma
oL oL
i = A ) = =1...N 6.1
g 04 g 0q; '

Per definizione p; é il momento coniugato alla coordinata g; (rispetto alla lagrangiana L.)
Per un sistema di n punti materiali in R? di massa m;, soggetti a forze potenzial con potenzale
V(X,t) la Lagrangiana ha la forma

1< _
L= ;mkmﬁ +V(X,1)

e quindi p* = my*, 2% € R3. In questo caso il momento coincide con la quantitd di moto.

Ma la definizione di momento come variabile lagrangiana vale in generale.

E’ ovvio che il sistema di equazioni (6.1) non é simmetrico nelle variabili g e p.

Per ottenere una formulazione pii simmetrica, conviene procedere scrivendo le relazioni tra
momenti e velocita nella forma ¢, = gTH; per un’opportuna funzione H.

Serve a questo scopo la trasformazione di Legendre che ora descriviamo.

Se questa trasformazione viene effettuata indipendentemente in ciascun punto dello spazio
delle configurazioni viene meno la relazione cinematica tra q e p

Vedremo che questo permette di formulare la dinamica come descritta da equazioni differenziali
del prim’ordine nel tempo tra le variabili ¢;..qn, p1,.-pN-

La struttura che viene cosi composta (equazioni di Hamilton) é definita in un spazio di dimen-
sioni 2N che non € il fibrato tangente e pertanto le trasformazioni di coordinate che si possono
eseguire in questo spazio differiscono da quelle finora viste nel formalismo lagrangiano.
Vedremo che questa struttura ha un’ interessante interpretazioni geometrica (geometria sim-

plettica)

E’ interessante notare che la trasformazione di Legendre é anche quella trasformazione che
connette le diverse forme delle equazioni di stato in termodinamica, facendo passare da un
potenziale termodinamico all’altro.

Per comprendere la struttura della trasformazione di Legendre consideriamo inizialmente
il caso di una funzione convessa F'(x) della variabile reale x.
Assumiamo che F' sia due volte derivabile con derivata seconda continua. Poniamo

dF
= — 6.2
ylz) = —
Poiché F é convessa, sara % (%) > (0 e quindi é applicabile il teorema della funzione implicita,
in modo da ottenere x come funzione di y (indicheremo questo con la notazione z(y)).
Definiamo la seguente funzione di variabile reale
G(y) = yz(y) — F(z(y)) 6.3
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Vogliamo dimostrare che la relazione (6.2) é equivalente a

_da

- 4
dy 6

z(y)

Per dimostrare che vale questa relazione di dualitd introduciamo una nuova variabile indipen-
dent z e consideriamo z (e quindi y) come funzione differenziabile di z.
La (6.3) ¢ allora scritta

Gy(2)) = y(z) - 2(z) — F(x(2))

da cui, differenziando rispetto a z

dG dy dF dx 6.5
—_— = — = _— _ .
dy dz dx 4 dz
Scegliendo in ciascun punto la parametrizzazione in modo che
dx dy
— #0# — 6.6
dz 707 dz
segue da (6.5) che (6.2) e (6.4) sono equivalenti.
Da (6.5) si deduce anche
dx dy
A W A
dy 707 dx
e da (6.2) e (6.4) si ha
d*g

%O%d—yg

d*f
dz?
Queste considerazioni possono essere estese senza difficoltd al caso di funzioni convesse su RV
a valori reali, di classe C2.
Se F ¢ strettamente convessa e di classe C?, posto

ysza—F, k=1...N 6.7
axk
definiamo G nel seguente modo
N
Gy) =D we-wiy) — Fla(y)) 6.8
k=1

dove z(y) é espressione di x in funzione di y che si ottiene invertendo (6.7).
Si ha allora 50

o

In questa definizione I'ipotesi di convessita é stata utilizzata per garantire che (6.7) sia invert-
ibile per ogni valore di x.
Infatti se F' é strettamente convessa la matrice

T 6.9

o2F
OxO0xp,
si pué far uso del teorema della funzione implicita (questa volta per funzioni a valore in RY).

¢ definita positiva, e quindi invertibile, e

La funzione G é detta trasformata di Legendre della funzione F.
Notare che in questo modo la trasformazione di Legendre é definita solo per funzioni per cui

2 ;. 1 .
8‘9 5 ¢ invertibile ovunque.
x0T
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Noi considereremo solo il caso in cui F' é convessa.

Poiché (6.8) é simmetrica per lo scambio x < y, F « G si vede che F ¢é la trasformata di
Legendre di G.
Dunque la trasformazione di Lagrange stabisce una dualitd tra le funzioni F' e G.
Si pué notare che per ogni y € RV la funzione G definita in (6.8) é convessa se F é convessa.
Infatti la matrice
0°G

i mk=1...N

¢é inversa della matrice
0*F

La definizione di trasformazione di Legendre pud essere generalizzata nel caso la funzione F
sia convessa ma non necessariamente continua, e abbia valori in (—oo, +00].

La definizione che riportiamo qui di seguito, e che é quella che si trova in generale nei testi di
analisi, é equivalente a quella data qui sopra nel caso di funzioni di classe C? su RY.

Essa vale anche se la funzione é definita su spazi metrici separabili di dimensione infinita, in
particolare su spazi di funzioni.

Inoltre sottolinea meglio il carattere geometrico della trasformazione di Legendre e il ruolo
giocato dalla convessita.

Nota 6.1

Una funzione su RY é detta essere convessa se in ciascun punto z il grafico della funzione
giace da una stessa parte di un iperpiano passante per x.
E’ strettamente convessa se per ogni x non vi sono altri punti di contatto con l'iperpiano e il
grafico non é asintotico ad alcuna retta.
Ad esempio, per ogni a € RY il prodotto scalare (a,z) é una funzione convessa ma non
strettamente convessa.
La nozione di convessitda di una funzione pud essere estesa a funzioni su qualunque varieta >
stabilendo che una funzione una funzione di classe C? é convessa se la sua matrice hessiana
H(z), x € ¥ é non negativa in ogni punto z , ed é strettamente convessa se esiste una costante
positiva ¢ tale che H(z) > cI, V.
La matrice hessiana definisce una forma quadratica sul fibrato tangente; é pertanto possibile
definire in ogni punto P della varietd una trasformazione di Legendre da funzioni definite in
P sullo spazio tangente a funzioni definite in P su uno spazio duale che verra chiamato spazio
cotangente.
La collezione di questi spazi, ciascuno assegnato ad un punto della varietd e incollati insieme
in modo (localmente ) differenziabile, prende il nome di fibrato cotangente.
La trasformazione di Legendre é conseguentemente in questo caso un’applicazione dalle funzioni
sul fibrato tangente alle funzioni sul fibrato cotangente che lascia invariante la base (i punti
sulla varieta ..
Riprenderemo questo argomento quando tratteremo il formalismo di Hamilton.

&

Generalizziamo ora la definizione di trasformata di Legendre

Ad ogni funzione F(z) convessa, non necessamente continua o differenziabile, a valori in
(—00, +00] associamo una funzione G(y) su RN, a valori nello stesso insieme, mediante la
definizione

G(y) = supyerv|(y, ) — F(2)] 6.10

dove (y, ) é il prodotto scalare in RV,
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Questa definizione ha la seguente interpretazione geometrica.

Si consideri il grafico di F(z) e, per ogni y € RY si costruisca Iiperpiano 7, che é il grafico
della funzione lineare I, (z) = (y,x) (se N=1 si tratta della retta di coefficiente angolare y).
Allora G(y) definita in (6.10) é la distanza massima (con segno) tra m, e il grafico di F(z).

Nota 6.2

Se la funzione F'(z) é di classe C? la definizione (6.10) coincide con la (6.8).
Basta notare che, se F' é convessa e regolare, il punto z(y) in cui liperpiano =, raggiunge
la distanza massima dal grafico di di F' é quello in cui I'iperpiano tangente al grafico di F' é

parallelo a m,, cosi’ che

&

Verifichiamo che la (6.8) definisce un’involuzione.
Poiché (y.z) é lineare e F'(z) ¢ convessa, la funzione G(y) ¢ convessa; la sua trasformata di
Legendre F'(x) pué dunque essere definita e si ottiene

A

F(x) = supyerv|(z,y) — Gy)] = supyern|[(2,y) — sup.erv((y, 2) — F(2)]] =

SUPyeRN (infzeRNKx? y) - (yu Z) + F(’Z)])
- infzeRN (SupyGRN[(‘Ta y) - (ya Z) + F(Z)]) - infzeRN (SupyERN[(‘Ta y) - (ya Z)]) + F(Z) 6.12

Se z # x si ha che sup,cpv[(z,y) — (v, 2)] = 400 : dunque I'estremo inferiore in (6.12) deve
corrispondere al valore x per la variabile z.
Quando z = z, il termine da rendere massimo come funzione di y é indipendente da y.
Dunque se [’ é continua nel punto wy l'estremo inferiore é raggiunto per z = zo e si ha
F(Io) = F(ZE())
Nota 6.3

Abbiamo notato che la trasformazione di Legendre pué essere definita anche per funzioni
convesse ma non strettamente convesse.
In generale la corrispondente funzione trasformata assume valore +o0o in in qualche punto.
Ad esempio la funzione convessa (ma non strettamente convessa)

F(r) = (a,z), a€RY
ha, come trasformata di Legendre, la funzione G(y) definita da
G(y) =+o0, y#a,  G(a)=0
]

Utilizziamo ora la trasformazione di Legendre per scrivere in forma pit simmetrica le equazioni
di Lagrange e per introdurre il formalismo di Hamilton. .

Nelle operazioni che compiremo le coordinate che rappresentano i punti dello spazio delle
configurazioni giocano il ruolo di parametri mentre il ruolo delle z é tenuto da coordinate 7
che descrivono le velocitd (le coordinate 1 sono dunque coordinate nel piano tangente a ciascun
punto dello spazio delle configurazioni).

Non vi é allora perdita di generalita nell’assumere che lo spazio delle configurazioni sia rapp-
resentato localmente da RY e lo spazio tangente in ogni punto (dell’intorno dato) sia rappre-
sentato da RV con coordinate 7;.
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Sia dunque L(q,nt), ¢ € RN, n € RY Despressione della lagrangiana del sistema nelle coordi-
nate scelte.

Abbiamo indicato con n = {m,...nn} le coordinate che entrano nella definizioni di La-
grangiana per indicare esplicitamente che nel fare la trasformazione di Legendre trascureremo
I’aspetto cinematico che ci porterebbe ad identificare 7; con ¢;.

Assumiamo che per ogni valore della coordinata ¢ la funzione L sia convessa nelle variabili €.
Questa condizione é soddisfatta in particolare per i sistemi meccanici poiché la dipendenza
dalle n é solo attraverso I’energia cinetica e quindi quadratica .

Posto oL .
p, = 2Hamt) 6.13
ony,
con inverso 1 = 1n(q,p) (le variabili q giocano qui il ruolo di parametri) definiamo
H(g,p,t) =Y pwmi(g,p) — L(g,n(g,p), 1) 6.14
k
Si avra allora
_0H
ke Opn

(tutte le derivate parziali sono effettuate mantenendo costanti i valori dei parametri q).

Notiamo che le funzioni L(q,n;t) e H(q,p;t) come funzioni rispetttivamente di n p sono
funzioni duali nel senso della trasformata di Legendre e che, attraverso (6.13), le px giocano il
ruolo di coordinate nello spazio cotangente ad ogni punto della varieta .

Sia L =T — U, dove T é quadratica omogenea nelle coordinate di velocita

1

T = 5 Z Thm(‘])nknm

k,m
(sia U che la matrice T}, possono essere funzioni del tempo).

Abbiamo notato che in questo caso la coordinata n rappresenta la quantita di moto.

Se T dipende solo dalle velocita e U é indipendente dal tempo si ha

1

H(q.:p) =5 > (T kmprpm + U(q)

k,m

Nota 6.5
In ogni caso, H(q,p(q,q)) é Uenergia E(q, ) del sistema, cioé la quantita che si conserva se
la lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo.

)

Ponendo per ogni traiettoria t — ¢(t) in R

L
pe(t) = (a_) 6.15
Mk ) 4= q(t) n=d(1)

si ha l'identitd, valida in ogni punto di ciascuna traiettoria,

n(t) = §—Z<<q<t>,p<t>> 6.16
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Notare che la forma esplicita della (6.15) dipende dalla lagrangiana usata.

Dimostriamo ora che, se q(t) soddisfa le Equazioni di Lagrange, allora vale in ciascun punto

della traiettoria ’identita
OH

pr(t) = —a—%((Q(tLp(t)) 6.17

Conviene sottolineare che la (6.17) non discende direttamente con un calcolo formale dalle
(6.14) e dalle equazioni di Lagrange, poiché nelle equazioni di Lagrange la derivata parziale
rispetto alle variabili ¢, viene effettuata mantenendo costanti le gy, mentre in (6.17) la derivata
parziale é effettuata mantenendo costanti le py,.

Le due operazioni di derivata parziale dunque non coincidono, poiché le (6.15) devono rimanere
delle identitd in entrambi i casi.

Dobbiamo dunque verificare che

OH _ oL 6.18

8qk p:COSt 8qk lj:COSt

La verifica si fa direttamente (una analoga verifica é gid stata fatta nel corso dell’analisi del
metodo di Routh ):

OH B (g, p) oL IL O _
( 8qm )p:cost - Z Pk( aqm )p:cost (aqm )q:cost ; ( 3?7k )pzcost ( aqm )q:cost —

k

oL
_(@)q:wst 6.19

dove abbiamo utilizzato la definizione di py.

Definizione 6.1
La funzione H(q,p;t) considerata come funzione delle q,p (ed eventualmente dal tempo, se L
dipende dal tempo in modo esplicito) € detta hamiltoniana del sistema.

o

Se p(t) é definita da (6.13) (cioé per le traiettorie v = (q(t),p(t)) per le quali (6.13) é sod-
disfatta) la funzione E(vy) = H(q(t),p(t),t) é invece detta energia ; essa é conservata se la
lagrangiana non dipende dal tempo.

Nota 6.5
Si pud notare che il metodo di Routh pué essere visto come una trasformazione di Lagrange
parziale, fatta solamente rispetto a 1y se ¢y é una variabile ciclica.

)

EQUAZIONI DI HAMILTON

Notiamo che le (6.16), (6.17) sono delle identitd soddisfatte precisamente lungo le traiettorie
che sono soluzioni delle equazioni di Lagrange.
Se interpretiamo queste relazioni come equazioni, queste equazioni esse possono essere utilizzate
per determinare le soluzioni della equazioni di Lagrange e quindi il moto del sistema.
Le (6.16), (6.17) intepretate come equazioni per un sistema con N gradi di libertd

0OH ) oOH

] k 1. .. N 6-20
sono dette GQUGZiORi di Hamilton
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Se esse hanno una sola soluzione (per una data scelta di dati iniziali) questa coinciderd dunque
con la soluzione dell’equazione di Lagrange che corrisponde agli stessi dati iniziali.

La soluzione di (6.20) ¢ una traiettoria g(t),p(t) in R?*" la cui componente ¢(t) é soluzione
delle equazioni di Lagrange.

E’ importante notare che le (6.20 ) sono un sistema di equazioni del primo ordine in 2N
variabili.

Nello spazio in cui sono coordinate le {qx, pr}, h,k =1... N la dinamica é dunque introdotta
mediante I'assegnazione di un campo vettoriale che determina la velocitd lungo la traiettoria .
Diamo a questo spazio (di dimensione 2N) il nome di spazio delle fasi; vedremo pit avanti la
sua interpretazione geometrica.

Per meglio comprendere la novita di questa struttura, conviene notare che quando si scrive il
sistema di N equazioni differenziali del secondo ordine # = f(z) nella forma (di un sistema di
2N equazioni differenziali del primo ordine)

T=y y= f(z) 6.21

non si € fatta un’introduzione della dinamica mediante un campo vettoriale (cioé a livello di
cinematica).

Infatti lungo ogni traiettoria deve valere y(t) = @(t) e quindi indipendentemente dalla forma
del campo vettoriale f la traiettoria é completamente determinata dalla conoscenza della sua
componente x(t).

In altre parole, la traiettoria nello spazio di dimensioni 2N ¢é ottenuta sollevando la traiettoria
data nella spazio (delle configurazioni) di dimensioni N.

Nello spazio delle fasi invece, ogni traiettoria rappresenta un moto possibile per una opportuna
scelta della dinamica.

La scelta di una specifica hamiltoniana (e dei dati iniziali) determina poi quale dei moti possibili
venga effettivamente realizzato.

Per sottolineare questo punto importante poniamo N=1 e descriviamo in dettaglio la corrispon-
denza tra le descrizioni nello spazio delle fasi e nello spazio posizione-velocita.

Data una lagrangiana L, con ?375 # (, poniamo una corrispondenza biunivoca tra punti di due
spazi mediante

oL
Denotiamo con ¢y, la corrispondenza (6.22).
La relazione inversa é data da

oH

Nello spazio posizione-velocité le sole traiettorie t — (q(t),n(t)) possibili sono quelle per le
quali vale I'identitd n(t) = d‘i—(tt).

La loro immagine per (6.22) nello spazio delle fasi é costituito dall’insieme di quelle traiettorie
per le quali vale in ciascun punto l'identita p(t) = g—g(t).

A questo insieme appartengono tra l'altro tutte le soluzioni dell’equazione di Lagrange per la
lagrangiana L utilizzata per costruire la corrispondenza (6.22) .

Tuttavia nello spazio delle fasi vi sono traiettorie che non sono immagine per (6.22) di traiet-

torie nello spazio posizione-velocita.
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Un esempio sono le traiettorie che sono soluzioni delle equazioni di Lagrange per un lagrangiana
L' diversa da quella utilizzata per la corrispondenza (6.22) (e in generale non quadratica nelle
velocitd).

SECONDO PRINCIPIO VARIAZIONALE DI HAMILTON

Dimostriamo ora che anche le equazioni di Hamilton, come quelle di Lagrange, sono deducibili
da un principio variazionale a partire da un funzionale definito su di uno spazio €2 di traiettorie
nello spazio delle fasi.

Questo spazio, composto da traiettorie nello spazio delle fasi, ¢ molto piu grande dello spazio
M delle traiettorie nello spazio delle configurazioni , utilizzato nel caso delle equazioni di
Lagrange.

Infatti M é il sottospazio di {2 composto da quelle traiettorie che ad ogni tempo ed in ogni
punto soddifano la condizione p;(t) = g—i.

Nello spazio delle fasi €2 , descritto mediante coordinate

(¢.p) a={ar---an},p={p1...pn}

consideriamo il sottospazio affine ng}qu’ p, delle traiettorie di classe C" tali che

q(t1) = Q' p(t1) = P'q(ts) = Q> p(t2) = P> @, P*e RY  ki=12

Questo sottospazio dipende dalla scelta dei tempi t1, %o e dei dati iniziali e finali).

. . t1.t , .
Verifichiamo che Qé; 2131,@2 p2 € uno spazio affine.

Infatti, se 1, 72 sono elementi di Qg1 p1.g2 p2, allora y; —7, é un elemento dello spazio vettoriale
Q0.0.00- (Spazio tangente).

Definiamo in H il funzionale (Azione)

A (y) = /t2 <Zpk(t)qk(t) - H(Q(t),p(t)i)) dt q,peRY 6.24
t1 k

Notiamo che questo funzionale ristretto allo spazio M coincide su ciascuna traiettoria con il
funzionale d’azione lagrangiano I espresso in coordinate diverse.

Prima di enunciare il secondo principio variazionale di Hamilton, introduciamo un’utile no-
tazione.
Nello spazio delle fasi, che ricordiamo ha dimesione 2N, utilizziamo coordinate z, k =1...2N
cosi definite

2k =qk, Zk+N = Dk k=1...N

Con queste notazioni le equazioni di Hamilton assumono la forma
Z=JVH(Z) Z=z,... %n 6.26
dove la matrice J é definita da
Jijan = —Jigni =1, i=1,...N Ime = 0 altrimenti 6.27

Come nel caso lagrangiano, utilizzando la stessa topologia, si dimostra che il funzionale A¥ é
differenziabile se la hamiltoniana H é di classe C! nelle variabili Z.

SECONDO PRINCIPIO VARIAZIONE DI HAMILTON
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I punti critici del funzionale di Azione hamiltoniano A ristretto alle traiettorie nello spazio
delle fasi € che al tempo t; hanno coordinate Z; e al tempo t, hanno coordiante Zs sono le
soluzioni delle equazioni di Hamilton.

%

Dimostrazione
Se ¢ € Hp,v € H si ha

D)= [

t1

[Z(m(t)uk(t) + v (t)Ge(t)) — Z(a—Huk(t) + g—ivk(t)) dt  6.27

k

se v é descritto da {qx(t), pr(t)} e ¢ da {ug(t), vi(t)}.
Si vede allora, dopo un’integrazione per parti nel primo addendo , che

oH . oOH

= 50D Plt) = — 500 6.28

I punti stazionari di A, se esistono, sono dunque le soluzioni delle equazioni di Hamilton con
i dati iniziali e finali utilizzati per la costruzione di A*.

DAY =0 < g(t)

Si pud notare che le equazioni di Hamilton sono in forma normale indipendentemente dalla
struttura di H.

Per confronto, ricordiamo che nel formalismo lagrangiano le equazioni di Lagrange possono
essere messe in forma normale solo se la matrice di elementi agjaléh ¢ invertibile.

Nel formalismo hamiltoniano, questa condizione é necessaria solo se si vuole dimostrare 1’equivalenza
con equazioni di Lagrange e costruire la corrispondente lagrangiana.

Segue da questo principio che una trasformazione nello spazio delle fasi che lascia invariato
I'integrale d’azione hamiltoniano A tra tempi t; e t, calcolato su traiettorie che hanno dati
fissati (nello pazio delle fasi) sia al tempo ¢; che al tempo t5 lascia anche invariante 'insieme
delle soluzioni dell’equazione di Hamilton corrispondente.

Questo costituita la base da cui partire per formulare la teoria delle trasformazioni canoniche.

Q

Nota 6.6

Non pué sorprendere che i punti critici (in cui le derivate direzionali si annullano) di I7,
siano anche punti critici di A" (quindi ogni soluzione delle equazioni di Lagrange sia soluzione
delle equazioni di Hamilton).
Infatti il funzionale d’azione Lagrangiano é la restrizione del funzonale d’azione Hamiiltoniano
e lo spazio di variazione (spazo tangente) del funzionale d’azione Lagrangiano Iy é pid grande
dello spazio di variazione del funzionale d’azione Hamiltoniano A .
Quello che é interessante notare é che non ci sono punti critici di A che non siano punti critici
di I, quindi che le derivate direzionali nelle N direzioni in pid si annullano atomaticamente
nei punti critici di A*.
Questo pud essere verificato con un’analisi simile a quella che ci ha portato a dimostrare la
(6.18)

)

Va osservato che il funzionale A” non é convesso e in particolare non ha minimi.

Questo rende il funzionale A poco adatto alla ricerca di punti critici

Il funzionale A" o meglio il suo duale Ag ottenuto facendo una trasformazone di Legendre
sia rispetto alle variabili n che rispetto alle variabili q e restringendosi a traiettorie di energia
fissata ( notiamo che A ¢ utilizzato solamente nel caso di Hamiltoniane indipendenti dal
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tempo) é invece convesso, almeno per energie piccole e i suoi punti critici sono le soluzion delle
equazioni di Hamilton che hanno energia fissata F.

Nota 6.7

Lo spazio g1 p1.g2 p2 ¢ contenuto, per ogni scelta della lagrangiana L, nello spazio delle
traiettorie nello spazio delle fasi ottenute mediante (6.20) da una traiettoria o appartenente a
¢r(M) per la quale q(t1) = @', q(t2) = Q.
Se H si ottiene da L per trasformazione di Legendre, allora la restrizione di A" a ¢p(M)
coincide con il funzionale d’azione I* definito nel caso Lagrangiano con Lagrangiana L come
si vede ricordando che su queste traiettorie

H(q(t),p(t).t) = > pu(t)in(t) — L(q(t), (1), t)

Se v = ¢ (o) per una traiettoria ¢ € M e se v é un punto stazionario di A¥, allora o é un
punto stazionario di I*.

Per verificare questo basta considerare solo variazioni in ‘H della forma ¢ (¢), ¢ € M.

Ne consegue che se 4 = {q(t), p(t)} soddisfa le equazioni di Hamilton con Hamiltoniana H, e
se 7 é della forma 4 = ¢ () allora le ¢() soddisfano la equazioni di Lagrange con lagrangiana
L.

)

L’analisi fatta qui sopra mediante le trasformazioni di Legendre mostra che anche il reciproco
é vero (una cosa non banale!),

Se 4% € M é un punto stazionario di I, allora ¢(7°) é un punto stazionario di A, purché
si scelgano le seguenti condizioni al bordo

oL , oL

pllc(tl) = (a_%)Q(tz):q2; q(t1)=c1 pk(tl) = <8_77k)q(t2):q2; q(t1)=co 6.22
dove abbiamo posto
dq° dq"
C1 = E t=t; C2 = %|t:tg ’70 = {q0<t)} 6.23

L’affermazione non é banale poiché essa stabilisce che se A é stazionario nel ”punto ” ¢,(7°)
quando si considerino solo variazioni del tipo ¢ ((), allora esso é stazionario per qualunque
tipo di variazione (nella classe di regolaritd descritta sopra).
Notare che il piano tangente del caso contiene hamiltoniano contiene il piano tangente relativo
al caso lagrangiano ma non coincide con esso e quindi ci si porebbe a priori aspettare che la
derivata direzionale nel piano complementare non si annulli.

Nota 6.8

Dal punto di vista variazionale, vi é una notevole differenza tra il caso lagrangiano e quello
hamiltoniano.
Abbiamo notato che, per sistemi meccanici e se t, — 1 e |¢> — ¢'| sono sufficientemente piccoli,
la traiettoria 7Y é un punto di minimo per I'”.
Invece, indipendentemente dalla scelta delle condizioni agli estremi, la traiettoria ¢ - 7° é un
punto stazionario per JA? ma non un minimo .
Infatti A dipende in modo lineare dalle ¢, e quindi é un funzionale indefinito e non ha minimi.
Il secondo termine in A non é rilevante per questa analisi, poiché si possono considerare
traiettorie per le quali |q(t)| < 1, Vt e |¢(t)| é arbitrariamente grande.
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Questo rende pia difficile 1'utilizzazione del secondo principio variazionale per dimostrare
'esistenza di soluzioni (ad esempio periodiche) delle equazioni di Hamilton.

)

Nota 6.9

In generale (cioé per una generica scelta delle condizioni agli estremi) il funzionale A™ non
ha punti stazionari .
Infatti le equazioni di Hamilton costituiscono un sistema di equazioni differenziali del primo
ordine, e le loro soluzioni sono determinate dalla scelta dei dati iniziali.
Pertanto, scelti i dati {q;, p;} all'istante ¢;, la soluzione é determinata in modo unico, e non
¢ quindi possibile scegliere anche i dati ad un istante successivo ts.
In generale quindi non vi saranno traiettorie che soddisfano le equazioni di Hamilton e siano
compatibili sia con i dati iniziali che con i dati finali scelti.

&

Conviene dunque ricordare che il secondo Principio Variazionale di Hamilton afferma che se
A™ ha punti stazionari, allora questi rappresentano soluzioni delle equazioni di Hamilton.

Sotto opportune condizioni di regolaritda per 'hamiltoniana é possibile formulare il secondo
Principio Variazionale in modo che il funzionale A che si analizza abbia almeno un punto
stazionario,

Basta per questo definire gli spazi ‘H ed Hy ponendo agli istanti t; e t5 solo condizioni sulle
variabili ¢, o ponendo condizioni sulle variabili ¢ all’istante ¢; e condizioni sulle variabili p
all’istante to (quest’ ultima possibilitd é molto utilizzata nella teoria del controllo).

Tuttavia queste formulazioni portano a difficolta quando si vogliano studiare trasformazioni di
coordinate {q,p} — {@, P} che lasciano invarianti le equazioni di Hamilton ma non sono tali
che le Q siano funzioni solo delle q (o le P funzioni solo delle p).

Queste trasformazioni di coordinate giocano un ruolo centrale nello studio dell equazioni di
Hamilton, ma lo studio della loro relazione con il secondo Principio Variazionale é pit compli-
cato se le condizioni iniziali e finali non sono le stesse nei due sistemi di coordinate.

Notiamo infine che la dinamica nello spazio delle fasi determina la Hamiltoniana a meno di
una costante additiva .
Infatti, se coincidono i due campi vettoriali che individuano il moto per H ed H' dovra essere

OH —H) __0(H—H

k=1,...N
8% apk

e quindi H — H' = costante (almeno se lo spazio delle fasi é connesso).

Questo non accadeva nel formalismo lagrangiano; infatti due lagrangiane che differiscono tra
loro localmente per una derivata totale danno luogo ad equazioni di Lagrange che hanno le
stesse soluzioni.

Questa pluralita di scelta per una stessa dinamica appare nel formalismo di Hamilton nella
seguente forma.

Pué accadere che due hamiltoniane H; e Hs diano luogo a dinamiche che, pur essendo diverse
nello spazio delle fasi, hanno uguale restrizione allo spazio delle configurazioni , nel senso che
per gli stessi dati iniziali le due soluzioni hanno la forma {qx(t), pr(t)}, {qx(t), pi(t)}.

In questo caso la differenza nelle descrizioni mediante Hy o Hs consiste in una diversa definizione
delle coordinate py, cioé dei momenti.

Nella prossima Lezione, in cui trattiamo il Teorema di Noether, vedremo che ad ogni campo
vettoriale che descrive una simmetria del sistema é associato un momento.
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Questa corrispondenza dipende dalla Lagrangiana che descrive il sistema , poiché pp = %'
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Lezione 7. SIMMETRIE E COSTANTI DEL MOTO. TEOREMA DI NOETHER
Appendice: Prodotto di lie di campi vettoriali

In questa Lezione analizziamo la relazione tra gruppi continui di simmetria e costanti del moto
per un sistema Lagrangiano.

Nella prima Lezione abbiamo notato come ’esistenza di costanti del moto permetta di ridurre
lo studio di un sistema dinamico a quello di sistemi piu semplici. La relazione che studieremo
tra simmetrie e costanti del moto rende quindi importante lo studio delle simmetrie continue
dei sistemi lagrangiani.

Il punto centrale di questa Lezione € il teorema di Emmy Noether; si tratta di uno dei risultati
che ha avuto piu importanza nello sviluppo della Meccanica Analitica

Supponiamo che il sistema in esame sia di tipo lagrangiano e che la lagrangiana L sia ”in-
variante” (in un senso che renderemo preciso nel seguito) per un gruppo a un parametro di
diffeomorfismi che agisce nello spazio delle configurazioni ed ¢ differenziabile nel parametro
a€ R.

Indichiamo con G tale gruppo, con g(«), o € R i suoi elementi, con legge di composizione
9(B) - g(a) = gla + ).

Nel seguito, per semplicita di presentazione, assumeremo che lo spazio delle configurazioni sia
identificabile con RY mediante un’opportuna scelta di coordinate cartesiane, cosi che ciascun
elemento g(«) risulti essere una trasformazione di coordinate, differenziabile e con inverso
differenziabile, che indicheremo con

q— Q(g;a), a€R, ¢qQ¢€RY 7.1

Questa ipotesi non ¢é restrittiva, poiché tutta l’analisi che faremo é locale (nel senso che fara
riferimento solo a quantitd definite in un intorno di un punto generico nello spazio delle con-
figurazioni) ; per ottenere una costante del moto globale si deve richiedere che la Lagrangiana
sia invariante come funzione sul fibrato tangente.

Questo richiedera estendere al fibrato tangente il gruppo di trasformazioni, inizialmente definito
solo sullo spazio delle configurazioni .

Se il gruppo di simmetria é locale la costante del moto sara solo locale.

Come vedremo in seguito (teorema di rettificazione, Appendice alla Lezione 9) ogni sistema
dinamico ¢ rettificabile in un intorno di ogni punto che non sia di equilibrio.

Siamo quindi interessati solamente al caso in cui il gruppo di simmetria sia definito globalmnete.

Notiamo che al gruppo G di trasformazioni é associato in modo biunivoco un campo vettoriale
in RV,
Infatti, per le proprieta di gruppo sarda

Qg+ B) = Q(Q(g; ); B) 7.2
e quindi la derivata

dQ)

da
dipende da ¢ solo attraverso la funzione Q(q; «) .
La (7.1) é dunque il flusso di

= limeo€ ' [Q(Q(g; a);¢) — Q(g; )] = F(Q)

dq

2 _F

7, = )
Nel seguito faremo sempre 'ipotesi che la trasformazione descritta in (7.1) sia congiuntamente
differenziabile in ¢ e « e inoltre che F sia differenziabile come funzione di q.

7.3
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Viceversa, dato un campo vettoriale F' su RY, che assumiamo differenziabile e uniformemente
limitato, indichiamo con Q(gq, ) la soluzione dell’equazione

dQ _

= =F@Q), Q@#0)=g qc RN 74

Per le ipotesi fatte su F, la soluzione di (7.4) esiste ed é unica per ogni « ed ogni g € RY.
Inoltre, poiché (7.4) é un sistema autonomo (il campo vettoriale dipende da Q ma non esplici-
tamente da «), la soluzione Q(g; o) soddifa (7.2) per ogni q, e quindi le trasformazioni definite
da

9(a) 1q¢— Qg ) 7.5
formano gruppo, con legge di composizione g(«) - g(8) = g(a + ().

Nel seguito, diremo che F € il campo vettoriale associato al gruppo di trasformazioni G =
{g(a)} e che G ¢ il gruppo di trasformazioni associato al campo vettoriale F .

Per un sistema meccanico il cui spazio delle configurazioni é una varieta ¥ la lagrangiana é
una funzione definita su 7% (in coordinate, é una funzione di posizione e di velocitd).
Per discutere dell’ azione del gruppo G di diffeomorfismi di 3 sulla lagrangiana L é dunque
necessario innanzitutto definire I’azione di G sul fibrato tangente 7'>.
Questo sollevamento viene fatto in modo naturale ricordando che un elemento di 7, % (lo spazio
tangente a ¥ nel punto ¢ ) pué essere identificato con il vettore tangente in ¢ ad una curva -y
su 2.
11 sollevato del vettore tangente é per definizione il vettore tangente alla curva immagine di .
In coordinate, se la trasformazione indotta dal gruppo é espressa da ¢ — Q(q; o) lestensione
dell’azione di G é data da

dg dQ)

i J(q, Q(q,a))g 7.6

dove J(x,y) é lo Jacobiano della trasformazione x — y e 7 é il parametro utilizzato per
parametrizzare la curva .
Nel seguito, indicheremo con g(«) la legge di trasformazione (7.6).

Conviene notare che il campo vettoriale nella (7.5) é indipendente dal parametro 7; é anche
importante mettere in evidenza che il fatto che il parametro 7 gioca un ruolo diverso da quello
del parametro « introdotto precedentemente.

In particolare, 7 non € associato a un campo vettoriale ; infatti per ogni o € ¥ qualunque
elemento di 7,% individua la velocitd di un moto possibile (per un’opportuna scelta di forze
applicate).

Nota 7.1

Comunemente il parametro 7 é identificato con il tempo, almeno se ¥ é la superficie di
vincolo per un sistema meccanico, con vincoli olonomi bilateri indipendenti dal tempo.
Pit in generale, 7 é connesso alla definizione di moto virtuale, e anche alle variazioni sincrone
nella formulazione dei principi variazionali.

s

Riprendendo ora l'analisi dei sistemi Lagrangiani, notiamo che lo spazio delle configurazioni
pué essere localmente identificato con RY, con coordinate cartesiane q; ... gy,
Se una di queste coordinate (ad esempio qy) é ciclica, la Lagrangiana risulta per costruzione
invariante per il gruppo di trasformazioni G che si ottiene sollevando (nel senso descritto sopra)
i diffeomorfismi definiti per ciascun « da
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(notare che dQ’;—EXq’O‘) = ‘%}j VEk).
D’altra parte, abbiamo visto che se una variabile é ciclica lo studio del sistema pud essere
ricondotto a quello di un sistema lagrangiano che ha un grado di libertd in meno (sistema

ridotto).

Data I'importanza di questo processo di riduzione, é naturalmente interessante sapere sotto

quali condizioni é possibile utilizzarlo anche quando il sistema ammette un gruppo continuo
di simmetrie ma nessuna delle coordinate utilizzate € ciclica e lo spazio delle configurazioni é
una generica varietd (e non é quindi possibile utilizzare un solo sistema di coordinate).
Il teorema di Noether andréd in questa direzione, affermando che la riduzione é possibile se la
Lagrangiana L ammette un gruppo ad un parametro (differenziabile) di simmetrie, cioé esiste
un gruppo di diffeomorfismi dello spazio delle configurazioni che (opportunamente sollevato)
lascia L invariante in forma.

Naturalmente se il gruppo di simmetria agisce solo localmente la costante del moto sara in
generale sono locale. In questo caso il risultato pué non avere rilevanza: infatti vedremo in
seguito che localmente per un sistema lagrangiano con N gradi di libertd é sempre possible
trovare (2N — 1) integrali primi).

Nel sequito di questa Lezione consideremo sempre gruppi di simmetria globale.

Sara allora naturale porsi il seguente problema: se la Lagrangiana L di un sistema con N gradi
di liberta ammette un gruppo di simmetrie G che contiene M sottogruppi a un parametro G;
differenziabili e con generatori linearmente indipendenti , é possibile ridursi allo studio di un
sistema (lagrangiano) che ha N-M gradi di liberta?

Vedremo che la risposta é in generale negativa .

Affinché la riduzione sia possibile sard necessario che valga la relazione

gi(@) - gx(B) = gr(B) - gi(a) Vi, k,, B 7.8

La corrispondente proprieta dei campi vettoriali associati ai sottogruppi sard una proprieta di
commutativitd che descriveremo nel seguito di questa Lezione.

Se questa proprietd (o equivalentemente la (7.8)) é soddisfatta, diremo che é soddisfatto il
Teorema di Noether in forma generalizzata.

Anche se la (7.8)) non ¢ soddisfatta, in molti casi si pué dimostrare che esistono non meno di
M costanti del moto, tra loro funzionalmente indipendenti.

Questo permettera di considerare un sistema ridotto , ottenuto restringendo il sistema in esame
alla superficie di codimensione M nello spazio delle fasi (non delle configurazioni!) ottenuta
fissando (mediante i dati iniziali) il valore numerico delle M costanti del moto.

Se il sistema é autonomo, la conservazione dell’energia permette un’ulteriore riduzione ad una
varietda di codimensione M+1.

Questa riduzione pué rivelarsi utile in casi relativamente semplici, e portare ad una soluzione
completa delle equazioni di Lagrange.

Tuttavia é importante notare che il sistema ridotto che si ottiene non é in generale lagrangiano
e non descrive in generale un sistema con un numero minore di gradi di liberta .

Nota 7.2

Un esempio notevole in cui (7.8) non ¢ soddisfatta ma la riduzione porta a risultati molto
interessanti, si trova nella descrizione del moto di un corpo rigido con un punto fisso, in assenza
di forze esterne.
Il sistema in esame ha tre gradi di libertd, cosi che lo spazio delle fasi ha dimensione 6.
Sono costanti del moto 1’energia e le componenti del momento angolare secondo tre direzioni
distinte.
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Poiché il gruppo delle rotazioni (che lascia la Lagrangiana invariante in forma) non contiene
due sottogruppi ad un parametro che soddisfino (7.8) , non é possibile applicare direttamente
il teorema di Noether e ridursi cosi ad un sistema lagrangiano ad un grado di liberta.

Questo é possibile attraverso un procedimento essenzialmente diverso, che utilizza come coor-
dinate gli angoli di Eulero, che non sono coordinate di rotazione attorno ad assi fissi.
Discuteremo gli angoli di Eulero nella prossima Lezione.

D’altra parte, essendo presenti quattro costanti del moto, che risultano essere funzionalmente
indipendenti (almeno genericamente), per ogni dato iniziale il moto del sistema pué essere
ricondotto ad un moto che ha luogo su una varietd di dimensione due.

Per una generica scelta dei dati inziali questa varietd é un toro (poiché ammette un campo
vettoriale che non si annulla mai) e quindi il moto pué essere descritto mediante due angoli ed
é in generale multiperiodico.

Tuttavia le equazioni corrispondenti non sono lagrangiane (la descrizione cosi’ ottenuta cor-
risponde a quella geometrica che utilizza la poloide e I’erpoloide).

&

Prima di enunciare il teorema di Noether, conviene sviluppare brevemente un formalismo che
rendera piu facile la presentazione.

Ricordiamo che un campo vettoriale £ su di una varieta 3 é una legge che fa corrispondere ad
ogni punto o di ¥ un elemento &, di T,%.

L’applicazione

o —{0,6} 7.9

¢ dunque una funzione da ¥ a TY
Considerando il grafico della funzione o — &, si pué anche dire che un campo vettoriale é una
sezione del fibrato tangente T'3.

Il campo vettoriale £ viene spesso identificato con una derivazione J¢ definita sulle funzioni
differenziabili su X.
Ricordiamo che una derivazione é un’operazione lineare che soddisfa la regola di Leibnitz per
il prodotto.
Se qi ...qy sono coordinate utilizzate in un intorno N di o, il campo £ é individuato in N
da N funzioni fi(q),k = 1...N e l'operazione di derivazione associata é, per ogni funzione
differenziabile A(q),

N

0eAlq) =) fk(Q>§_A 7.10

—1 dk

Si noti che

gt - (12

dove ¢ — Q(q, @) é il gruppo ad un parametro di trasformazioni associato a &.

Da questa osservazione segue che l'operazione 0¢ non dipende dal sistema di coordinate scelto
(ne dipende naturalmente la forma esplicita di §).

Se {yx} é un altro sistema di coordinate, £ é anche rappresentato dalla n-pla di funzioni

{flg(y)}m k=1...N

fw) =3 Jena@) fla®),  Jen = % 711

(J é la matrice Jacobiana della trasformazione).
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Da (7.10) segue infine che per definizione di differenziale si ha

dA(E) = 0:A 7.12

Nota 7.3
La derivazione associata al campo vettoriale § ¢ spesso indicata con il simbolo X, anziché
Ok
)

MOMENTI ASSOCIATI A CAMPI VETTORIALI (APPLICAZIONE MOMENTO)

Introduciamo ora la definizione di momento associato ad un campo vettoriale (attraverso una
Lagrangiana L).

Ricordiamo che L é una funzione definita su T'%.

Se 7 é un punto di T, in un intorno di 7 utilizziamo coordinate q; ...qn, 171 ... 1nN-

Le coordinate ¢, . .. gy sono coordinate cartesiane che descrivono un intorno di un punto () su
Y emn ...ny sono coordinate cartesiane in 7Y sulla fibra associata a Q).

In altre parole, le g, sono coordinate di posizione e le 1, sono coordinate di velocita.

Per definizione il momento associato dalla lagrangiana L al campo vettoriale £ = {f;} é la
funzione su T'Y definita (localmente) da

. = oL
HESY () g, =(a:1) = DaL(¢) 7.13
k=1

dove abbiamo indicato con DsL il differenziale di L considerata come funzione del secondo
insieme di coordinate, cioé delle 7.

Se £ é un campo vettoriale, indicheremo con 7T£L o anche ng il corrispondente momento (1’apice
L verré spesso sottinteso).

In ogni punto o dello spazio delle configurazioni la (7.13) definisce una funzione lineare sullo
spazio tangente, dunque un elemento del duale di T,..

Questo spazio vettoriale viene indicato con il simbolo 7773; lo spazio ottenuto fibrando X con
gli spazi vettorali 773 viene indicato con il simbolo T'¥* ed é detto fibrato cotangente.

I suoi elementi sono le forme differenziali.

Definizione 7.1 : Applicazione Momento (Momentum Map)
L’operazione ¥ da TS a T*Y che associa al campo vettoriale ¢ la forma differenziale. 7T§L
é detta Applicazione Momento (in inglese, Momentum Map) .

¢

0%L
det 0 7.14
‘ (8%3%) #

Se Dy L ¢ invertibile, cioé se

la (7.13) determina & univocamente se é nota la funzione 7t.

In questo caso, dato un momento 7 indicheremo con &£ il campo vettoriale cosi’ individuato.
Se (7.14) é verificata, 7 ¢ un diffeomorfismo e il suo inverso ¢ I'applicazione

o= ¢k 7.15

E’ importante notare che la funzione 7T£L sullo spazio delle fasi definita in (7.11) dipende dalla
lagrangiana L e dal campo vettoriale £ ma non dal sistema di coordinate scelto.
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Per verificare questo, sia {¢/, 7'} un altro sistema di coordinate. Si ha

8% 377k

ank

cosi che

S )2

k

L Jq, Ons OL
-
Le coordinate {n} si trasformano come le ¢ , quindi

ons  Oqs
on,  Oq

e dunque

Z 8qk o .
Iqn 377k e
da cui segue I’asserto.

Nota 7.4

Se L é quadratica omogenea nelle velocita, allora la funzione 7T£L dipende linearmente dalle
N, e quindi in questo caso i momenti sono funzioni lineari delle velocitd .
Tuttavia questo non é vero in generale; ad esempio non é vero per le lagrangiane dei sistemi
relativistici.

)

Nota 7.5

I fatto che I'applicazione £ — 7 sia ben definita pudé anche essere espressa dicendo che
la legge di trasformazione della n?'® di funzioni f, in (7.13) per trasformazioni di coordinate
coincide con la legge di trasformazione delle componenti di un campo vettoriale.

)
ESEMPI di corrispondenza

Casi particolari ma significativi di questa corrispondenza tra momenti e campi vettoriali (cioé
tra spazio tangente e spazio cotangente in ciascun punto dello spazio delle configurazioni) sono
i seguenti:
i)

Se &,k = 1,2,3 é il campo vettoriale associato alla traslazione rigida di E? nella direzione
k (secondo una terna cartesiana prefissata) il momento corrispondente Wé é la componente
k™ della quantita di moto del sistema descritto dalla Lagrangiana L.
ii)

Se & ¢ il campo vettoriale associato alla rotazione attorno all’asse ¢, il momento corrispon-
dente 7T£LC ¢ il momento angolare del sistema.

Queste affermazioni si verificano facilmente per sistemi di N punti materiali, relativistici e non.
Per le traslazioni rigide, conviene utilizzare coordinate cartesiane e notare che il campo & é
associato al gruppo ad un parametro di trasformazioni

xh =l k#h, 2l — 1l +a Vi=1...N
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Per le rotazioni, conviene utilizzare coordinate cilindriche ponendo l'asse del cilindro nella
direzione dell’asse ( e notare che in queste coordinate il gruppo di trasformazioni associato a
& € dato da

p—p 2= 0 =0+ Vi

Definizione 7.2
Si da il nome di Momento coniugato alla variabile ¢ al momento che corrisponde al campo
vettoriale J,, = 8%)'

¢

TEOREMA DI NOETHER
Con le notazioni fin qui sviluppate, possiamo ora enunciare il Teorema di Noether
Teorema 7.1 (Noether)
Per ogni sistema lagrangiano e per ogni intorno di un punto dello spazio delle configurazioni
le seguenti tre affermazioni sono tra loro equivalenti:
a)
E’ possibile scegliere le coordinate in modo che una di esse sia ciclica.
b)
Esiste un momento conservato; il campo vettoriale associato é continuo.
c)
La Lagrangiana é invariante per il sollevamento di un gruppo ad un parametro di trasfor-
mazioni di coordinate che dipendono in modo differenziabile dal parametro.

Inoltre, se una di queste affermazioni é vera, il campo vettoriale associato al gruppo di

simmetrie coincide con il campo vettoriale associato al momento conservato.
¢

Dimostrazione

Dimostreremo le implicazioni (a) — (b) — (¢) — (a).
(a) — (b)

Sia {qr,k = 1... N} un sistema di coordinate tali che g, sia ciclica per la lagrangiana L.
Dalle equazioni di Lagrange segue allora

d OL 0
dt Ogn
ed é quindi conservato il momento 7T£LN, dove abbiamo indicato con £y il campo vettoriale
associato alle traslazioni rigide nella direzione corrispondente alla coordinata qy.
(b) = (c)
Sia P il momento conservato, ¢ il campo vettoriale ad esso associato, cosi’ che P = 7T£L.

Indichiamo con { fx(q)} le funzioni che descrivono il campo vettoriale £ nelle coordinate q.
Consideriamo il sistema di equazioni

day,

— = k=1... 7.16
dov fk(Q) n

e sia ¢(q, @) la soluzione di (7.16) tale che ¢(q,0) = ¢. Tale soluzione é unica per le ipotesi
fatte su &.
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Se t — ¢(t) é una soluzione dell’equazione di Lagrange (non indichiamo esplicitamente la
dipendenza dal dato iniziale) si ha, essendo per ipotesi P un momento conservato

. oL 0 k
-~ (ka o <>q<t>>> dt( o Pilg >) -

(usando le equazioni di Lagrange e il fatto che « e ¢ sono parametri indipendenti)

OL 8¢k OL 0 (0¢r(q(t), ) _
- Z Oqs, Z ddy, Do ( ot )a:O a

dL

<o (9(a(t), @), ¢/(4(t), @)y

Dunque (q n) = 0 nei punti dello spazio delle fasi in cui il momento P é conservato.
() — (a)
Siano { fx} le funzioni che rappresentano nelle coordinate ¢ il campo vettoriale associato al
gruppo di trasformazioni considerato.
Per costruzione, le trasformazioni ¢ — ¢(q, «) sono la soluzione di

d
q’“—fk() k=1...N  q(0)=q 7.17

Si possono scegliere, in un intorno del punto ¢ dello spazio delle configurazioni considerato,
delle coordinate y; ... yy tali che il sistema (7.14) prenda la forma
dyn

) ) da{

dyx
do

le cui soluzioni sono
ye(a) = ye(0), E#N,  yn(a) =yn(0) +a 7.18

In (7.18) « assume valori in un intorno Z dell’origine in R tale che per ogni a € Z il punto di
coordinate {y,} si trova nell’intorno in cui é applicabile il Teorema dell” intorno tubolare (vedi
Lezione 18).

Poiché per ipotesi vale % = 0, segue da (7.15) che Bif_j?v = 0.
Dunque yy é una coordinata ciclica.
Questo termina la dimostrazione del Teorema di Noether.

ESEMPI

A titolo di esempio, discutiamo esplicitamente un caso della corrispondenza (b) — (c).
Siano {z;}, i=1,2,3, le coordinate cartesiane di un punto di massa m soggetto ad una forza di
energia potenziale U(z) .
Si ha
oL

=~ 7.19
Pk D my,

Supponiamo che sia conservato il vettore momento della quantita’ di moto , | = mz A .

In componenti
lp=m g €hijTidj = g €kij TiD;
1,J 1,J
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Il campo vettoriale associato al momento [, é dunque descritto nelle coordinate x; dalle tre
funzioni

k(o —
[i (@) = erijz;
dove €;; € il simbolo di Ricci.

In questo caso

ff(x) = (AFx); 7.20

dove le matrici A* sono date da Afj = €hij-
Il gruppo ad un parametro associato a [ si ottiene risolvendo ’equazione

9T gy 7.21
da
E’ facile verificare che la soluzione di (7.21) rappresenta le rotazioni nel piano perpendicolare
al k™ asse coordinato.
Dall’implicazione (b) — (c¢) del Teorema di Noether segue dunque che se le tre componenti del
momento della quantita di moto sono conservate, allora la Lagrangiana é invariante sotto il
gruppo delle rotazioni.
Poiché I'energia cinetica é invariante per rotazioni (pii precisamente per il sollevamento delle
rotazioni allo spazio tangente) ne deduciamo che U(z) é invariante per rotazioni, e quindi
dipende solo da |z|.
Le forze cui é soggetto il punto materiale sono dunque in questo caso delle forze centrali.

ESERCIZIO

Dimostrare che, se in un sistema di N punti materiali in £ soggetti a forze conservative,
la quantitd si moto é conservata, allora il potenziale V(z;...zy) dipende solo dai vettori
-2/ € R i,j=1...N.

Nota 7.6

Se Ay, As, funzioni sullo spazio delle fasi, sono costanti del moto per un sistema lagrangiano,
anche ogni loro funzione é costante del moto.
In generale tuttavia non tutte le costanti del moto sono funzioni dei momenti conservati .
Vi sono dunque delle costanti del moto non riconducibili a simmetrie della Lagrangiana.
Ad esempio, per un sistema meccanico autonomo é costante del moto ’energia E= T + U, che
non é funzione dei momenti se U # 0.

Quindi on tutte le costanti del moto sono una conseguenza del teorema di Noether.

Ad esempio la conservazione dell’energia é conseguenza dell’invarianza della lagrangiana per
la trasformazione t — t + «.

Per poter riguardare la conservazione dell’energia come caso particolare del teorema di Noether
¢ dunque necessario considerare uno spazio delle configurazioni ”esteso” , dato da ¥ x R, dove
> é lo spazio delle configurazioni ed R é 1’asse dei tempi.

La struttura risultante é detta di contatto; noi I’abbiamo brevemente discussa quando abbiamo
dedotto il principio di Maupertius da quello di Hamilton.

Nel corso di quell’analisi abbiamo anche notato che in questo contesto 'energia pud essere
considerata come il momento che é conservato a causa dell’invarianza per traslazioni temporali
di una nuova lagrangiana in cui il tempo appare come coordinata (e non come parametro) .

&
GENERALIZZAZIONI DEL TEOREMA DI NOETHER
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Alcune parti del Teorema di Noether possono essere generalizzate in vari modi.

Indichiamo solo una di queste generalizzazioni, che trova utilizzazione frequente.

Essa si basa sul fatto che esistono trasformazioni che non lasciano invariante la lagrangiana
ma lasciano invariante [insieme delle soluzioni delle equazioni di Lagrange.

Ricordando che le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono i punti critici del funzionale
d’Azione I", si vede che affinché I'insieme delle soluzioni sia invariante é sufficiente che la
variazione della Lagrangiana L risulti essere la derivata totale di una funzione che dipende solo
dalle coordinate ¢ e dal tempo.

Infatti in questo caso, per il teorema fondamentale del calcolo, I’Azione I* varierd come fun-
zione delle coordinate ¢ agli istanti estremi ¢; e 5 e non vi sara variazione nel suo differenziale
(che é calcolato solo per variazioni delle traiettorie a estremi fissati).

L’invarianza della lagrangiana a meno di una derivata totale permette allora di dedurre I’esistenza
di una costante del moto (ma non da luogo a una diminuzione nel numero di gradi di libertd).
Daremo alcuni esempi di applicazione di queste considerazioni.

Tratteremo anche un caso in cui la variazione della lagrangiana risulta essere la derivata totale
di una funzione di posizione e velocita.

In questo caso dunque 1’Azione non viene variata solo se si considerano variazioni delle traiet-
torie in cui vengano fissate sia le posizioni che le velocita agli istanti estremi.

Le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono punti critici anche per queste variazioni, ma a
priori vi potrebbero essere punti critici "spuri”, che non rimangono tali quando si varino anche
le velocita agli istanti estremi.

Dimostreremo quindi ’esistenza di una costante del moto utilizzando direttamente le equazioni
di Lagrange.

Proposizione 7.2

Supponiamo che in un aperto di 7' che ammette coordinate {q, n}, per una famiglia di trasfor-
mazioni

q— o(g,n,t), n— %cb(q, G, o, ) g=n, j=n 7.22
si abbia,
(L) R0 s
dove abbiamo posto
OL _ 2 (L(o(att).o.1).dlalt..1).0) 721

(la lagrangiana pué dipendere esplicitamente dal tempo).

Allora I'espressione
B ey = F t) — ——
(4,1, 8)ln=¢ = F(g,n,t) (2}; i da)(pﬂ

¢ una costante del moto.
&

Dimostrazione
La dimostrazione é immediata e si effettua calcolando esplicitamente la variazione della
funzione B lungo le traiettorie del sistema, facendo uso delle equazioni di Lagrange e della
(7.23)
v

Nota 7.7
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Questo risultato generalizza la relazione di implicazione (¢) — (b) del Teorema di Noether.
Si noti che la (7.23) implica

<Z_i) . =G (q(tl), q(tQ), q<t1>7 Q(t2)>

per un’opportuna funzione G..

&

E’ anche importante notare che nella (7.23) compare la derivata di L rispetto al parametro «,
calcolata per il valore zero del parametro.

Questa restrizione (che non é presente nel teorema di Noether) é dovuta al fatto che la famiglia
di trasformazioni considerate dipende dal tempo e quindi il campo vettoriale che la genera non
commuta con le traslazioni nel tempo.

ESEMPI
a)

Consideriamo un sistema di N punti materiali in R® descritta dalla lagrangiana

N N
L(x, %) = 3 Zmn(xn)2 _ Z Up (2™ — 2™)
n=1 n,m=1

(sistema con forze centrali che soddisfano in terzo principio della dinamica).
Consideriamo la trasformazione di Galileo

" — " + vt vER n=1...N 7.25

(questa trasformazione di coordinate corrisponde alla scelta di un riferimento inerziale in moto
rettilineo uniforme con velocita v)
Sostituendo la (7.24) nella lagrangiana si ha

dF
dt’
dove P é la quantitd di moto del sistema e M é la massa totale.
Dunque per ogni componente v; del vettore v

L B
(a ) —p P 193
Bvi =0 dt

1
L(x, &) — L(x, &) + F(z,t)=v-P+ §M02t 7.26

dove P é la i™ coordinata del baricentro.

Si ha anche
N 3

OL da? .
Zzazy dij =22 mti] = Bt

n=1 i=1

cosi che la quantita che viene affermata essere costante del moto é la posizione iniziale del
baricentro

P
B _ B
(il baricentro si muove di moto rettilineo uniforme con velocita %)

Questa pud apparire una conclusione non significativa, poiché tutti i dati iniziali sono per
definizione costanti del moto (hanno lo stesso valore in corrispondenza ai punti di ciascuna
traiettoria).
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Si pué tuttavia notare che la (7.27) pud essere scritta
Bty —tiP(t)=C, CeR®
e questa identita, letta come equazione, ha come soluzione
2B(t) = C(1 + C1)

dove C' é un vettore costante.
Dunque la (7.27) descrive completamente il moto del baricentro.

b)
Come secondo esempio, consideriamo la lagrangiana dell’oscillatore armonico
1 1
L(q,q) = =m¢* — =k¢*
(4,4) = 5md” — Skq
e la trasformazione di coordinate
k
q — e = q + esenwt, w=1/—
m

Si pud notare che, essendo ogni soluzione delle equazioni di Lagrange della forma
Acoswt + Bsenwt

la trasformazione data trasforma soluzioni in soluzioni.
Per sostituzione diretta si ottiene

1 1
L@ 0:t) = Lder ) = 5m(q + w cosat)? = Jh(q + € senwt)®

cosi che

OL = mwdcoswt — k sentZdG
de ), = acoswt T Rasenat =

dove abbiamo posto
G = mwqcoswt
E’ dunque conservata la quantita

0L 0q.

F(Qant)E _a_an

= mwq coswt — mq senwt

7.28

7.29

7.30

Anche in questo caso, questa puo essere letta come un’equazione differenziale per il logaritmo

della funzione ¢(t) (nei punti in cui ¢(¢) non si annulla).

Le soluzioni sono precisamente le soluzioni dell’equazione dell’oscillatore armonico.

Vi sono due costanti di integrazione poiché I’'equazione ottenuta é del primo ordine ma omo-
genea in ¢ e ¢, cosi’ che le soluzioni sono determinate a meno di una costante moltiplicativa.

c)

Consideriamo la lagrangiana che descrive il moto in R* di un punto materiale di massa m
che viene attratto da un punto fisso (I'origine) con una forza inversamente proporzionale al

quadrato della distanza (potenziale Kepleriano)

1 k
L(z,t) = §m:ic2 + ﬁ
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Consideriamo, per ciascun valore dell’indice n, n = 1, 2, 3 la trasformazione
xp — w(€,n) = v — em 22,8 — Ty — (T, 2) 00 ) k=1,2,3

dove abbiamo indicato con (z,y) il prodotto scalare dei vettori z e y.
Per sostituzione diretta si ha

(x,2)x, — (x,2)dy,

Lepw=1L—em?[2(2,8)x, — (1v.9)3, — (2, %)d,] + emk PE + O(é?)
x
cosi’ che . i
(ﬁ)ﬁo = dt" Gn = -m?|[(%,3)x, — (&, 2)d,] — mk% 7.32

Ne deduciamo che é conservato il vettore A di componenti
. 8336 n .o 2/ . . T,
A, =G, — mi,—— =m(t, )z, — m*(t, )T, — mk—
Oe ||

Questo vettore, detto vettore di Runge-Lenz, si pud scrivere nella forma
x

A=pANL—Fkm
|z

7.33

dove p é la quantita di moto ed L é il momemto angolare.
Se L = 0 segue dalla conservazione di A che il moto si svolge interamente sulla retta diretta
come A.
Se L £ 0, si verifica che A é perpendicolare a L, e quindi giace nel piano del moto.
Prendendo il prodotto scalare con z e indicando con € ’angolo tra le direzioni di x e di A si
ottiene

|z||Alcost = (x, A) = L* — mk|z| 7.34

che implica

2| = L? [mk(1 + ecosf)] ", e= 14 7.35

Se |A| < mk (cioé se 'energia corrispondente al dato iniziale scelto é negativa) la (7.35) é
I’equazione parametrica di un ellisse di eccentricita e, con fuoco nell’origine e semiasse maggiore
diretto secondo A.

APPENDICE alla Lezione 7: GRUPPI DI SIMMETRIA CHE DIPENDONO DA PIU’ PARAMETRI;
PRODOTTO DI LIE DI CAMPI VETTORIALI

Ci poniamo ora il seguente problema.

Supponiamo che il gruppo G di trasformazioni che lascia invariante in forma la lagrangiana
contenga piu sottogruppi a un parametro tra loro distinti, ciascuno dipendente in modo dif-
ferenziabile dal suo parametro.

In che misura é possibile estendere il Teorema di Noether ?

Ovviamente la parte (b) < (¢) del Teorema implica che esistono tanti momenti conservati,
localmente indipendenti, quanti sono i sottogruppi ad un parametro indipendenti contenuti
in G (due sottogruppi sono indipendenti se, in ogni punto dello spazio delle configurazioni i
corrispondenti campi vettoriali sono linearmente indipendenti).
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Vogliamo ora determinare sotto quali ipotesi sia possibile generalizzare I'implicazione (¢) —
(a).

Vogliamo ad esempio determinare le condizioni sotto le quali 'invarianza della lagrangiana
sotto due diversi gruppi ad un parametro di trasformazioni implica che é possibile scegliere un
sistema di coordinate tale che due di esse siano cicliche.

Vedremo che questo non é sempre possibile. Ad esempio, se la lagrangiana L é invariante per
il gruppo delle rotazioni in R3, essa é invariante per tre gruppi a un parametro di simmetrie
(ad esempio le rotazioni attorno a tre assi prefissati e distinti fra loro) ma in generale una sola
delle coordinate associate é ciclica.

Ad esempio, se si utilizzano coordinate sferiche, la latitudine non é una variabile ciclica, perché
appare nel termine di energia cinetica).

Si ha

Proposizione 7A.1

Consideriamo due gruppi ad un parametro G! e G? di diffeomorfsmi dello spazio delle
configurazioni; un sistema di coordinate tale che due di esse siano cicliche per ogni Lagrangiana
L che sia lasciata invariante in forma sia da G' che da G? puo’ essere trovato se e solo se é
soddisfatta la relazione

¢'(a) - 6°(8) = ¢°(B) - ¢'(a) Va,p TA1
dove ¢!(a) e ¢?(3) sono gli elementi di G* e G? rispettivamente.
Se vale (7TA.1) i parametri a e  possono essere utilizzati come coordinate.

o

La Proposizione 7A.1 é un caso particolare (per due campi vettoriali) di un teorema di Frobe-
nius, che enunceremo e analizzeremo in seguito.

A questo scopo sard utile introdurre una struttura di algebra per i campi vettoriali sufficien-
temente regolari.

Ricordiamo che un campo vettoriale { pud essere identificato con una derivazione 0 sulle
funzioni differenziabili sulla varietd ¥ (spazio delle configurazioni).

Se la varieta > ha dimensione N e se in un sistema di coordinate il campo vettoriale é iden-
tificato in un intorno A/ di o € ¥ dalla NP di funzioni {fx(q)}, allora in quel sistema di
coordinate la derivazione O é rappresentata dalla operazione

N
0
> filg) o
—1 dk
Dati due campi vettoriali &, ( consideriamo 1'operazione
O0c0¢ — 0¢0 TA.2

definita su funzioni due volte differenziabili, e verifichiamo che si tratta di una derivazione.
Naturalmente (7A.2) é ben definita solo se le funzioni {fy} , {gx} che rappresentano i due
campi vettoriali sono differenziabili.

L’operazione (7A.2) é ovviamente lineare. Per verificare che essa rappresenta una derivazione,
basta dunque verificare che soddisfa la regola di Leibnitz.
Per due funzioni due volte differenziabili A e B e per due campi vettoriali diferenziabili £ e ¢
valutiamo (9:0¢ — 0.0¢)(AB);.
Si ha )

Oc (0:(AB)) = 8¢ (BO;A + Ad:B)) = (0. B) (0. A) + B%A +(Ae B)
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Sottraendo l'espressione che si ottiene scambiando tra loro O¢ e J; i termini che contengono
derivate seconde si elidono e si ottiene

(0c0; — 0,0¢)(AB) = A(9ed; — 0:0¢) B + B(0:0; — 0:0c) A TA3

Questo dimostra che (7A.2) definisce una derivazione.
Al campo vettoriale cosi definito si da il nome prodotto di Lie dei due campi £ e (.

Diamo ora l'espressione esplicita, nelle coordinate ¢ che parametrizzano la varietd - , del
prodotto di Lie di due campi vettoriali che, nelle coordinate ¢, siano rappresentati dalle funzioni

{fr} e{gx}, k=1...N.
Se A é una funzione due volte differenziabile delle coordinate g scelte, si ha

0 0 0A
0:(0;A) = —(0:A) = — — .
£(0cA) Ek fela) 5 ~(9cA) Ek fela)5 - (Eh gh(q)aqh>
Pertanto, svolgendo le derivate del prodotto , si ha
O¢  OcA—0Oc - 0cA = O gA TA.4

dove il campo vettoriale [€, (] é rappresentato nelle coordinate ¢ dalla N-pla di funzioni

Z(fh%—gh%), k=1...n TA5
- gy gy

Si pué notare che [, (] risulta definito, attraverso la (7A.4), come derivazione sulle funzioni di
classe C, sebbene nella sua definizione siano state utilizzate solo funzioni di classe C2.

Notiamo che se, in un sistema di coordinate ¢, i campi vettoriali £ e ¢ sono rappresentati
in un intorno A di un punto o € X da funzioni che assumono valori costanti in N, allora

[£,¢]=0in N.

Questo dimostra la parte necessaria del seguente Teorema

Teorema 7A.2 (Frobenius)

Sia data una varietd X di dimensione N e un intorno §2 di un punto o € X..
Indichiamo con &%, @ = 1...M M campi vettoriali, dove 'intero M é non maggiore della
dimensione di X.
La condizione [£%,&7] = 04,7 = 1... M é condizione necessaria e sufficiente affinché sia possi-
bile scegliere in un intorno ' di ¢ (eventualmente pit piccolo di €2 ) coordinate ¢y ...qys tali
che per i = 1... M il campo vettoriale £’ sia rappresentato in €’ da a%.

O

Dimostrazione
La condizione é necessaria.

Infatti, se esiste un sistema di coordinate con le proprieta descritte, in queste coordinate si ha

kE_ 0
5_8%'

Dunque in queste coordinate si ha [£¥, £'] = 0 Vk, i; d’altra parte la definizione di prodotto di

Lie ¢ indipendente dal sistema di coordinate scelto.

Non daremo invece i dettagli della dimostrazione della sufficienza, limitandoci a darne una
traccia attraverso le considerazioni che seguono.

Si noti che la conclusione sulla rappresentabilita dei campi vettoriali £ é equivalente all’affermazione
che per ogni valore dell’indice i il gruppo di trasformazioni associato al campo &' é dato da

¢ — ¢+« QG — qx se k F#i TA.6
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La dimostrazione del fatto che la condizione nel Teorema di Frobenius é sufficiente si ottiene,
come nella dimostrazione del Teorema dell’intorno tubolare (vedere Appendice alla Lezione 9),
dal Teorema della Funzione Inversa, applicato ora a funzioni da 3 ad RY (anziché R').
Questo permette di dimostrare che i parametri dei sottogruppi associati ai campi vettoriali
£ possono essere utilizzati come coordinate indipendenti, almeno in un intorno abbastanza
piccolo del punto o considerato.

Q

Dimostriamo ora un risultato che é utile per costruire, a partire da momenti conservati, altre
costanti del moto.

Proposizione 7A.3
Se i campi vettoriali ! e €2 corrispondono a gruppi di simmetria di una lagrangiana L,
anche il campo vettoriale [¢!, £?] corrisponde a un gruppo di simmetria di L.

o

Dimostrazione

Abbiamo gid notato che per studiare la trasformazione di L per un gruppo di trasformazioni
G associato ad un campo vettoriale £ sulla varietd ¥ (spazio delle configurazioni) é necessario
innanzitutto costruire il sollevamento G di questo gruppo a T (spazio delle posizioni e ve-
locitd).
Al gruppo di trasformazioni G corrispondera allora un campo vettoriale é sulla varietd T'X
(quindi un elemento di T'(T'Y), che chiameremo sollevato di & .
Se {fx(q)} é la N-pla che rappresenta il campo vettoriale £ quando si utilizzano le coordinate
q, e se {qx, mi} sono le coordinate utilizzate per descrivere TY. (almeno in intorno del punto
considerato), allora é é rappresentato dalla n-pla di funzioni

{fela), > 0a) TAT

= O

Notare che la dipendenza dalle coordinate . € lineare.
La (7A.7) pud essere verificata facilmente nel modo seguente.
Sia Q(q, @) la soluzione (locale) del sistema di equazioni

% — fi(a) TAS

Per una generica funzione differenziabile F' su T3, utilizzando il teorema di derivazione di
funzioni Composte si ha

OF diy, OF O fy
m = Ore P TA9
Z fk 3% Z O da Z fk 3% Z Oy, 0 m77 e

da cui si ottiene (7TA.7).

Se &, ¢ sono due campi vettoriali su X, si pud costruire il prodotto di Lie dei corrispondenti
campi sollevati f, f

Sara utile conoscere la relazione tra questi due prodotti di Lie.

Se £, ¢ sono due campi vettoriali, descritti dalle funzioni {fx}, {gx} rispettivamente, se «, 3
sono i parametri dei corrispondenti gruppi di trasformazione e se F' é una funzione due volte
differenziabile su T'Y, sviluppando esplicitamente, utilizzando (7A.9) il calcolo di

d [(dF d [(dF
g (%) da (dﬁ)
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si verifica facilmente la seguente importante relazione:

[€.¢] = [¢,¢] 7A.10

Dalla (7A.10) segue subito che o
£, ¢{]=0s16¢=0 7TA.11

Possiamo ora dimostrare la Proposizione 7A.3; se L é invariante per ’azione dei gruppi di
simmetria che corrispondono ai campi vettoriali &; e &5, si ha per definizione 8ékL =0, k=1,2.
Dunque, ricordando la definizione di prodotto di Lie,

Da (7A.12) segue allora 8[§1A52}L = 0 e questo conclude la dimostrazione della Proposizione
TA3.
Q

Diamo ora alcuni esempi di prodotti di Lie per classi speciali di campi vettoriali.

ESEMPIO 1
Supponiamo che le funzioni f; fZ che rappresentano i campi vettoriali ! e 2 nelle variabili
q siano lineari, e quindi corrispondano a matrici A', A%

o= Apprm =12 k=1...n TA.13
m=1

Dalla definizione di [;,&;] segue che anche questo campo vettoriale é rappresentato nelle
variabili ¢ da funzioni lineari, e la matrice corrispondente é

(A}, A% = (A1A% - A%4Y)

Questa identita giustifica I'uso dello stesso simbolo per denotare il prodotto di Lie di due campi
vettoriali e il “commutatore” di due matrici.

In particolare se !, €2 corrispondono a rotazioni attorno a due assi cartesiani tra loro ortogonali
21 e 22, si ottiene [£1,£%] = €3, dove €2 corrisponde a rotazioni attorno all’” asse &3 = 1 A Za.
Dal teorema di Noether segue allora che , per un sistema lagrangiano, la conservazione di due
componenti del momento della quantita di moto implica la conservazione della terza compo-
nente.

ESEMPIO 2

Sia N=3 e supponiamo che i campi vettoriali £ e ¢ siano descritti nelle coordinate ¢ dalle
funzioni fr(q) = (r A @)k € gr(q) = (s A q)x dove r ed s sono due vettori preassegnati.
Dalle definizioni segue che [, (] é rappresentato dalle funzioni ((r A s) A q).
Questo giustifica I'uso che viene spesso fatto della notazione [r, s| anziche r A s per individuare
il prodotto esterno dei due vettori r, s € R3.

ESEMPIO 3

Consideriamo per un sistema composto da punti materiali le tre componenti P del mo-
mento associato dalla lagrangiana L alle coordinate del baricentro del sistema
Se il sistema é isolato I'invarianza per traslazioni spaziali assicura le Py sono costanti del moto.
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In un sistema meccanico composto da N punti in R? si ha

al oL
Pe=>) mj =Y o k=1,2,3. 7TA.14
i=1 i k

Si pué notare da questo esempio, poiché €%, &"] = 0, che la conservazione di due componenti
della quantita di moto non implica che anche la terza componente sia conservata.

Nota 7A.1
Si pud verificare, dalla sua definizione, che il prodotto di Lie gode delle seguenti proprieta:

i)
ANTISIMMETRIA
€', 8% = —[¢,¢']
ii)
IDENTITA’ DI JACOBI

€1, (€%, + [ 168, € + €%, €, €] =0

iii)
LINEARITA’
(€' +€%),8°] = (¢, ] + [€%, €]
&

Ricordiamo che i campi vettoriali formano uno spazio lineare; il campo vettoriale a! + €2 |
« € R, é definito dalla relazione Ong14e2 = a™'0a1 + Ope.
Dagli esempi 1 e 2 dati sopra si deduce che questa é la stessa struttura algebrica che hanno

le matrici quando per operazione ”prodotto” si prende il commutatore, e i vettori quando per
operazione ”prodotto” si prende il prodotto esterno (prodotto vettoriale).

Definizione TA.1
Un insieme di campi vettoriali (su di una superficie 3J) che é chiuso per 1'operazione prodotto
di Lie é indicato con il nome di algebra di Lie (di campi vettoriali su ).

o

Abbiamo dunque dimostrato che l'insieme dei campi vettoriali cui sono associati gruppi di
simmetria di una Lagrangiana L forma un’algebra di Lie.

PROBLEMA

Dimostrare che, per un punto materiale di massa m in R3, se sono conservate due compo-
nenti del momento della quantita di moto ed una componente della quantita di moto, allora
sono conservati sia la quantitd di moto che il momento della quantita di moto.
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Lezione 7. SIMMETRIE E COSTANTI DEL MOTO. TEOREMA DI NOETHER
Appendice: Prodotto di lie di campi vettoriali

In questa Lezione analizziamo la relazione tra gruppi continui di simmetria e costanti del moto
per un sistema Lagrangiano.

Nella prima Lezione abbiamo notato come ’esistenza di costanti del moto permetta di ridurre
lo studio di un sistema dinamico a quello di sistemi piu semplici. La relazione che studieremo
tra simmetrie e costanti del moto rende quindi importante lo studio delle simmetrie continue
dei sistemi lagrangiani.

Il punto centrale di questa Lezione € il teorema di Emmy Noether; si tratta di uno dei risultati
che ha avuto piu importanza nello sviluppo della Meccanica Analitica

Supponiamo che il sistema in esame sia di tipo lagrangiano e che la lagrangiana L sia ”in-
variante” (in un senso che renderemo preciso nel seguito) per un gruppo a un parametro di
diffeomorfismi che agisce nello spazio delle configurazioni ed ¢ differenziabile nel parametro
a€ R.

Indichiamo con G tale gruppo, con g(«), o € R i suoi elementi, con legge di composizione
9(B) - g(a) = gla + ).

Nel seguito, per semplicita di presentazione, assumeremo che lo spazio delle configurazioni sia
identificabile con RY mediante un’opportuna scelta di coordinate cartesiane, cosi che ciascun
elemento g(«) risulti essere una trasformazione di coordinate, differenziabile e con inverso
differenziabile, che indicheremo con

q— Q(g;a), a€R, ¢qQ¢€RY 7.1

Questa ipotesi non ¢é restrittiva, poiché tutta l’analisi che faremo é locale (nel senso che fara
riferimento solo a quantitd definite in un intorno di un punto generico nello spazio delle con-
figurazioni) ; per ottenere una costante del moto globale si deve richiedere che la Lagrangiana
sia invariante come funzione sul fibrato tangente.

Questo richiedera estendere al fibrato tangente il gruppo di trasformazioni, inizialmente definito
solo sullo spazio delle configurazioni .

Se il gruppo di simmetria é locale la costante del moto sara solo locale.

Come vedremo in seguito (teorema di rettificazione, Appendice alla Lezione 9) ogni sistema
dinamico ¢ rettificabile in un intorno di ogni punto che non sia di equilibrio.

Siamo quindi interessati solamente al caso in cui il gruppo di simmetria sia definito globalmnete.

Notiamo che al gruppo G di trasformazioni é associato in modo biunivoco un campo vettoriale
in RV,
Infatti, per le proprieta di gruppo sarda

Qg+ B) = Q(Q(g; ); B) 7.2
e quindi la derivata

dQ)

da
dipende da ¢ solo attraverso la funzione Q(q; «) .
La (7.1) é dunque il flusso di

= limeo€ ' [Q(Q(g; a);¢) — Q(g; )] = F(Q)

dq

2 _F

7, = )
Nel seguito faremo sempre 'ipotesi che la trasformazione descritta in (7.1) sia congiuntamente
differenziabile in ¢ e « e inoltre che F sia differenziabile come funzione di q.

7.3
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Viceversa, dato un campo vettoriale F' su RY, che assumiamo differenziabile e uniformemente
limitato, indichiamo con Q(gq, ) la soluzione dell’equazione

dQ _

= =F@Q), Q@#0)=g qc RN 74

Per le ipotesi fatte su F, la soluzione di (7.4) esiste ed é unica per ogni « ed ogni g € RY.
Inoltre, poiché (7.4) é un sistema autonomo (il campo vettoriale dipende da Q ma non esplici-
tamente da «), la soluzione Q(g; o) soddifa (7.2) per ogni q, e quindi le trasformazioni definite
da

9(a) 1q¢— Qg ) 7.5
formano gruppo, con legge di composizione g(«) - g(8) = g(a + ().

Nel seguito, diremo che F € il campo vettoriale associato al gruppo di trasformazioni G =
{g(a)} e che G ¢ il gruppo di trasformazioni associato al campo vettoriale F .

Per un sistema meccanico il cui spazio delle configurazioni é una varieta ¥ la lagrangiana é
una funzione definita su 7% (in coordinate, é una funzione di posizione e di velocitd).
Per discutere dell’ azione del gruppo G di diffeomorfismi di 3 sulla lagrangiana L é dunque
necessario innanzitutto definire I’azione di G sul fibrato tangente 7'>.
Questo sollevamento viene fatto in modo naturale ricordando che un elemento di 7, % (lo spazio
tangente a ¥ nel punto ¢ ) pué essere identificato con il vettore tangente in ¢ ad una curva -y
su 2.
11 sollevato del vettore tangente é per definizione il vettore tangente alla curva immagine di .
In coordinate, se la trasformazione indotta dal gruppo é espressa da ¢ — Q(q; o) lestensione
dell’azione di G é data da

dg dQ)

i J(q, Q(q,a))g 7.6

dove J(x,y) é lo Jacobiano della trasformazione x — y e 7 é il parametro utilizzato per
parametrizzare la curva .
Nel seguito, indicheremo con g(«) la legge di trasformazione (7.6).

Conviene notare che il campo vettoriale nella (7.5) é indipendente dal parametro 7; é anche
importante mettere in evidenza che il fatto che il parametro 7 gioca un ruolo diverso da quello
del parametro « introdotto precedentemente.

In particolare, 7 non € associato a un campo vettoriale ; infatti per ogni o € ¥ qualunque
elemento di 7,% individua la velocitd di un moto possibile (per un’opportuna scelta di forze
applicate).

Nota 7.1

Comunemente il parametro 7 é identificato con il tempo, almeno se ¥ é la superficie di
vincolo per un sistema meccanico, con vincoli olonomi bilateri indipendenti dal tempo.
Pit in generale, 7 é connesso alla definizione di moto virtuale, e anche alle variazioni sincrone
nella formulazione dei principi variazionali.

s

Riprendendo ora l'analisi dei sistemi Lagrangiani, notiamo che lo spazio delle configurazioni
pué essere localmente identificato con RY, con coordinate cartesiane q; ... gy,
Se una di queste coordinate (ad esempio qy) é ciclica, la Lagrangiana risulta per costruzione
invariante per il gruppo di trasformazioni G che si ottiene sollevando (nel senso descritto sopra)
i diffeomorfismi definiti per ciascun « da
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(notare che dQ’;—EXq’O‘) = ‘%}j VEk).
D’altra parte, abbiamo visto che se una variabile é ciclica lo studio del sistema pud essere
ricondotto a quello di un sistema lagrangiano che ha un grado di libertd in meno (sistema

ridotto).

Data I'importanza di questo processo di riduzione, é naturalmente interessante sapere sotto

quali condizioni é possibile utilizzarlo anche quando il sistema ammette un gruppo continuo
di simmetrie ma nessuna delle coordinate utilizzate € ciclica e lo spazio delle configurazioni é
una generica varietd (e non é quindi possibile utilizzare un solo sistema di coordinate).
Il teorema di Noether andréd in questa direzione, affermando che la riduzione é possibile se la
Lagrangiana L ammette un gruppo ad un parametro (differenziabile) di simmetrie, cioé esiste
un gruppo di diffeomorfismi dello spazio delle configurazioni che (opportunamente sollevato)
lascia L invariante in forma.

Naturalmente se il gruppo di simmetria agisce solo localmente la costante del moto sara in
generale sono locale. In questo caso il risultato pué non avere rilevanza: infatti vedremo in
seguito che localmente per un sistema lagrangiano con N gradi di libertd é sempre possible
trovare (2N — 1) integrali primi).

Nel sequito di questa Lezione consideremo sempre gruppi di simmetria globale.

Sara allora naturale porsi il seguente problema: se la Lagrangiana L di un sistema con N gradi
di liberta ammette un gruppo di simmetrie G che contiene M sottogruppi a un parametro G;
differenziabili e con generatori linearmente indipendenti , é possibile ridursi allo studio di un
sistema (lagrangiano) che ha N-M gradi di liberta?

Vedremo che la risposta é in generale negativa .

Affinché la riduzione sia possibile sard necessario che valga la relazione

gi(@) - gx(B) = gr(B) - gi(a) Vi, k,, B 7.8

La corrispondente proprieta dei campi vettoriali associati ai sottogruppi sard una proprieta di
commutativitd che descriveremo nel seguito di questa Lezione.

Se questa proprietd (o equivalentemente la (7.8)) é soddisfatta, diremo che é soddisfatto il
Teorema di Noether in forma generalizzata.

Anche se la (7.8)) non ¢ soddisfatta, in molti casi si pué dimostrare che esistono non meno di
M costanti del moto, tra loro funzionalmente indipendenti.

Questo permettera di considerare un sistema ridotto , ottenuto restringendo il sistema in esame
alla superficie di codimensione M nello spazio delle fasi (non delle configurazioni!) ottenuta
fissando (mediante i dati iniziali) il valore numerico delle M costanti del moto.

Se il sistema é autonomo, la conservazione dell’energia permette un’ulteriore riduzione ad una
varietda di codimensione M+1.

Questa riduzione pué rivelarsi utile in casi relativamente semplici, e portare ad una soluzione
completa delle equazioni di Lagrange.

Tuttavia é importante notare che il sistema ridotto che si ottiene non é in generale lagrangiano
e non descrive in generale un sistema con un numero minore di gradi di liberta .

Nota 7.2

Un esempio notevole in cui (7.8) non ¢ soddisfatta ma la riduzione porta a risultati molto
interessanti, si trova nella descrizione del moto di un corpo rigido con un punto fisso, in assenza
di forze esterne.
Il sistema in esame ha tre gradi di libertd, cosi che lo spazio delle fasi ha dimensione 6.
Sono costanti del moto 1’energia e le componenti del momento angolare secondo tre direzioni
distinte.
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Poiché il gruppo delle rotazioni (che lascia la Lagrangiana invariante in forma) non contiene
due sottogruppi ad un parametro che soddisfino (7.8) , non é possibile applicare direttamente
il teorema di Noether e ridursi cosi ad un sistema lagrangiano ad un grado di liberta.

Questo é possibile attraverso un procedimento essenzialmente diverso, che utilizza come coor-
dinate gli angoli di Eulero, che non sono coordinate di rotazione attorno ad assi fissi.
Discuteremo gli angoli di Eulero nella prossima Lezione.

D’altra parte, essendo presenti quattro costanti del moto, che risultano essere funzionalmente
indipendenti (almeno genericamente), per ogni dato iniziale il moto del sistema pué essere
ricondotto ad un moto che ha luogo su una varietd di dimensione due.

Per una generica scelta dei dati inziali questa varietd é un toro (poiché ammette un campo
vettoriale che non si annulla mai) e quindi il moto pué essere descritto mediante due angoli ed
é in generale multiperiodico.

Tuttavia le equazioni corrispondenti non sono lagrangiane (la descrizione cosi’ ottenuta cor-
risponde a quella geometrica che utilizza la poloide e I’erpoloide).

&

Prima di enunciare il teorema di Noether, conviene sviluppare brevemente un formalismo che
rendera piu facile la presentazione.

Ricordiamo che un campo vettoriale £ su di una varieta 3 é una legge che fa corrispondere ad
ogni punto o di ¥ un elemento &, di T,%.

L’applicazione

o —{0,6} 7.9

¢ dunque una funzione da ¥ a TY
Considerando il grafico della funzione o — &, si pué anche dire che un campo vettoriale é una
sezione del fibrato tangente T'3.

Il campo vettoriale £ viene spesso identificato con una derivazione J¢ definita sulle funzioni
differenziabili su X.
Ricordiamo che una derivazione é un’operazione lineare che soddisfa la regola di Leibnitz per
il prodotto.
Se qi ...qy sono coordinate utilizzate in un intorno N di o, il campo £ é individuato in N
da N funzioni fi(q),k = 1...N e l'operazione di derivazione associata é, per ogni funzione
differenziabile A(q),

N

0eAlq) =) fk(Q>§_A 7.10

—1 dk

Si noti che

gt - (12

dove ¢ — Q(q, @) é il gruppo ad un parametro di trasformazioni associato a &.

Da questa osservazione segue che l'operazione 0¢ non dipende dal sistema di coordinate scelto
(ne dipende naturalmente la forma esplicita di §).

Se {yx} é un altro sistema di coordinate, £ é anche rappresentato dalla n-pla di funzioni

{flg(y)}m k=1...N

fw) =3 Jena@) fla®),  Jen = % 711

(J é la matrice Jacobiana della trasformazione).

81



Da (7.10) segue infine che per definizione di differenziale si ha

dA(E) = 0:A 7.12

Nota 7.3
La derivazione associata al campo vettoriale § ¢ spesso indicata con il simbolo X, anziché
Ok
)

MOMENTI ASSOCIATI A CAMPI VETTORIALI (APPLICAZIONE MOMENTO)

Introduciamo ora la definizione di momento associato ad un campo vettoriale (attraverso una
Lagrangiana L).

Ricordiamo che L é una funzione definita su T'%.

Se 7 é un punto di T, in un intorno di 7 utilizziamo coordinate q; ...qn, 171 ... 1nN-

Le coordinate ¢, . .. gy sono coordinate cartesiane che descrivono un intorno di un punto () su
Y emn ...ny sono coordinate cartesiane in 7Y sulla fibra associata a Q).

In altre parole, le g, sono coordinate di posizione e le 1, sono coordinate di velocita.

Per definizione il momento associato dalla lagrangiana L al campo vettoriale £ = {f;} é la
funzione su T'Y definita (localmente) da

. = oL
HESY () g, =(a:1) = DaL(¢) 7.13
k=1

dove abbiamo indicato con DsL il differenziale di L considerata come funzione del secondo
insieme di coordinate, cioé delle 7.

Se £ é un campo vettoriale, indicheremo con 7T£L o anche ng il corrispondente momento (1’apice
L verré spesso sottinteso).

In ogni punto o dello spazio delle configurazioni la (7.13) definisce una funzione lineare sullo
spazio tangente, dunque un elemento del duale di T,..

Questo spazio vettoriale viene indicato con il simbolo 7773; lo spazio ottenuto fibrando X con
gli spazi vettorali 773 viene indicato con il simbolo T'¥* ed é detto fibrato cotangente.

I suoi elementi sono le forme differenziali.

Definizione 7.1 : Applicazione Momento (Momentum Map)
L’operazione ¥ da TS a T*Y che associa al campo vettoriale ¢ la forma differenziale. 7T§L
é detta Applicazione Momento (in inglese, Momentum Map) .

¢

0%L
det 0 7.14
‘ (8%3%) #

Se Dy L ¢ invertibile, cioé se

la (7.13) determina & univocamente se é nota la funzione 7t.

In questo caso, dato un momento 7 indicheremo con &£ il campo vettoriale cosi’ individuato.
Se (7.14) é verificata, 7 ¢ un diffeomorfismo e il suo inverso ¢ I'applicazione

o= ¢k 7.15

E’ importante notare che la funzione 7T£L sullo spazio delle fasi definita in (7.11) dipende dalla
lagrangiana L e dal campo vettoriale £ ma non dal sistema di coordinate scelto.
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Per verificare questo, sia {¢/, 7'} un altro sistema di coordinate. Si ha

8% 377k

ank

cosi che

S )2

k

L Jq, Ons OL
-
Le coordinate {n} si trasformano come le ¢ , quindi

ons  Oqs
on,  Oq

e dunque

Z 8qk o .
Iqn 377k e
da cui segue I’asserto.

Nota 7.4

Se L é quadratica omogenea nelle velocita, allora la funzione 7T£L dipende linearmente dalle
N, e quindi in questo caso i momenti sono funzioni lineari delle velocitd .
Tuttavia questo non é vero in generale; ad esempio non é vero per le lagrangiane dei sistemi
relativistici.

)

Nota 7.5

I fatto che I'applicazione £ — 7 sia ben definita pudé anche essere espressa dicendo che
la legge di trasformazione della n?'® di funzioni f, in (7.13) per trasformazioni di coordinate
coincide con la legge di trasformazione delle componenti di un campo vettoriale.

)
ESEMPI di corrispondenza

Casi particolari ma significativi di questa corrispondenza tra momenti e campi vettoriali (cioé
tra spazio tangente e spazio cotangente in ciascun punto dello spazio delle configurazioni) sono
i seguenti:
i)

Se &,k = 1,2,3 é il campo vettoriale associato alla traslazione rigida di E? nella direzione
k (secondo una terna cartesiana prefissata) il momento corrispondente Wé é la componente
k™ della quantita di moto del sistema descritto dalla Lagrangiana L.
ii)

Se & ¢ il campo vettoriale associato alla rotazione attorno all’asse ¢, il momento corrispon-
dente 7T£LC ¢ il momento angolare del sistema.

Queste affermazioni si verificano facilmente per sistemi di N punti materiali, relativistici e non.
Per le traslazioni rigide, conviene utilizzare coordinate cartesiane e notare che il campo & é
associato al gruppo ad un parametro di trasformazioni

xh =l k#h, 2l — 1l +a Vi=1...N
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Per le rotazioni, conviene utilizzare coordinate cilindriche ponendo l'asse del cilindro nella
direzione dell’asse ( e notare che in queste coordinate il gruppo di trasformazioni associato a
& € dato da

p—p 2= 0 =0+ Vi

Definizione 7.2
Si da il nome di Momento coniugato alla variabile ¢ al momento che corrisponde al campo
vettoriale J,, = 8%)'

¢

TEOREMA DI NOETHER
Con le notazioni fin qui sviluppate, possiamo ora enunciare il Teorema di Noether
Teorema 7.1 (Noether)
Per ogni sistema lagrangiano e per ogni intorno di un punto dello spazio delle configurazioni
le seguenti tre affermazioni sono tra loro equivalenti:
a)
E’ possibile scegliere le coordinate in modo che una di esse sia ciclica.
b)
Esiste un momento conservato; il campo vettoriale associato é continuo.
c)
La Lagrangiana é invariante per il sollevamento di un gruppo ad un parametro di trasfor-
mazioni di coordinate che dipendono in modo differenziabile dal parametro.

Inoltre, se una di queste affermazioni é vera, il campo vettoriale associato al gruppo di

simmetrie coincide con il campo vettoriale associato al momento conservato.
¢

Dimostrazione

Dimostreremo le implicazioni (a) — (b) — (¢) — (a).
(a) — (b)

Sia {qr,k = 1... N} un sistema di coordinate tali che g, sia ciclica per la lagrangiana L.
Dalle equazioni di Lagrange segue allora

d OL 0
dt Ogn
ed é quindi conservato il momento 7T£LN, dove abbiamo indicato con £y il campo vettoriale
associato alle traslazioni rigide nella direzione corrispondente alla coordinata qy.
(b) = (c)
Sia P il momento conservato, ¢ il campo vettoriale ad esso associato, cosi’ che P = 7T£L.

Indichiamo con { fx(q)} le funzioni che descrivono il campo vettoriale £ nelle coordinate q.
Consideriamo il sistema di equazioni

day,

— = k=1... 7.16
dov fk(Q) n

e sia ¢(q, @) la soluzione di (7.16) tale che ¢(q,0) = ¢. Tale soluzione é unica per le ipotesi
fatte su &.
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Se t — ¢(t) é una soluzione dell’equazione di Lagrange (non indichiamo esplicitamente la
dipendenza dal dato iniziale) si ha, essendo per ipotesi P un momento conservato

. oL 0 k
-~ (ka o <>q<t>>> dt( o Pilg >) -

(usando le equazioni di Lagrange e il fatto che « e ¢ sono parametri indipendenti)

OL 8¢k OL 0 (0¢r(q(t), ) _
- Z Oqs, Z ddy, Do ( ot )a:O a

dL

<o (9(a(t), @), ¢/(4(t), @)y

Dunque (q n) = 0 nei punti dello spazio delle fasi in cui il momento P é conservato.
() — (a)
Siano { fx} le funzioni che rappresentano nelle coordinate ¢ il campo vettoriale associato al
gruppo di trasformazioni considerato.
Per costruzione, le trasformazioni ¢ — ¢(q, «) sono la soluzione di

d
q’“—fk() k=1...N  q(0)=q 7.17

Si possono scegliere, in un intorno del punto ¢ dello spazio delle configurazioni considerato,
delle coordinate y; ... yy tali che il sistema (7.14) prenda la forma
dyn

) ) da{

dyx
do

le cui soluzioni sono
ye(a) = ye(0), E#N,  yn(a) =yn(0) +a 7.18

In (7.18) « assume valori in un intorno Z dell’origine in R tale che per ogni a € Z il punto di
coordinate {y,} si trova nell’intorno in cui é applicabile il Teorema dell” intorno tubolare (vedi
Lezione 18).

Poiché per ipotesi vale % = 0, segue da (7.15) che Bif_j?v = 0.
Dunque yy é una coordinata ciclica.
Questo termina la dimostrazione del Teorema di Noether.

ESEMPI

A titolo di esempio, discutiamo esplicitamente un caso della corrispondenza (b) — (c).
Siano {z;}, i=1,2,3, le coordinate cartesiane di un punto di massa m soggetto ad una forza di
energia potenziale U(z) .
Si ha
oL

=~ 7.19
Pk D my,

Supponiamo che sia conservato il vettore momento della quantita’ di moto , | = mz A .

In componenti
lp=m g €hijTidj = g €kij TiD;
1,J 1,J
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Il campo vettoriale associato al momento [, é dunque descritto nelle coordinate x; dalle tre
funzioni

k(o —
[i (@) = erijz;
dove €;; € il simbolo di Ricci.

In questo caso

ff(x) = (AFx); 7.20

dove le matrici A* sono date da Afj = €hij-
Il gruppo ad un parametro associato a [ si ottiene risolvendo ’equazione

9T gy 7.21
da
E’ facile verificare che la soluzione di (7.21) rappresenta le rotazioni nel piano perpendicolare
al k™ asse coordinato.
Dall’implicazione (b) — (c¢) del Teorema di Noether segue dunque che se le tre componenti del
momento della quantita di moto sono conservate, allora la Lagrangiana é invariante sotto il
gruppo delle rotazioni.
Poiché I'energia cinetica é invariante per rotazioni (pii precisamente per il sollevamento delle
rotazioni allo spazio tangente) ne deduciamo che U(z) é invariante per rotazioni, e quindi
dipende solo da |z|.
Le forze cui é soggetto il punto materiale sono dunque in questo caso delle forze centrali.

ESERCIZIO

Dimostrare che, se in un sistema di N punti materiali in £ soggetti a forze conservative,
la quantitd si moto é conservata, allora il potenziale V(z;...zy) dipende solo dai vettori
-2/ € R i,j=1...N.

Nota 7.6

Se Ay, As, funzioni sullo spazio delle fasi, sono costanti del moto per un sistema lagrangiano,
anche ogni loro funzione é costante del moto.
In generale tuttavia non tutte le costanti del moto sono funzioni dei momenti conservati .
Vi sono dunque delle costanti del moto non riconducibili a simmetrie della Lagrangiana.
Ad esempio, per un sistema meccanico autonomo é costante del moto ’energia E= T + U, che
non é funzione dei momenti se U # 0.

Quindi on tutte le costanti del moto sono una conseguenza del teorema di Noether.

Ad esempio la conservazione dell’energia é conseguenza dell’invarianza della lagrangiana per
la trasformazione t — t + «.

Per poter riguardare la conservazione dell’energia come caso particolare del teorema di Noether
¢ dunque necessario considerare uno spazio delle configurazioni ”esteso” , dato da ¥ x R, dove
> é lo spazio delle configurazioni ed R é 1’asse dei tempi.

La struttura risultante é detta di contatto; noi I’abbiamo brevemente discussa quando abbiamo
dedotto il principio di Maupertius da quello di Hamilton.

Nel corso di quell’analisi abbiamo anche notato che in questo contesto 'energia pud essere
considerata come il momento che é conservato a causa dell’invarianza per traslazioni temporali
di una nuova lagrangiana in cui il tempo appare come coordinata (e non come parametro) .

&
GENERALIZZAZIONI DEL TEOREMA DI NOETHER
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Alcune parti del Teorema di Noether possono essere generalizzate in vari modi.

Indichiamo solo una di queste generalizzazioni, che trova utilizzazione frequente.

Essa si basa sul fatto che esistono trasformazioni che non lasciano invariante la lagrangiana
ma lasciano invariante [insieme delle soluzioni delle equazioni di Lagrange.

Ricordando che le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono i punti critici del funzionale
d’Azione I", si vede che affinché I'insieme delle soluzioni sia invariante é sufficiente che la
variazione della Lagrangiana L risulti essere la derivata totale di una funzione che dipende solo
dalle coordinate ¢ e dal tempo.

Infatti in questo caso, per il teorema fondamentale del calcolo, I’Azione I* varierd come fun-
zione delle coordinate ¢ agli istanti estremi ¢; e 5 e non vi sara variazione nel suo differenziale
(che é calcolato solo per variazioni delle traiettorie a estremi fissati).

L’invarianza della lagrangiana a meno di una derivata totale permette allora di dedurre I’esistenza
di una costante del moto (ma non da luogo a una diminuzione nel numero di gradi di libertd).
Daremo alcuni esempi di applicazione di queste considerazioni.

Tratteremo anche un caso in cui la variazione della lagrangiana risulta essere la derivata totale
di una funzione di posizione e velocita.

In questo caso dunque 1’Azione non viene variata solo se si considerano variazioni delle traiet-
torie in cui vengano fissate sia le posizioni che le velocita agli istanti estremi.

Le soluzioni delle equazioni di Lagrange sono punti critici anche per queste variazioni, ma a
priori vi potrebbero essere punti critici "spuri”, che non rimangono tali quando si varino anche
le velocita agli istanti estremi.

Dimostreremo quindi ’esistenza di una costante del moto utilizzando direttamente le equazioni
di Lagrange.

Proposizione 7.2

Supponiamo che in un aperto di 7' che ammette coordinate {q, n}, per una famiglia di trasfor-
mazioni

q— o(g,n,t), n— %cb(q, G, o, ) g=n, j=n 7.22
si abbia,
(L) R0 s
dove abbiamo posto
OL _ 2 (L(o(att).o.1).dlalt..1).0) 721

(la lagrangiana pué dipendere esplicitamente dal tempo).

Allora I'espressione
B ey = F t) — ——
(4,1, 8)ln=¢ = F(g,n,t) (2}; i da)(pﬂ

¢ una costante del moto.
&

Dimostrazione
La dimostrazione é immediata e si effettua calcolando esplicitamente la variazione della
funzione B lungo le traiettorie del sistema, facendo uso delle equazioni di Lagrange e della
(7.23)
v

Nota 7.7
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Questo risultato generalizza la relazione di implicazione (¢) — (b) del Teorema di Noether.
Si noti che la (7.23) implica

<Z_i) . =G (q(tl), q(tQ), q<t1>7 Q(t2)>

per un’opportuna funzione G..

&

E’ anche importante notare che nella (7.23) compare la derivata di L rispetto al parametro «,
calcolata per il valore zero del parametro.

Questa restrizione (che non é presente nel teorema di Noether) é dovuta al fatto che la famiglia
di trasformazioni considerate dipende dal tempo e quindi il campo vettoriale che la genera non
commuta con le traslazioni nel tempo.

ESEMPI
a)

Consideriamo un sistema di N punti materiali in R® descritta dalla lagrangiana

N N
L(x, %) = 3 Zmn(xn)2 _ Z Up (2™ — 2™)
n=1 n,m=1

(sistema con forze centrali che soddisfano in terzo principio della dinamica).
Consideriamo la trasformazione di Galileo

" — " + vt vER n=1...N 7.25

(questa trasformazione di coordinate corrisponde alla scelta di un riferimento inerziale in moto
rettilineo uniforme con velocita v)
Sostituendo la (7.24) nella lagrangiana si ha

dF
dt’
dove P é la quantitd di moto del sistema e M é la massa totale.
Dunque per ogni componente v; del vettore v

L B
(a ) —p P 193
Bvi =0 dt

1
L(x, &) — L(x, &) + F(z,t)=v-P+ §M02t 7.26

dove P é la i™ coordinata del baricentro.

Si ha anche
N 3

OL da? .
Zzazy dij =22 mti] = Bt

n=1 i=1

cosi che la quantita che viene affermata essere costante del moto é la posizione iniziale del
baricentro

P
B _ B
(il baricentro si muove di moto rettilineo uniforme con velocita %)

Questa pud apparire una conclusione non significativa, poiché tutti i dati iniziali sono per
definizione costanti del moto (hanno lo stesso valore in corrispondenza ai punti di ciascuna
traiettoria).
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Si pué tuttavia notare che la (7.27) pud essere scritta
Bty —tiP(t)=C, CeR®
e questa identita, letta come equazione, ha come soluzione
2B(t) = C(1 + C1)

dove C' é un vettore costante.
Dunque la (7.27) descrive completamente il moto del baricentro.

b)
Come secondo esempio, consideriamo la lagrangiana dell’oscillatore armonico
1 1
L(q,q) = =m¢* — =k¢*
(4,4) = 5md” — Skq
e la trasformazione di coordinate
k
q — e = q + esenwt, w=1/—
m

Si pud notare che, essendo ogni soluzione delle equazioni di Lagrange della forma
Acoswt + Bsenwt

la trasformazione data trasforma soluzioni in soluzioni.
Per sostituzione diretta si ottiene

1 1
L@ 0:t) = Lder ) = 5m(q + w cosat)? = Jh(q + € senwt)®

cosi che

OL = mwdcoswt — k sentZdG
de ), = acoswt T Rasenat =

dove abbiamo posto
G = mwqcoswt
E’ dunque conservata la quantita

0L 0q.

F(Qant)E _a_an

= mwq coswt — mq senwt

7.28

7.29

7.30

Anche in questo caso, questa puo essere letta come un’equazione differenziale per il logaritmo

della funzione ¢(t) (nei punti in cui ¢(¢) non si annulla).

Le soluzioni sono precisamente le soluzioni dell’equazione dell’oscillatore armonico.

Vi sono due costanti di integrazione poiché I’'equazione ottenuta é del primo ordine ma omo-
genea in ¢ e ¢, cosi’ che le soluzioni sono determinate a meno di una costante moltiplicativa.

c)

Consideriamo la lagrangiana che descrive il moto in R* di un punto materiale di massa m
che viene attratto da un punto fisso (I'origine) con una forza inversamente proporzionale al

quadrato della distanza (potenziale Kepleriano)

1 k
L(z,t) = §m:ic2 + ﬁ
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Consideriamo, per ciascun valore dell’indice n, n = 1, 2, 3 la trasformazione
xp — w(€,n) = v — em 22,8 — Ty — (T, 2) 00 ) k=1,2,3

dove abbiamo indicato con (z,y) il prodotto scalare dei vettori z e y.
Per sostituzione diretta si ha

(x,2)x, — (x,2)dy,

Lepw=1L—em?[2(2,8)x, — (1v.9)3, — (2, %)d,] + emk PE + O(é?)
x
cosi’ che . i
(ﬁ)ﬁo = dt" Gn = -m?|[(%,3)x, — (&, 2)d,] — mk% 7.32

Ne deduciamo che é conservato il vettore A di componenti
. 8336 n .o 2/ . . T,
A, =G, — mi,—— =m(t, )z, — m*(t, )T, — mk—
Oe ||

Questo vettore, detto vettore di Runge-Lenz, si pud scrivere nella forma
x

A=pANL—Fkm
|z

7.33

dove p é la quantita di moto ed L é il momemto angolare.
Se L = 0 segue dalla conservazione di A che il moto si svolge interamente sulla retta diretta
come A.
Se L £ 0, si verifica che A é perpendicolare a L, e quindi giace nel piano del moto.
Prendendo il prodotto scalare con z e indicando con € ’angolo tra le direzioni di x e di A si
ottiene

|z||Alcost = (x, A) = L* — mk|z| 7.34

che implica

2| = L? [mk(1 + ecosf)] ", e= 14 7.35

Se |A| < mk (cioé se 'energia corrispondente al dato iniziale scelto é negativa) la (7.35) é
I’equazione parametrica di un ellisse di eccentricita e, con fuoco nell’origine e semiasse maggiore
diretto secondo A.

APPENDICE alla Lezione 7: GRUPPI DI SIMMETRIA CHE DIPENDONO DA PIU’ PARAMETRI;
PRODOTTO DI LIE DI CAMPI VETTORIALI

Ci poniamo ora il seguente problema.

Supponiamo che il gruppo G di trasformazioni che lascia invariante in forma la lagrangiana
contenga piu sottogruppi a un parametro tra loro distinti, ciascuno dipendente in modo dif-
ferenziabile dal suo parametro.

In che misura é possibile estendere il Teorema di Noether ?

Ovviamente la parte (b) < (¢) del Teorema implica che esistono tanti momenti conservati,
localmente indipendenti, quanti sono i sottogruppi ad un parametro indipendenti contenuti
in G (due sottogruppi sono indipendenti se, in ogni punto dello spazio delle configurazioni i
corrispondenti campi vettoriali sono linearmente indipendenti).
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Vogliamo ora determinare sotto quali ipotesi sia possibile generalizzare I'implicazione (¢) —
(a).

Vogliamo ad esempio determinare le condizioni sotto le quali 'invarianza della lagrangiana
sotto due diversi gruppi ad un parametro di trasformazioni implica che é possibile scegliere un
sistema di coordinate tale che due di esse siano cicliche.

Vedremo che questo non é sempre possibile. Ad esempio, se la lagrangiana L é invariante per
il gruppo delle rotazioni in R3, essa é invariante per tre gruppi a un parametro di simmetrie
(ad esempio le rotazioni attorno a tre assi prefissati e distinti fra loro) ma in generale una sola
delle coordinate associate é ciclica.

Ad esempio, se si utilizzano coordinate sferiche, la latitudine non é una variabile ciclica, perché
appare nel termine di energia cinetica).

Si ha

Proposizione 7A.1

Consideriamo due gruppi ad un parametro G! e G? di diffeomorfsmi dello spazio delle
configurazioni; un sistema di coordinate tale che due di esse siano cicliche per ogni Lagrangiana
L che sia lasciata invariante in forma sia da G' che da G? puo’ essere trovato se e solo se é
soddisfatta la relazione

¢'(a) - 6°(8) = ¢°(B) - ¢'(a) Va,p TA1
dove ¢!(a) e ¢?(3) sono gli elementi di G* e G? rispettivamente.
Se vale (7TA.1) i parametri a e  possono essere utilizzati come coordinate.

o

La Proposizione 7A.1 é un caso particolare (per due campi vettoriali) di un teorema di Frobe-
nius, che enunceremo e analizzeremo in seguito.

A questo scopo sard utile introdurre una struttura di algebra per i campi vettoriali sufficien-
temente regolari.

Ricordiamo che un campo vettoriale { pud essere identificato con una derivazione 0 sulle
funzioni differenziabili sulla varietd ¥ (spazio delle configurazioni).

Se la varieta > ha dimensione N e se in un sistema di coordinate il campo vettoriale é iden-
tificato in un intorno A/ di o € ¥ dalla NP di funzioni {fx(q)}, allora in quel sistema di
coordinate la derivazione O é rappresentata dalla operazione

N
0
> filg) o
—1 dk
Dati due campi vettoriali &, ( consideriamo 1'operazione
O0c0¢ — 0¢0 TA.2

definita su funzioni due volte differenziabili, e verifichiamo che si tratta di una derivazione.
Naturalmente (7A.2) é ben definita solo se le funzioni {fy} , {gx} che rappresentano i due
campi vettoriali sono differenziabili.

L’operazione (7A.2) é ovviamente lineare. Per verificare che essa rappresenta una derivazione,
basta dunque verificare che soddisfa la regola di Leibnitz.
Per due funzioni due volte differenziabili A e B e per due campi vettoriali diferenziabili £ e ¢
valutiamo (9:0¢ — 0.0¢)(AB);.
Si ha )

Oc (0:(AB)) = 8¢ (BO;A + Ad:B)) = (0. B) (0. A) + B%A +(Ae B)
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Sottraendo l'espressione che si ottiene scambiando tra loro O¢ e J; i termini che contengono
derivate seconde si elidono e si ottiene

(0c0; — 0,0¢)(AB) = A(9ed; — 0:0¢) B + B(0:0; — 0:0c) A TA3

Questo dimostra che (7A.2) definisce una derivazione.
Al campo vettoriale cosi definito si da il nome prodotto di Lie dei due campi £ e (.

Diamo ora l'espressione esplicita, nelle coordinate ¢ che parametrizzano la varietd - , del
prodotto di Lie di due campi vettoriali che, nelle coordinate ¢, siano rappresentati dalle funzioni

{fr} e{gx}, k=1...N.
Se A é una funzione due volte differenziabile delle coordinate g scelte, si ha

0 0 0A
0:(0;A) = —(0:A) = — — .
£(0cA) Ek fela) 5 ~(9cA) Ek fela)5 - (Eh gh(q)aqh>
Pertanto, svolgendo le derivate del prodotto , si ha
O¢  OcA—0Oc - 0cA = O gA TA.4

dove il campo vettoriale [€, (] é rappresentato nelle coordinate ¢ dalla N-pla di funzioni

Z(fh%—gh%), k=1...n TA5
- gy gy

Si pué notare che [, (] risulta definito, attraverso la (7A.4), come derivazione sulle funzioni di
classe C, sebbene nella sua definizione siano state utilizzate solo funzioni di classe C2.

Notiamo che se, in un sistema di coordinate ¢, i campi vettoriali £ e ¢ sono rappresentati
in un intorno A di un punto o € X da funzioni che assumono valori costanti in N, allora

[£,¢]=0in N.

Questo dimostra la parte necessaria del seguente Teorema

Teorema 7A.2 (Frobenius)

Sia data una varietd X di dimensione N e un intorno §2 di un punto o € X..
Indichiamo con &%, @ = 1...M M campi vettoriali, dove 'intero M é non maggiore della
dimensione di X.
La condizione [£%,&7] = 04,7 = 1... M é condizione necessaria e sufficiente affinché sia possi-
bile scegliere in un intorno ' di ¢ (eventualmente pit piccolo di €2 ) coordinate ¢y ...qys tali
che per i = 1... M il campo vettoriale £’ sia rappresentato in €’ da a%.

O

Dimostrazione
La condizione é necessaria.

Infatti, se esiste un sistema di coordinate con le proprieta descritte, in queste coordinate si ha

kE_ 0
5_8%'

Dunque in queste coordinate si ha [£¥, £'] = 0 Vk, i; d’altra parte la definizione di prodotto di

Lie ¢ indipendente dal sistema di coordinate scelto.

Non daremo invece i dettagli della dimostrazione della sufficienza, limitandoci a darne una
traccia attraverso le considerazioni che seguono.

Si noti che la conclusione sulla rappresentabilita dei campi vettoriali £ é equivalente all’affermazione
che per ogni valore dell’indice i il gruppo di trasformazioni associato al campo &' é dato da

¢ — ¢+« QG — qx se k F#i TA.6
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La dimostrazione del fatto che la condizione nel Teorema di Frobenius é sufficiente si ottiene,
come nella dimostrazione del Teorema dell’intorno tubolare (vedere Appendice alla Lezione 9),
dal Teorema della Funzione Inversa, applicato ora a funzioni da 3 ad RY (anziché R').
Questo permette di dimostrare che i parametri dei sottogruppi associati ai campi vettoriali
£ possono essere utilizzati come coordinate indipendenti, almeno in un intorno abbastanza
piccolo del punto o considerato.

Q

Dimostriamo ora un risultato che é utile per costruire, a partire da momenti conservati, altre
costanti del moto.

Proposizione 7A.3
Se i campi vettoriali ! e €2 corrispondono a gruppi di simmetria di una lagrangiana L,
anche il campo vettoriale [¢!, £?] corrisponde a un gruppo di simmetria di L.

o

Dimostrazione

Abbiamo gid notato che per studiare la trasformazione di L per un gruppo di trasformazioni
G associato ad un campo vettoriale £ sulla varietd ¥ (spazio delle configurazioni) é necessario
innanzitutto costruire il sollevamento G di questo gruppo a T (spazio delle posizioni e ve-
locitd).
Al gruppo di trasformazioni G corrispondera allora un campo vettoriale é sulla varietd T'X
(quindi un elemento di T'(T'Y), che chiameremo sollevato di & .
Se {fx(q)} é la N-pla che rappresenta il campo vettoriale £ quando si utilizzano le coordinate
q, e se {qx, mi} sono le coordinate utilizzate per descrivere TY. (almeno in intorno del punto
considerato), allora é é rappresentato dalla n-pla di funzioni

{fela), > 0a) TAT

= O

Notare che la dipendenza dalle coordinate . € lineare.
La (7A.7) pud essere verificata facilmente nel modo seguente.
Sia Q(q, @) la soluzione (locale) del sistema di equazioni

% — fi(a) TAS

Per una generica funzione differenziabile F' su T3, utilizzando il teorema di derivazione di
funzioni Composte si ha

OF diy, OF O fy
m = Ore P TA9
Z fk 3% Z O da Z fk 3% Z Oy, 0 m77 e

da cui si ottiene (7TA.7).

Se &, ¢ sono due campi vettoriali su X, si pud costruire il prodotto di Lie dei corrispondenti
campi sollevati f, f

Sara utile conoscere la relazione tra questi due prodotti di Lie.

Se £, ¢ sono due campi vettoriali, descritti dalle funzioni {fx}, {gx} rispettivamente, se «, 3
sono i parametri dei corrispondenti gruppi di trasformazione e se F' é una funzione due volte
differenziabile su T'Y, sviluppando esplicitamente, utilizzando (7A.9) il calcolo di

d [(dF d [(dF
g (%) da (dﬁ)
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si verifica facilmente la seguente importante relazione:

[€.¢] = [¢,¢] 7A.10

Dalla (7A.10) segue subito che o
£, ¢{]=0s16¢=0 7TA.11

Possiamo ora dimostrare la Proposizione 7A.3; se L é invariante per ’azione dei gruppi di
simmetria che corrispondono ai campi vettoriali &; e &5, si ha per definizione 8ékL =0, k=1,2.
Dunque, ricordando la definizione di prodotto di Lie,

Da (7A.12) segue allora 8[§1A52}L = 0 e questo conclude la dimostrazione della Proposizione
TA3.
Q

Diamo ora alcuni esempi di prodotti di Lie per classi speciali di campi vettoriali.

ESEMPIO 1
Supponiamo che le funzioni f; fZ che rappresentano i campi vettoriali ! e 2 nelle variabili
q siano lineari, e quindi corrispondano a matrici A', A%

o= Apprm =12 k=1...n TA.13
m=1

Dalla definizione di [;,&;] segue che anche questo campo vettoriale é rappresentato nelle
variabili ¢ da funzioni lineari, e la matrice corrispondente é

(A}, A% = (A1A% - A%4Y)

Questa identita giustifica I'uso dello stesso simbolo per denotare il prodotto di Lie di due campi
vettoriali e il “commutatore” di due matrici.

In particolare se !, €2 corrispondono a rotazioni attorno a due assi cartesiani tra loro ortogonali
21 e 22, si ottiene [£1,£%] = €3, dove €2 corrisponde a rotazioni attorno all’” asse &3 = 1 A Za.
Dal teorema di Noether segue allora che , per un sistema lagrangiano, la conservazione di due
componenti del momento della quantita di moto implica la conservazione della terza compo-
nente.

ESEMPIO 2

Sia N=3 e supponiamo che i campi vettoriali £ e ¢ siano descritti nelle coordinate ¢ dalle
funzioni fr(q) = (r A @)k € gr(q) = (s A q)x dove r ed s sono due vettori preassegnati.
Dalle definizioni segue che [, (] é rappresentato dalle funzioni ((r A s) A q).
Questo giustifica I'uso che viene spesso fatto della notazione [r, s| anziche r A s per individuare
il prodotto esterno dei due vettori r, s € R3.

ESEMPIO 3

Consideriamo per un sistema composto da punti materiali le tre componenti P del mo-
mento associato dalla lagrangiana L alle coordinate del baricentro del sistema
Se il sistema é isolato I'invarianza per traslazioni spaziali assicura le Py sono costanti del moto.
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In un sistema meccanico composto da N punti in R? si ha

al oL
Pe=>) mj =Y o k=1,2,3. 7TA.14
i=1 i k

Si pué notare da questo esempio, poiché €%, &"] = 0, che la conservazione di due componenti
della quantita di moto non implica che anche la terza componente sia conservata.

Nota 7A.1
Si pud verificare, dalla sua definizione, che il prodotto di Lie gode delle seguenti proprieta:

i)
ANTISIMMETRIA
€', 8% = —[¢,¢']
ii)
IDENTITA’ DI JACOBI

€1, (€%, + [ 168, € + €%, €, €] =0

iii)
LINEARITA’
(€' +€%),8°] = (¢, ] + [€%, €]
&

Ricordiamo che i campi vettoriali formano uno spazio lineare; il campo vettoriale a! + €2 |
« € R, é definito dalla relazione Ong14e2 = a™'0a1 + Ope.
Dagli esempi 1 e 2 dati sopra si deduce che questa é la stessa struttura algebrica che hanno

le matrici quando per operazione ”prodotto” si prende il commutatore, e i vettori quando per
operazione ”prodotto” si prende il prodotto esterno (prodotto vettoriale).

Definizione TA.1
Un insieme di campi vettoriali (su di una superficie 3J) che é chiuso per 1'operazione prodotto
di Lie é indicato con il nome di algebra di Lie (di campi vettoriali su ).

o

Abbiamo dunque dimostrato che l'insieme dei campi vettoriali cui sono associati gruppi di
simmetria di una Lagrangiana L forma un’algebra di Lie.

PROBLEMA

Dimostrare che, per un punto materiale di massa m in R3, se sono conservate due compo-
nenti del momento della quantita di moto ed una componente della quantita di moto, allora
sono conservati sia la quantitd di moto che il momento della quantita di moto.
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Lezione 8. ANGOLI DI EULERO. MOTO DELLA TROTTOLA

Nel moto di un corpo rigido con un punto fisso, anche in assenza di potenziale non é possibile
scrivere la Lagrangiana del sistema in modo che due coordinate riferite ad un sistema inerziale
siano cicliche .

Questo é dovuto al fatto che rotazioni attorno ad assi fissi non commutano tra loro e quindi i
campi vettoriali associati hanno prodotto di Lie diverso da zero.

E’ invece possibile scegliere un sistema di coordinate delle quali due sono cicliche nel caso di
un corpo rigido che abbia un punto fisso O, sia invariante per rotazioni attorno ad un asse &
passante per O e solidale con il corpo rigido)e sia soggetto a forze potenziali il cui potenziale
V é invariante per rotazioni attorno ad un asse fisso ( passante per O.

L’energia cinetica é invariante per rotazioni attorno ad un asse fisso (rispetto al sitema inerziale
che consideriamo).

Pertanto la lagrangiana non dipende dall’angolo di rotazione attorno all’asse ( fisso nello spazio
e quest’angolo é una coordinata é ciclica.

L’ipotesi che il corpo rigido sia invariante per rotazioni attorno all’asse £ (solidale con il corpo)
implica che, se si descrive la lagrangiana mediante coordinate naturali per un sistema solidale
con il corpo rigido, il potenziale non dipende dall’angolo di rotazione attorno a &..
Dimostreremo nel seguito che anche ’energia cinetica é invariante per rotazioni attorno all’asse
di simmetria £ (sebbene questo asse di smmetria non sia fisso).

Pertanto la Lagrangiana é invariante per rotazioni attorno all’asse &, e se si descrive il corpo
rigido con un sistema di assi coordinati coordinati che contiene £ il corrispondente angolo di
rotazione ¢ una variabile ciclica.

Per avere due coordinate cicliche, e quindi due costanti del moto (oltre all’energia) dobbiamo
verificare che esiste un sistema di assi coordinati che contiene sia  che &.

Poiché i due assi di rotazione hanno per ipotesi un punto in comune, bastera allora prendere
come terzo asse di rotazione un asse perpendicolare sia a & che a (.

In questo modo la rotazione che individua la configurazione del corpo rigido sara la com-
posizione di tre rotazioni e la matrice che la individua sara il prodotto delle corrispondenti
matrici.

Le coordiante angolari cosi ottenute sono gli angoli di Fulero.

Notare che la loro costruzione non contraddice il teorema di Frobenius poiché ’asse di sim-
metria del corpo rigido non é uno degli assi di una terna cartesiana solidale con il sistema di
riferimento inerziale.

Si pud notare che la scelta del terzo asse non € unica se gli assi & e ¢ sono paralleli. In
questo caso gli angoli di Eulero non sono definiti e pertanto non possono essere utilizzati come
coordinate.

Moti che passino per queste configurazioni devono essere studiati in un intorno del tempo di
passaggio utilizzando un diverso sistema di coordinate.

Notiamo che se I'asse ¢ é considerato verticale (la direzione della forza peso) le configuarazioni
in esame sono quelle in cui l'asse del corpo rigido (trottola) é verticale.

Dimostreremo che questa posizione é di equlibrio per I’asse della trottola. Ne consegue che per
determinare la sua stabilita non si potranno utilizzare gli angoli di Fulero.

Notiamo che ’angolo che individua la rotazione attorno ad un asse solidale con il corpo rigido
¢ ciclico solo se l’asse di rotazione é un asse di simmetria.

Gli angoli di Eulero sono dunque particolarmente utili solo nella trattazione della trottola
simmetrica.

Definiamo ora in dettaglio gli angoli di Eulero.
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Indichiamo con {ﬁl, ﬁz, iLg} una terna cartesiana con origine nel punto fisso O e solidale con
un sistema di riferimento inerziale, scelta in modo che hy sia Dasse di simmetria del potenziale.
Indichiamo poi con {12;1, 12;2, 1%3} una terna cartesiana con origine O e solidale con il corpo rigido,
scelta in modo che 12:3 sia 1’asse di simmetria del corpo. .

Sard dunque k;(t) = Sij (t)ﬁj, dove S é una matrice ortogonale.

Vogliamo scrivere la trasformazione definita da S come composizione di tre trasformazioni,
ciascuna delle quali é rappresentata da una matrice che descrive la rotazione di una terna
cartesiana attorno al suo primo o al suo terzo asse.

Scegliamo per convenzione la terna {izz} in modo che hy sia asse di simmetria del potenziale
delle forze che agiscono sul corpo rigido, e la terna {I%Z} in modo che kj sia l’asse di simmetria
del corpo rigido.

Supponiamo che all’istante tconsiderato i due assi ilg € /2;3 non coincidano. Come abbiamo gia
osservato in corrispondenza a configurazioni per le quali questi due assi coincidono le coordinate
angoli di Eulero hanno una singolarita.

Questo problema, occasionalmente sottovalutato, é all’origine di alcune difficolta nella trat-
tazione della stabilita della direzione verticale dell’asse di simmetria della trottola.

Sotto Iipotesi di non coincidenza descritta sopra, definiamo asse dei nodi n(t) la retta per O
ortogonale al piano definito da hs e da ks(t) e scegliamo su di essa il verso definito da hs /\kg( ).
Per costruzione, é (t) é perpendicolare a hs e quindi appartiene al piano sotteso da hy e da hs.
Denotiamo con ¢(t) I'angolo tra hy e 7(t)

Sia S3(¢(t)) la matrice che rappresenta la rotazione attorno all’asse hs che porta I'asse hy a
coincidere con 7)(t) procedendo in modo levogiro.

Per costruzione, A(t) ¢ il primo asse cartesiano del sistema di riferimento ottenuto da {h;}
attraverso la rotazione S®(¢(t)).

Per costruzione hs e ks(t) sono perpendicolari a 7(t).

Denotiamo con 6(t) I'angolo tra hs e ks(t) determinato in senso levogiro. Sia SM((t)) la
rotazione attorno a 7j(t) che sovrappone (in senso levogiro) hy a ks(t).

Questa é una rotazione attorno al primo asse della terna cartesiana ottenuta con la trasfor-
mazione S®(¢(t)); per questo la denotiamo con il simbolo S*.

L’asse 1%3( t) é per costruzione il terzo asse della terna cartesiana ottenuta da {h;} attraverso
la rotazione SM(A(t)) - S3(p(t)); per costruzione k1 (t) e 7(t) sono perpendicolari a ks (t).
Denotiamo con t(t) Pangolo tra ki (t) e C(t), in senso levogiro.

Indichiamo con S®) (¢)(t)) la rotazione attorno a ks(t), in senso levogiro, che sovrappone ¢ (t)
a ki(t). La rotazione composta

SO ((t) - SV(O(t)) - S*(o(t)) 8.1

sovrappone l'asse h; all’asse ky(t) e Vasse hy all'asse ks(t) .

Notare che utilizziamo lo stesso simbolo S® (con argomento diverso) poiché sia S3(v)) che S3(¢)
sono matrici di rotazione attorno all’asse 3 (in sistemi di riferimento diversi) e quindi hanno
la stessa forma analitica.

Poiché ortogonalita e orientazione sono preservate dalle rotazioni, anche Bg(t) viene sovrap-
posta a k(t).

Dunque

S(t) = SP(y(t)) - SVO(1)) - SD(e(1)) 8.2
(il simbolo - rappresenta il prodotto di matrici).

Ne segue che ogni rotazione é individuata da tre coordinate che sono gli angoli ¢(t), 0(t), ¥ (t);
questi sono gli angoli di Fulero.
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Si noti che questo sistema di coordinate é degenere per 8 = 0 e per # = m; infatti in corrispon-
denza a questi valori di 6 1’asse dei nodi non é definito (ad esempio, per § = 0, le coordinate
(¢, 1) e (¢ — 1o, + 1) individuano la stessa configurazione per ogni valore di vy).

Per costruzione, il dominio di variabilita degli angoli di Eulero é

0<bl<m 0<op<2r 0<y <27 8.3

Non tutti i punti di questo dominio corrispondono a configurazioni distinte del corpo rigido.
Ad esempio, per ogni o i punti di coordinate (0, ¢ + 0,1 — o) corrispondono alla stessa config-
urazione.

Questo riflette il fatto che, per # = 0 gli angoli di Eulero sono un sistema di coordinate
singolare.

Per costruzione si ha
cosae —sena 0

S*(a) = | sena cosa 0
0 0 1
e
1 0 0
SYB)=1| 0 cosB senB
0 —senf cosp

La matrice che definisce la trasformazione delle coordinate cartesiane x — x(t) = R(t)x ¢ data
allora da (8.2) e si ha

R(t) = S(t)" = SD((1)) - SV (0(2)) - SO (w(2)), 8.4

Dalla (8.4) si deduce la relazione tra w(t) e le funzioni 1(t), 6(t), ¢(t).

Ricordiamo che la velocitd angolare di un moto composto é la somma (vettoriale) delle velocita
angolare dei moti componenti.

La velocitd angolare del moto descritto da R3(¢(t)) é (rappresentata da) ¢(t)hs.

La velocitd angolare del moto descritto da S*(A(t)) é O(t)E(t); infatti essa corrisponde a ro-
tazioni attorno all’asse dei nodi, ed ha quindi la forma ()7, in un sistema di riferimento O’
in cui 'asse dei nodi sia fisso.

D’altra parte, per la legge di trasformazione delle matrici di rotazione, rotazioni di un angolo ¢
attorno all’asse CAO di O’ sono descritte nel sistema inerziale scelto come rotazioni di un angolo
6 attorno a n(t).

Nello stesso modo si verifica che la velocité angolare del moto descritto da S3(1h(t)) & 1) () ks ().
Dunque la velocita angolare del moto composto é

S(t)hs + O()(t) + (1) ks(2) 8.5

Si noti che nel dedurre questa formula non é stata fatta una scelta di assi cartesiani, e i vettori
sono riguardati come enti geometrici.
Determiniamo ora le componenti del vettore (8.5) lungo la terna di assi solidali con la trottola.
Per la simmetria del corpo rigido, la lagrangiana é invariante per rotazioni attorno all’asse
ks(t). Ad ogni istante ¢y non vi ¢ dunque perdita di generalitd nell’assumere 9(to) = ki (to)-
Determiniamo allora €;(t,) trovando le componenti di (8.5) rispetto alla terna k;(to).
Si ha

hy = (SD(to))smkm = cosO(to)ks(to) + send(to)ks(to) 8.6

dunque

O(to)hs + O(to)i(t) + P(to)ks(t)
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= (§(to)cost(to) + U(to))ks(ta) + (¥ (to)senb(to))ka(to) + 0(to)kn (to) 8.7
e quindi, per ogni %, . . . .
Q3 = ¢ coshd+1, Qo =0¢senl, Q=40
pur di scegliere k (to) in modo che 7(ty) = k (to).
L’energia cinetica T é data da T = %(Q, IQ) dove I rappresenta il tensore d’inerzia nel sistema
solidale con il corpo rigido. )
Poiché questo tensore é per ipotesi invariante per rotazioni attorno all’asse k3(to) la scelta

N(to) = ki1(to) pud essere fatta, per ogni ¢y, senza alterare il valore di T.
Si avra dunque, per ogni t,

1 . N2 1 o s
T:§I;;<@/)+cos€gz§> +§Il(0 + sen“f ¢°)

dove I3 é il momento d’inerzia rispetto all’asse di simmetria del corpo rigido e [; é il momento
di inerzia rispetto ad uno degli assi perpendicolari.

Il potenziale V delle forze applicate é per ipotesi invariante per rotazioni attorno all’asse ﬁg e
quindi non dipende dall’angolo ¢.

Inoltre V non dipende da ¢ poiché il corpo rigido é per ipotesi invariante per rotazioni attorno
all’asse 1%3.

Dunque V' = V(0) e la Lagrangiana diventa

. 2 . .
L:%g@+¢ww>+%mW+wﬁmﬂ+vw)

Le variabili v e ¢ sono dunque cicliche.
Sono pertanto conservati i momenti ad esse associati:

L . :
Do = z_¢ =1 <¢ +¢ 0039> cost + I,¢ sen®d 8.8
po= o=l (¢ + 6 cost) 8.9

E’ inoltre conservata l'energia totale, essendo il sistema autonomo:
E=T+U U=-V 8.10

Utilizzando (8.8) e (8.9) si possono esplicitare 1) e ¢ come funzioni di 6 e di 6. Sostituendo in
(8.10) si ottiene 'identita

(m — Mcosf)?

0) = t. A1
ST 50n20 + U(f) = cos 8

1 .
—1,6?
Sadl

dove m ¢ il valore di p, (componente lungo hs del momento della quantitd di moto) in cor-

rispondenza dei dati iniziali scelti ed M ¢é il valore di py, componente lungo kg(t) del momento
della quantita di moto.

Nota 8.1

Notare che in questo caso per riduzione si ottiene un sistema che soddisfa un’equazione di
Lagrange; in effetti é facile verificare che (8.11) é la legge di conservazione dell’energia per un
sistema lagrangiano con lagrangiana

(m — Mcosf)?
21, sen?0

1. .
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E’ facile verificare che Ly si pud anche ottenere con il metodo di Routh.

Nota 8.2

La funzione L in (8.12) é singolare per 6 = 0.
Tuttavia la funzione 6(t) che individua in parte il moto della trottola non presenta singolaritd
in corrispondnza agli istanti in cui I’asse di simmetria della trottola viene a trovarsi in posizione
verticale.

&

Questa apparente contraddizione si risolve tenendo presente che la Lagrangiana L, che dipende
dai parametri m ed M, descrive il moto in corrispondenza ai valori m ed M delle proiezioni del
momento angolare rispettivamente lungo la verticale e lungo 'asse di simmetria della trottola.
Poiché queste componenti sono costanti del moto, se i dati iniziali sono tali che m # M, non
puo esistere alcun istante ¢, per cui 6(ty) = 0 (poiché le proiezioni dovrebbero coincidere).
Dunque se m # M la singolarita del sistema di coordinate rappresentato dagli angoli di Eulero
é al di fuori della regione in cui si svolge il moto.

Se invece m = M, la Lagrangiana (8.12) assume la forma

1., m(l—cosh)?
Lo=-10>———"" _U(f 8.13
07 97t 21, sen?0 (9)
La funzione
(1 — cosh)?

sen?6
¢ differenziabile anche in 6§ = 0, e dunque Ly in (8.13) non é singolare.
Le corrispondenti equazioni di Lagrange hanno dunque una soluzione 6(t) che é regolare anche
in corrispondenza agli eventuali tempi o per cui 6(ty) = 0.
Utilizzando questa soluzione in (8.9) e (8.8) si determinano ¢(t) e ¥(t), e le funzioni cosi’
ottenute sono differenziabili in ¢ anche in corrispondenza agli eventuali tempi ¢ per cui 0(ty) =
0.
In corrispondenza a questi valori del tempo gli angoli di Eulero ¢ e 1 non sono definiti.
Lungo la traiettoria considerata possiamo allora definire gli angoli di Eulero al tempo ty per
cui 6(ty) = 0 mediante

o(to) = lime_od(to + €); W¥(to) = lime_ot(to + €) 8.14

(assumiamo che lungo la traiettoria 6(t) # 0 per t — ¢y non nullo e sufficientemente piccolo).
Con questa definizione lungo la traiettoria considerata gli angoli di Eulero risulteranno definiti
univocamente e differenziabili in ¢.
Va tuttavia notato che i valori numerici di ¢y e ¥y che risultano dalla definizione (8.14) dipen-
dono in generale dalla traiettoria considerata e quindi non é possibile utilizzare (8.14) per
definire gli angoli di Eulero quando 6 = 0.

)

TROTTOLA SIMMETRICA PESANTE

Consideriamo il caso in cui la forza esterna é la forza peso, cosi’ che

U(0) = pglcost
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dove abbiamo indicato con p la massa della trottola, con g la costante di gravitazione, con [
la distanza del baricentro dal punto fisso.

Vogliamo descrivere brevemente il moto dell’asse della trottola; studieremo successivamente la
stabilita della posizione verticale dell’asse.

Il movimento descritto dalla coordinata 6 é detto nutazione. Questa coordinata individua
I'inclinazione dell’asse rispetto alla verticale.

L’angolo ¢ descrive il moto dell’asse della trottola lungo I'azimut; il corrispondente moto é
detto precessione.

La descrizione del moto della trottola é poi completata descrivendo la variazione nel tempo
dell’angolo 1) che individua la rotazione della trottola attorno al proprio asse.

Il moto di nutazione pud essere descritto utilizzando la conservazione dell’energia per il moto
descritto dalla lagrangiana (8.12)

Da (8.12) si deduce

M? L
2I; 2

(m — Mcosf)?
21, sen?0

92 + Ueff(Q), Ueff(g) = ~+ pglcosf 8.15
I moti di precessione e di rotazione attorno all’asse di simmetria potranno poi essere descritti
esplicitando, attraverso le (8.8) e (8.9) le corrispondenti velocitd angolari.

Si ottiene
b= m — Mcosf(t) b= M M N M — mcos(t)
- 118€n2¢9<t) n I3 Il 118677,29(t)

Notare che, se i dati iniziali sono tali che M = m (questo deve accadere in particolare se nel
corso del moto la coordinata 6 assume il valore zero) la (8.16) assume la forma

m -_M M m

- I (1 + cosB(t)) V= I; I * I (1 + cosB(t))

8.16

¢ 8.16,
Analoghe considerazioni valgono se nel corso del moto si pud avere § = 7; notare che questo
implica m = -M.

Nota 8.3
Dalle equazioni (8.15) e (8.16) si vede che le velocitd angolari ¢ e ¢ sono ben definite anche
per = 0 (mentre gli angoli ¢ e ¥ non sono ben definiti se non su ciascuna traiettoria).
Inoltre per # = 0 si ha
dio+¢) |l
a I
coerentemente al fatto che, se # = 0 'angolo di rotazione é ¢ + ¢ e [ é la componente del
momento angolare lungo 'asse di rotazione.

)
Iniziamo lo studio del moto della trottola pesante considerando il caso m # M.
Conviene introdurre i parametri
m M
= — b= — G = ugl 8.17
a ]—1 ) [1 ) ng
e la variabile
u=cosh, |ul <1
Si ha allora b2
a—bu
Ueff(u) = gu+ ( ) 8.17,



Per m # M la funzione U,y diverge in u = *£1, e quindi nello studio della funzione U, ;s non
é rilevante il fatto che la trasformazione di coordinate § — w(#) sia singolare per u = £1.

La funzione U.ss ¢ limitata inferiormente e tende a +00 per u — =£1; nell'intervallo (—1,1)
essa ¢ infinite volte differenziabile. Dunque ha un minimo assoluto.

Si ha inoltre

(1-— u2)2% = F(u) = G(1 —u?)? + 2b(1 — u?)(a — bu) — 2(a — bu)*u 8.18
Poiché
F(1)=-2(a—0)*<0; F(-1)=-2(a+b)?<0

: du, . , o .
la funzione — ha sempre uno zero nellintervallo (—1,1) e pué averne tre (di cui alcuni

eventualmente coincidenti) per opportune scelte dei parametri (e quindi dei dati iniziali).

Se lo zero ¢ unico, la funzione U,ss(6) ha in ciascuno degli intervalli 0 < § < me —1 <0 <0
un minimo assoluto e nessun altro punto critico.

Se si hanno tre zeri distinti di F'(u) la funzione U, f¢(#) ha due minimi e un massimo in ciascuno
dei due intervalli.

Se due degli zeri coincidono si ha un minimo assoluto e un punto di flesso orizzontale, se i tre
zeri coincidono si ha solo un minimo assoluto.

Se m = M 1’energia potenziale effettiva assume la forma

m2(1 — cosf)?

Uets(0) = 21, sen?0

+ pglcost 8.19
In questo caso la funzione U,y é di classe C*° anche nell’origine; nell’origine essa ha un minimo
se m? > 4ugll; e un massimo se m? < 4ugll;.

Da queste informazioni su Uesy si deduce che se i dati iniziali sono scelti in modo che ¢ assuma
il valore corrispondente al minimo dell’energia potenziale effettiva (o, quando esistano, un
massimo o un flesso orizzontale) , 'inclinazione dell’asse della trottola rimane costante nel
corso del moto (nel modello che consideriamo si trascurano gli effetti di dissipazione).

Per gli altri dati iniziali, il moto di nutazione é periodico e avviene tra due valori #; e #,; fanno
eccezione i dati iniziali che non sono massimi o punti di flesso orizzontale ma che corrispondono
a un valore critico dell’energia potenziale effettiva.

In questi casi il moto di nutazione é asintotico

Per il teorema di Lagrange i minimi assoluti di U,y sono sempre posizioni di equilibrio stabile
dell’asse della trottola.

Se m # M, i massimi relativi di U, ;s sono delle posizioni di equilibrio instabile per 'asse della
trottola. Infatti per ogni dato iniziale ”sufficientemente vicino” si avra ancora m # M e quindi
il corrispondente grafico di Usy non cambiera molto e avra ancora un massimo relativo.

Lo studio della stabilita pud essere allora fatto come nel caso dei moti centrali con la conclusione
che 'equilibrio ¢ instabile.

Nel caso dei flessi orizzontali, per dati iniziali che corrispondono a piccole variazione di M e di
m essi possono scomparire e quindi non corrispondere pid a posizioni di equilibrio per il moto
dell’asse della trottola. Quindi anche in questo caso 1’equilibrio é instabile.

Se invece si ha una posizione di equlibrio con M = m il potenziale efficace ha la forma

m 1 — cosf)?

—_— lcos (0 8.20
21, sen?d + pgleos(d)

Uep(0) =

il cui grafico é una curva regolare.
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Se % < “Tgl la funzione U.ss ha un minimo assoluto in § = 0 e un massimo in ¢ = 7. La
posizione verticale dell’asse é quindi un equilibrio instabile.

Se g > "T"l la funzione U.ss ha un minimo relativo in § = 7 e due massimi in £6..

Per il teorema di Lagrange le posizioni 6. sono posizioni di equilibrio instabile per 'asse della
trottola.

La posizione verticale (verso I’alto) é certamente posizione d’equilibrio stabile se si considerano
solo configurazioni per le quali m = M.

In un intorno arbitrariamente piccolo di queste posizioni ve ne sono altre per le quali m # M.
Per determinare in questo caso la stabilitd della posizione di equilibrio verticale (rivolta verso

I’alto) dell’asse della trottola é necessario uno studio piu articolato che faremo in seguito.

Consideriamo ora il moto di precessione. Se m # M esso é descritto dalle equazioni (8.16) se
m # M e (8.161) se m = M.

Siano 61 e 05 i due estremi dell’intervallo di variazione dell’angolo 6, con 6, < 6.

Se la funzione m — Mcosf) non cambia segno in questo intervallo, il moto di precessione é
monotono, e la direzione dell’asse della trottola traccia sulla sfera unitaria una curva regolare
di tipo sinusoidale.

Se invece essa cambia segno, il moto di precessione avviene in direzione opposta sui paralleli
0 =60, e 0 =05 e la curva tracciata dall’asse della trottola sulla sfera unitaria ha dei punti di
autointersezione (dei lacci).

Un caso intermedio é quello in cui m — Mcosf ha segno definito all’interno dell’intervallo di
oscillazione di # ma si annulla in uno degli estremi.

In questo caso ha segno la curva tracciata dall’asse della curva sulla sfera unitaria ha delle
cuspidi, corrispondenti agli istanti in cui gb =0.

Questo avviene in particolare se si prendono dati iniziali in cui ¢(0) = 0 e A(0) = 6. In
questo caso 'asse della trottola ”cade” inizialmente ma poi ritorna alla quota iniziale dove si
ha nuovamente <b =0.

Un caso estremo ¢é quello in cui §; = 6, (massimi o punti di flesso di U.yy).
In questo caso la curva tracciata é una circonferenza. Il moto di precessione e anche quello di
rotazione avvengono con velocita costante.

In corrispondenza a dati iniziali per i quali il moto asintotico é di nutazione corrispondono
moti di precessione e di rotazione con velocitd angolari che tendono a valori costanti.

11 moto di rotazione, descritto dalle equazioni (8.16) e (8.16;), pud essere analizzato nello steso
modo. I dettagli verranno lasciati al lettore.

STABILITA” DELLA POSIZIONE VERTICALE DELL’ASSE

Studiamo ora la stabilita della posizione verticale dell’asse della trottola, con il baricentro al
di sopra del punto di contatto (la posizione verticale con il baricentro al di sotto del punto di
contatto é sempre una posizione di equlibrio stabile per I’asse della trottola).
Indichiamo con wg = cﬁg la velocita angolare al tempo ¢t = 0.
E’ facile vedere che la direzione verticale é una posizione di equilibrio per ’asse della trottola.
Infatti, in questa posizione dell’asse, é nullo il momento delle forze. D’altra parte, in assenza di
(momento delle) forze, ogni rotazione uniforme attorno all’asse di simmetria é soluzione delle
equazioni di Eulero.
Quindi

w(t) =wy = chs,  R(t) = e™'R(0) 8.21

é soluzione delle equazioni di Eulero per la trottola non soggetta a peso.
Lungo queste soluzione, il momento della forza peso é nullo.
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Dunque (8.21) € anche soluzione delle equazioni per la trottola soggetta alla forza peso.
Per il teorema di unicita, essa € la soluzione per il dato iniziale

~

w(0) = chs, k:(0) = h;

e si ha I;’3(t) = iL3 Vt.

Discutiamo ora brevemente la stabilitd della posizione di equilibrio § = 7 per il sistema (8.18).
I parametri m ed M che appaiono dipendono dalla posizione e velocita iniziale della trottola
(cosi’ che le proprietd dell” equilibrio possono cambiare se si considera la possibilita che questi
parametri vengano modificati).

Incominciamo con lo studio del moto dell’asse della trottola in corrispondenza a dati iniziali
per cuim =M
Abbiamo gia notato che § = 7 é una posizione di equilibrio instabile per ’asse della trottola
se

m2 1
M2 8.22
81, — 2t

Se 5 |
m
— > — [ 8.23
81, ~ 2t

dallo studio del graficodi U.¢; possiamo concludere la stabilitd solo relativamente a quei dati
inziali prossimi alla posizione di equilibrio e tali che m=M .

Dobbiamo ora considerare gli altri dati iniziali prossimi alla posizione di equilibrio.

Poiché la direzione iniziale dell’asse di simmetria ¢ vicina alla verticale, 1%3(0) differisce poco
da hs e quindi m ~ M.

Possiamo quindi considerare quindi un intorno di dati iniziali per i quali |m — M| < € e notare
che siamo interessati solo al caso |¢] << 1.

Dobbiamo allora analizzare per a > 1 ed € molto piccolo il grafico della funzione U, ,(0)

2a(e + 1 — cosb)?
Ueal6) = sen?6

)

+ cosf — 1 8.24

Per 0 >> |e|'/2 (> ¢) il grafico di U,,(6) non differisce sostanzialmente da quello di Uy ,(6).

Ci rimane da analizzare (8.24) quando 6§ é di ordine €'/2.
Conviene per questo introdurre la variabile y ponendo

y=le|"%0
Utilizzando lo sviluppo in serie di senf e di cosf in un intorno di § = 0, si ottiene

2a[1 £ 34%)* 1

Ul ) = ) = 1 (252220 - 202) 0@

2 1
— el (—Z 20+ ;(a - 1)y2) +0(&) 8.25
y

dove + corrisponde a ﬁ = =+1.

Per ¢ sufficientemente piccolo il termine di ordine €2 pué essere trascurato per |y| > e2.

Se a > 1, la funzione
2a 1 9
E2t 51y 8.25
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ha un minimo per
y = *[a/(a - 1)V

e la sua derivata seconda nel punto di minimo vale

[12ay_4 +a— 1} e =4(a—1)

V=G

Dunque U, ,() ha un minimo in 6y = +|e|*/?(4a(a — 1))*/* e nel punto di minimo la derivata
seconda vale 4e(a — 1).

La posizione 0y é una posizione di equilibrio stabile e § = 7 é nel suo ”"bacino” (al dato iniziale
7 corrisponde un’oscillazione intorno a ).

Pertanto se a > 1 la posizione verticale rivolta verso I’alto dell’asse ¢ una posizione di equilibrio
stabile; infatti scelto ogni ¢ > 0 si pué trovare €(d) > 0 (con €(d) — 0 quando § — 0) tale che
se € <€(d)siha |0 —7| <e.

Se a < 1 la funzione (8.25) non ha minimi e tende asintoticamente a —oo. In questo caso la
posizione verticale verso l'alto dell’asse é una posizione di equlibrio instabile.

Se a = 1 la funzione U.; non ha minimi, ma ha un asintoto orizzontale, e quindi un estremo
inferiore.

In questo caso per determinare la stabilita é necessario studiare la funzione U.; su una scala
pit grande, cosi’ da analizzare meglio il comportamento vicino all’origine.

Infatti ’analisi fatta finora nel caso a = 1 dice solamente che un eventuale minimo di U, ; ¢ a
distanza "molto grande” rispetto a €z,

Tenuto conto che, per a =1 si ha

Ueff(9> = 094(1—1-0(9)) 8.26
conviene introdurre variabili riscalate ponendo

2= |e|7V49

Facendo uso dello sviluppo in serie di Taylor di sen 6 e di 1 — cos 6 si ottiene

Uep(0) = eUoy(2) + €2 8.27
dove ) ) .
z z

Ue,l(z) = ; + 1—2 + ﬂ + O(\/E) 8.28

Dimostriamo che per a > 1 la configurazione in cui I'asse della trottola é verticale e rivolto
verso 1’alto é una posizione di equilibrio stabile per ’asse della trottola.
Pit precisamente vogliamo dimostrare

Proposizione 8.1
Per ogni m, M, C; > 0 esiste una costante C'(m, M, C}) tale che, per ogni § > 0 tale che,
se

Ips —m| < 0%, |py — M| < 8% |go| <Ci, \/O2+62<0 8.29
allora . ' _ . '
|9(t,00,6’0,m, M, ¢0)| < (9, |9(t,90,490,m, M, ¢0)| <(Co Vit 8.30
%
Dimostrazione
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Diamo i dettagli solo per il caso a > 1.
E’ sufficiente dare la dimostrazione per ¢ sufficientemente piccolo.
Dalla definizione si ha
Dy = pycost + ]1¢sen29

e quindi, sotto le ipotesi (8.22), e utilizzando le disuguaglianze, valide per 6 piccolo
Lo
senf| < |0, 1 — cosh < 59 8.31

si deduce che esiste una costante positiva C'3 tale che. per tuti i dati iniziali che soddisfano

(8.29) si ha
% — 1] < Ca0?

Posto
€ = 0352

siamo dunque nel dominio di applicabilita dell’approssimazione che abbiamo fatto per deter-
minare il grafico della funzione U, (6).
Utilizzando ancora (8.23) si vede che, per i dati iniziali scelti, 'energia F sodisfa la relazione

|cE| < K§? 8.32

per un’opportuna costante positiva K.

Ricordando la scala in cui sono rappresentate ascisse e ordinate si ottiene la dimostrazione
della Proposizione 8.1 seguendo il metodo che si utilizza nello studio dei sistemi a un grado di
liberta.

Infatti, la condizione (8.30 ) garantisce che nel corso del moto la varibile |y| deve rimanere
all'interno di un intervallo limitato [y;, ys]; la variabile § deve dunque soddisfare a ciascun
istante le disuguaglianze

e questa ¢é precisamente la tesi della Proposizione 8.1.
Tenendo conto del fatto che lascissa é descritta in scala /e si deduce che esiste un valore
6o > 0 tale che per ogni § > 0 si pud trovare una traiettoria 6(t) con dato iniziale [#(0)] < e
che soddisfa sup;|0(t)| > 6p.
Ne concludiamo che la direzione verticale é di equilibrio stabile per I’asse della trottola se
m? > 4ugll; e instabile se m? < 4ugll;.

Q

Nota 8.3

Nella descrizione del moto reale della trottola non si possono trascurare le forze di attrito.
Se si schematizza il loro contributo dissipativo con un effetto di diminuzione della componente
m del momento della quantitd di moto, si pudé comprendere sulla base dell’analisi fatta qui
sopra il passaggio dalla stabilita all'instabilita della posizione verticale dell’asse della trottola.
L’equilibrio diventa instabile e la trottola cade quando la dissipazione ha portato m ad un
valore inferiore al valore critico 2/pugll;.
La descrizione del moto é in realta pit complessa, anche se si schematizza 'effetto delle forze
di attrito con una diminuzione di m.
Infatti lo studio che abbiamo fatto del moto della trottola é relativo al caso in cui m é costante,
e uno studio piu accurato delle soluzioni sarebbe necessario quando m dipende dal tempo.
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Possiamo aspettarci che la descrizione data rimanga approssimativamente valida se i tempi di
variazione di m sono molto lunghi rispetto ai tempi di variazione degli angoli di Eulero; si pu6
allora pensare di poter considerare che il moto della trottola sia descritto ”giustapponendo”
almeno approssimativamente delle soluzioni delle equazioni di Lagrange relative a valori diversi
di m.

Discuteremo in seguito la validita di questa approssimazione, che viene detta ’approssimazione
adiabatica.

L )

TROTTOLA SIMMETRICA IN ASSENZA DI PESO

Questo é un caso particolare del problema precdente, quando g = 0.

Il suo interesse risiede nel fatto che é possibile fare un confronto tra la descrizione in termini
degli angoli di Eulero e la descrizione geometrica di Poinsot.

Inoltre dalle equazioni di Lagrange per la trottola pesante si deduce una proprieta di simulitu-
dine: nella descrizione qualitativa del moto é significativo solo il rapporto m{.

Dunque il moto di una trottola molto veloce (cui corrisponde cioé un grande valore di m) é
qualitativamente identico a quello di una trottola in un campo gravitazionale molto piccolo.
Lo studio del caso g = 0 provvede dunque una prima approssimazione al moto di una trottola
molto veloce; un’ approssimazione successiva potra essere ottenuta trascurando i termini di
ordine maggiore di uno nella costante di gravitazione g, o dimostrando che le caratteristiche
qualitative del moto non vengono alterate se g é sufficientemente piccolo.

Se g=0 'energia potenziale effettiva ha la forma

(m — Mcosf)?
21, sen?0

Ul (0) = 8.35
Senza perdita di generalitd assumiamo M > 0 (questo corrisponde ad una scelta di orientazione
dell’asse di simmetria).

Se g = 0, la direzione werticale non é prefissata; per ciascuna scelta dei dati iniziali si pué
prenderla in modo che m = |l|, dove [ é il momento angolare (che é conservato se g = 0).
Questo corrisponde allo scegliere la direzione del momento angolare come asse hz per definire
gli angoli di Eulero.

Con questa scelta si ha m = |[| > M e la funzione U,¢ ha un minimo in 6y = arc cos

Si ha allora 6(0) = 6y e quindi

M
U

o(t) =0, Vi 8.36

L’angolo di nutazione é costante e le velocita angolari di rotazione e di precessione sono costanti
e date, sencondo le (8.15) e (8.16), da

. U(1 —cos® l MM
sl -cosen) M| 837
I, sen? 6, I I3 I

Nota 8.4
Con questa scelta di assi, la descrizione mediante gli angoli di Eulero coincide con la
descrizione secondo Poinsot.

)

Il moto é composizione di due moti periodici, ed é quindi multiperiodico con due frequenze
fondamentali.
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Questa conclusione é naturalmente vera indipendentemente dalla scelta degli assi, ma per
scelte degli assi diverse da quella descritta qui sopra non é immediato dedurre le due frequenze
fondamentali dallo studio delle soluzioni del problema.

CAMPO GRAVITAZIONALE PICCOLO

Quando g # 0 gli angoli di Eulero saranno ancora in generale funzioni multiperiodiche del
tempo, ma non avendosi pit una descrizione alla Poinsot non ¢é in generale facile determinare
i periodi fondamentali né le condizioni sui dati iniziali affinché il moto sia periodico.
Studiamo brevemente il moto nel caso in cui il campo gravitazionale é piccolo.

Vogliamo dimostrare che, se all’istante iniziale la trottola ruota attorno al suo asse di simmetria,
che indichiamo con k3(0), nel corso del moto P'asse di simmetria si discosta da ks(0) solo per
termini infinitesimi in g e la velocita angolare di rotazione attorno all’asse di simmetria differisce
da quella che si ha nel caso g = 0 solo per termini infinitesimi in g.

Vi é inoltre un lento moto di precessione dell’asse di simmetria rispetto all’asse verticale (de-
terminato dalla forza peso)

Nota 8.5
Le equazioni che si deducono dalla conservazione dell’energia sono invarianti per la trasfor-
mazione

g— Ny, M —VAM, m—Vm, t— 2t A>0 8.38

(questa trasformazione altera ciascun termine per lo stesso fattore \)

Scegliendo A = ¢g~! si vede che lo studio del moto per piccoli valori di ¢ equivale, a meno di
cambiamento nella scala dei tempi, allo studio del moto per grandi valori di m e M, e quindi
allo studio di una trottola che ruota molto velocemente attorno al suo asse di simmetria.

Dal comportamento per g piccolo si deduce allora che se all’istante iniziale il moto é di ro-
tazione attorno all’asse di simmetria, con grande velocita angolare, I’angolo che 1’asse di sim-
metria forma con la verticale rimane ”praticamente costante” anche in presenza di un campo
gravitazionale, e la velocitd di rotazione attorno all’asse di simmetria viene variata di poco
percentualmente.

Vi é inoltre un moto di precessione dell’asse di simmetria attorno alla verticale con una velocita
che é piccola rispetto alla velocita di rotazione del corpo attorno al suo asse di simmetria.

&

Per analizzare il moto quando g é molto piccolo, utilizziamo angoli di Eulero costruiti as-
sumendo come asse fisso la direzione del campo gravitazionale, che chiameremo ”verticale”.
Se 6y é I'angolo che all’istante iniziale I'asse di simmetria forma con la verticale, e con m la
proiezione del momento angolare lungo la verticale (cosi’ che m = Mcos 6y) 'energia potenziale
effettiva ha la forma

M (cos 0 — cos 0)?

UGt — Gceos 0 G = ugl 8.39
eff 21,sen? 0 + ' HY
Studiamo solo il caso in cui #y é grande rispetto G (in un senso che preciseremo meglio in
seguito).
Il caso in cui #y ¢ molto piccolo rispetto a G (cosi’ che 1 — §} é piccolo) é stato trattato nel

corso dello studio della stabilta della posizione verticale.

Se 6y e G sono dello stesso ordine di grandezza, la descrizione del moto é sostanzialmente piu
complicata.

Per g = 0 la funzione U e(j;?o ha un minimo isolato in 6 = 6.
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Per il teorema della funzione implicita se G é piccolo, la funzione U, e(jc? avra un minimo isolato
per un valore di € prossimo a 6.

Per determinare la posizione del minimo e la derivata seconda di Ugc ; nel punto di minimo
(questo provvedera I'informazione sulla frequenza di piccola nutazione) poniamo 6 = 6y + w.
Sviluppando al secondo ordine in |w| la funzione U.s (quindi al primo ordine la sua derivata,

per applicare il teorema della funzione implicita nella ricerca del minimo) si ottiene

Msen? 0y [w — Gl,sen Oycos? 01> Geos 0, )
- O 3 8.40
21, cos? 6, Msen? 0, 2 w4 O(fwl)

Uepr =

Dalla (8.40) si deduce che il minimo della funzione U.s; si trova in un punto che, a meno di
termini di ordine due in G ¢é dato da
G1,cos? 0

Omin = 00 + Winin, Winin = “Msen 0y 8.41
Si conclude allora che I'asse di simmetria compie una nutazione periodica con ampiezza data
approssimativamente dal doppio di (8.41) e con una frequenza che, al primo ordine in G é data
da
, _ M sen? 0
nut Icos? 0,

Il moto di precessione attorno all’asse verticale é descritto dall’equazione (8.15).
Ricordando che m = Mcos 6y e ponendo come prima w = 6 — 0, si ottine, al primo ordine in

G

w — Gcos 6y 8.42

gz'ﬁ(t) — ML@)

sen 0y

La variazione di ¢ per ogni periodo T},,; del moto di nutazione é allora dato da

T Muw(t)

dt
o sen b

Ap =

Al primo ordine in G si ha w(t) = Wy, + h(t) dove wy,;, é dato in (8.42) e h(t) é una funzione
a media nulla nel periodo 7'
La variazione A¢ é dunque data, al primo ordine in G, da

A = Twpin, T=wl

nut
Sostituendo ’espressione di wy,,; data in (8.42) si ottiene

LG
VM

Il movimento di precessione é dunque lento con velocitda media proporzionale a G.

Agp = tg® 0y + O(G?) 8.43
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Lezione 9. TRASFORMAZIONI CANONICHE E SIIMPLETTICHE, PARENTESI DI POISSON
Struttura algebrica e geometrica della dinamica hamiltoninana

APPENDICE: Trattazione hamiltoniana di una particella in capo magnetico

Nello studio delle equazioni di Lagrange abbiamo sottolineato come sia importante il fatto che
esse siano invarianti in forma per ogni trasformazione di coordinate (di classe C') nello spazio
delle configurazioni.

Questo permette in particolare di utilizzare le coordinate piti adatte per il problema che si
vuole analizzare.

Abbiamo anche notato che ogni trasformazione di coordinate nello spazio delle configurazioni
pud venir ”sollevata” a diventare una trasformazione di coordinate nel fibrato tangente (spazio
posizione-velocitd), e quindi pud essere trasportata, mediante la trasformazione di Legendre,
a una trasformazione di coordinate nel fibrato cotangente (spazio delle fasi).

Data 'equivalenza delle equazioni di Lagrange con quelle di Hamilton, le trasformazioni cosi’
ottenute lasciano invarianti le equazioni di Hamilton, senza cambiare I’'Hamiltoniana (come
funzione sullo spazio delle fasi).

Ci dobbiamo aspettare che vi siano altre trasformazioni di coordinate nello spazio delle fasi
che godono della stessa proprieta.

Vogliamo studiare in questa Lezione quelle trasformazioni di coordinate nello spazio delle fasi
che lasciano invarianti in struttura le equazioni di Hamilton

Con questo intendiamo che se un flusso é descritto nel primo sistema di coordinate da equazioni
di Hamilton con hamiltoniana H, allora anche nel secondo sistema di coordinate questo flusso
é descritto da equazioni di Hamilton, eventualmente per una diversa hamiltoniana K.

Poiché le equazioni di Hamilton sono dette equazioni canoniche poniamo la seguente definizione:

Definizione 9.1
Una trasformazione di coordinate {q, p} — {Q, P} in R?" si dice canonica se lascia
invariante la struttura delle equazioni canoniche

%

Una trasformazione canonica ha quindi per definizionela seguente proprieta.
Scegliamo arbitariamente una funzione H(q,p,t) di classe C? e indichiamo con

{pnt: " 0°), Yt ", ")} m=1...N

le soluzioni di

dt oG

con dati iniziali ¢,,(to; %, p°) = ¢°,, ¥m(0;¢° p°) = p¥ al tempo ¢,
Posto

Qm(t; 4", p°) = Qu(o(t, ¢°,1°), ©(t, 4 p"), Punlt; ¢°,1°) = Pu(o(t, 6" 0%), ¥(t,¢°,0°)) 92
esiste una funzione K(Q, P,t) (dipendente da H) tale che siano soddisfatte le equazioni

dQ., 0K dP, 0K 03
dt  OP,’ dt  0Qm '

I dati iniziali devono naturalmente essere scritti nella forma
Q" = Q(to;¢°,p");  P° = P(to;¢°,p")
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E’ facile costruire delle trasformazioni per le quali K(H) # H (per chiarezza abbiamo indicato
esplicitamente la dipendenza di K da H).

Basta porre ad esempio

Qm=0aq¢, Pn,=ap, «a#0 94
Se le coordinate ¢, p soddisfano (9.1), allora le coordinate @y, P, soddisfano
. ) o0H , OH
Qm = agm = oz—apm =55
. o0H OH
P?’TL et .m = —()— = — 2—
“p O “ Q.

e dunque si ha K(H) = o*H.
Nello stesso modo, ponendo @, = P, P = @ si ottiene K(H) = - H.

Una classe particolare di trasformazioni canoniche sono quelle per le quali K(H) = H.
Chiameremo simplettiche queste trasformazioni.

Vedremo pit avanti che esse hanno un’ interpretazione geometrica .

Si ha dunque

Definizione 9.2
Una trasformazione canonica viene detta simplettica se comunque si scelga la funzione H
risulta K(H) = H
¢

Nota 9.1

Nella definizione data, la relazione K(H) = H va intesa come identita tra funzioni definite
sullo spazio delle fasi; la dipendenza funzionale di K dalle coordinate @, P sard in generale
diversa dalla dipendenza funzionale di H dalle coordinate ¢, p .
Utilizzeremo questa proprieta per scegliere, in corrispondenza a ciascuna hamiltoniana che
studieremo, le coordinate che permettono di semplificare la sua forma.

L

Non sara naturalmente vero che ogni trasformazione di coordinate nello spazio delle fasi sia
simplettica, e neppure canonica.

Dimostreremo perd che ogni trasformazione di coordinate di classe C! nello spazio delle config-
urazioni pué essere ”sollevata” allo spazio delle fasi (in modo non unico!) in modo da ottenere
una trasformazione simplettica.

Questo significa che, per ogni trasformazione di coordinate ¢ — Q(q), di classe C*, é possibile
costruire N funzioni Py(q,p) in modo tale che la trasformazione ¢ — Q(q), p — P(q,p) sia
simplettica.

E’ opportuno notare che queste trasformazioni sollevate dallo spazio delle configurazioni non
esauriscono le trasformazioni simplettiche.

Per individuare condizioni necessarie e/o sufficienti affinché una trasformazione di coordinate
nello spazio delle fasi sia simplettica (o sia canonica) conviene studiare innanzitutto la legge
di variazione di una generica funzione G(g, p,t) lungo le soluzioni delle equazioni di Hamilton.
Indichiamo con ¢ (t;¢° p°), V2 (t;¢° p°) la soluzione delle equazioni di Hamilton con Hamil-
toniana H, corrispondenti ai dati iniziali ¢°,, p2, .
Utilizzando la regola di derivazione di funzioni composte, si ottiene

oG oG

i H/y, 0 0 H/y. 0 0 _ % el el
dtG(%(t,q D) U (97, 07),t) = ;(aq,ﬁ” 8pkwk) + 5
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0G
= {G, HYyp(0(t; 4%, 0°), 0 (t; 4%, p°), t) + wr 96

dove abbiamo utilizzato le equazioni del moto e abbiamo definito

0G OH O0H 0G
(010 = 5 (G e~ )

9.7
Definizione 9.3

La funzione {G, H},, viene detta Parentesi di Poisson delle funzioni G' e H relativa alle
coordinate q, p.

o

Abbiamo utilizzato esplicitamente il suffisso ¢, p per sottolineare il fatto che la definizione é
stata data utilizzando la dipendenza funzionale di G e di H dalle variabili q,p.

In generale se si utilizza la dipendenza funzionale di G, H da un altro sistema di coordinate,
il risultato dell’operazione indicata é diverso.

L’operazione Parentesi di Poisson relativa alle coordinate p,q associa dunque a due funzioni
G , H definite sullo spazio delle fasi e di classe C*, k > 1, la funzione {G, H},, di classe C*~1.
In realtd si vede dalla definizione che 'operazione ”parentesi di Poisson” coinvolge solo le
derivate della funzioni G e H rispetto alle coordinate utilizzate, e quindi I'espressione {G, H},,
dipende solamente dai differenziali dH e dG.

In particolare le funzioni costanti hanno parentesi di Poisson nulla con tutte le funzioni dif-
ferenziabili.

L’applicazione G , H — {G, H},, ¢ palesemente lineare in entrambi i fattori, ed é ovviamente
antisimmetrica per lo scambio G <~ H.
Un calcolo esplicito dimostra anche che, per ogni scelta delle funzioni F, G, H di classe C?
vale I'identité

{F.{G,H}} +{G,{H,F}}+{H,{F,G}} =0 9.8

Definizione 9.4
All'identita (9.8) si d4 il nome di Identitd di Jacobi .
¢

Nota 8.2
Nell’appendice alla Lezione 7 abbiamo notato che anche il prodotto di Lie di due campi
vettoriali gode delle proprieta di linearita e di antisimmetria e soddisfa 1'identita di Jacobi.

Questo non é accidentale; infatti ad ogni funzione F definita sullo spazio delle fasi e di classe
C! pud essere associato un campo vettoriale mediante la seguente prescrizione:

d
G _ OF — dpm _ OF N 9.9
da OGm

da  Opy,

(se a é il parametro "tempo” e F é la hamiltoniana, queste sono le equazioni del moto di
Hamilton!).
Indicato con {f il campo vettoriale in (9.9), individuato nelle coordinate (g, p) dalle N funzioni

oF oF

5} e

Pm dm
si pud verificare (noi lo faremo in forma concisa in seguito) che vale 'identitd, per ogni coppia
di funzioni di classe C?

r, &cl = —&raey
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Per la determinazione di condizioni necessarie e/o sufficienti affinché una trasformazione di
coordinate sia canonica (o simplettica) é utile in seguente teorema.

Esso d4 le condizioni affinché un campo vettoriale £ definisca equazioni hamiltoniane (o, equiva-
lentemente, affinché il flusso di ¢ sia composto da soluzioni di equazioni di Hamilton per qualche
hamiltoniana. )

TEOREMA DI POISSON

Consideriamo un sistema di equazioni del primo ordine in R?" il cui flusso é descritto nelle
coordinate qi, pr, k=1,... N dat — q(t), p(t).
Queste equazioni sono canoniche (= hamiltoniane) se e solo se, per ogni coppia di funzioni

R(q.p,t), S(q,p,t), si ha

D{Rv S}(I1p
dt

DR DS
= { dt aS}q,p + {R, E}q,p 9.10

dove abbiamo indicato con % la derivata totale della funzione F' lungo il flusso considerato,
cioé

DF(a.p.t) _ §~OF dax  OF dpiy  OF
dt - 1 aqk dt 8pk dt ot
&
Dimostrazione
1 - Necessita
Dalla (9.6) e dalla definizione di £ si deduce
D{R,S},. 0
——E :{{Ras}>H}q,p+_{Rvs}q7P 9.11
dt ot
Per I'identita di Jacobi, il primo termine a destra nella (9.11) é uguale a
{{Rr, H}, Stop +{{H, 5}, Rlqp
mentre il secondo termine a destra nella (9.11) pué essere esplicitato
95~ (8_35_5 _ 9_5‘9_R> _
Ot &= \0qx Opr.  Iqr Oq
S~ (2@ 95 JOR 9 05 0 05 OR 05 0 R,
— \Oqx Ot" Op,  Oq, Op, Ot Oq. Ot" Op, Oq. Opy Ot
OR 05
= {Ea S}q,p + {R> E}q,p 9.12
L’asserto é allora dimostrato ricordando che
ds oS dR OR
—={S,H —, —={R,H —
dt { ) }%p + at ’ dt { ) }qap + at
2 - Sufficienza
Scriviamo le equazioni del moto nella forma

113



(questo definisce @y e T'y).
Dalla definizione di {-,-},, segue che

{Qk’aph}q,p = 5k,h {Qka Qh}q,p =0 {pk7ph}q,p =0

Ponendo in (9.10) R = py,, S = qp, si ha allora, per qualunque scelta fatta per gli indici ko, hg

0= E({pko’ Qho}q,P) = {_Fkoa Ghy }q,P + {pkoa (I)ho}q,p = th - aqkoo 9.14
Analogamente’ Sceghendo R = ko S = Phy € pOl R = Pko> S = (Ghg si ottiene

tho B ano apho B ano

per ogni scelta degli indici hg, ko.

Le (9.14) e (9.15) sono precisamente le condizioni affinché per ciascun punto P dello spazio
delle fasi (in un intorno del quale si possono utilizzare le coordinate ¢, p) esista un intorno N’
e una funzione ¥(q, p,t) definita in A tale che

ov ov
P, =— T = — 9.16
" Ipn " qn
Sostituendo (9.16) e (9.13) si ottiene 1'asserto.
Q

Dal teorema di Poisson segue un importante corollario

Corollario
Una trasformazione di coordinate (g, p) — (Q, P) (eventualmente dipendente dal tempo) é
canonica se, per ogni coppia di funzioni F, G definite sullo spazio delle fasi si ha

{F,G}yp={F,G}gp a€R, a#0 9.17
nel senso che le due espressioni in (9.17) rappresentano in coordinate diverse la stessa funzione.
¢
Dimostrazione
La (9.10) rimane un’identitd se ciascun termine viene moltiplicato per a.
@

Si pué dimostare che la (9.17) é anche condizione necessaria affinché la trasformazione ¢,p —
@, P sia canonica.

La condizione (9.17) pué quindi essere assunta come definizione di trasformazione canonica.
Noi non daremo la dimostrazione che (9.17) é anche condizione necessaria. Considereremo
invece solo il caso in cui o = 1.

Si ha
Proposizione 9.1
Condizione necessaria e sufficiente affinché la trasformazione di coordinate ¢,p — @, P
sia simplettica é che per ogni coppia di funzioni F, G definite sullo spazio delle fasi valga la
identita
{F> G}%p = {Fv G}QJD 9.18

¢
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Dimostrazione

1) Necessitd
Date le funzioni F' e GG, consideriamo il sistema Hamiltoniano

OF OF
e = — w=———— k=1...N 9.19
dk I Dk Dar
La derivata di G lungo le soluzioni di (9.19) é data da
DG
W - {G, F}q’p 920

Per ipotesi, la trasformazione considerata é simplettica. Si ha dunque

: oF . OF
= — P = _-—_
e quindi
D
d_tG - {G, F}Q’p 9.21

Da (9.20) e (9.21) si deduce (9.18).
2) Sufficienza

Dal Corollario del Teorema di Poisson e da (9.18) segue che la trasformazione é canonica.
Per ogni funzione F' esiste dunque una funzione F’ tale che la soluzione di

oF , oF

" op ¢ Ay,

con dati iniziali ¢, p?, quando sia scritta in funzione delle coordinate @, P, rende soddisfatte

le identita OF" OF"
), — — P = _ 9.23

Dobbiamo dimostrare che esiste una costante C' tale che F' = F 4 C.

Sia G un’arbitraria funzione sullo spazio delle fasi. La sua derivata rispetto al tempo lungo le

soluzioni di (9.22) é

DG
E — {G, F}q,p 924

Poiché per costruzione le soluzioni di (9.23) (corrispondenti agli stessi dati iniziali) individuano
la stessa traiettoria, si avra anche

DG
- =16 Fllar 9.25

Per ipotesi {G, F'},, = {G, F}g,p, e quindi da (9.24) e (9.25) segue che
{G.(F = F)}gp=0 VG
Scegliendo G = qy,, ko =1,...N e poi G = py,, ko =1,... N si ha

) )
—(F—F)=_——(F-F) k=1,...N 9.26
9. )= 3t )

Da qui si deduce che esiste una costante C' tale che F = F’ + C.
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Ricordiamo ora che nelle equazioni di Hamilton I’hamiltoniana pud essere variata per una
costante additiva senza alterare le equazioni perché una funzione costante ha parentesi di
Poisson nulla con qualunque funzione.

Questo completa la dimostrazione della Proposizione 9.1.

Q

Conviene notare che 'invarianza delle parentesi di Poisson, nella forma (9.18), sembra essere
una condizione non verificabile con un numero finito di operazioni, poiché (9.18) deve valere
per ogni scelta delle funzioni F, G.
E’ quindi importante la seguente Proposizione
Proposizione 9.2

Sia ¢,p — @, P una trasformazione di coordinate nello spazio delle fasi.
La trasformazione é simplettica, cioé la relazione (9.18) é soddisfatta per ogni coppia di funzioni
F, G di classe C| se e solo se sono verificate le N(2N-1) relazioni

{Qk: Pr}ap = Okns {Qk:Qntap =0, {Pr,Pr}yp=0 hk=1...N 9.27

%

Dimostrazione
Si nota innanzitutto che le (9.27) sono necessarie; infatti le seguenti identitd seguono ba-
nalmente dalle definizioni

{Qr, Pulo.r = 0kn {Qk, Qrtopr =0, {Pe,Prlopr=0 hk=1...n 9.28

D’altra parte, per ogni funzione F di classe C'' sullo spazio delle fasi si ha, per il teorema di
derivazione di funzioni composte,

Z OF 0Qy,  OF 0P, OF oY OF 0Q,, | OF 0P,
3Qm gy, 8Pm dqr, " Opy 0Qm, Opr, 0P, Opy

)

Utilizzando queste formule é possibile scrivere {F, G},, in funzione delle derivate parziali di
F e G rispetto alle coordinate @) eP.
I coefficienti dipendono linearmente dalla derivate parziali delle (), P, rispetto alle coordinate

q, P
Si verifica che queste ultime appaiono solo attraverso le combinazioni lineari

{Qk, Ph}q,pv {Qka Qh}q,m {Pk> Ph}q,p

e si utilizza la (9.27) per concludere la dimostrazione.

Non diamo qui i dettagli del calcolo, che é semplice ma non particolarmente istruttivo.
Svilupperemo nel seguito un formalismo che permettera di verificare rapidamente la Propo-
sizione 9.2 dandole anche un significato ”geometrico”.

Q

Le condizioni indipendenti in (9.27) sono N (2N — 1); infatti le condizioni {Qy, Pr}qp = Ogp
sono N?, mentre le condizioni {Qk, Qn}sp = 0 sono N(N — 1)/2 (per Pantisimmetria delle
parentesi di Poisson), e altrettante sono le condizioni { Py, P,},, = 0.

Nota 9.3
E’ importante ricordare che tutte le N(2N — 1) condizioni indipendenti descritte in (9.27)
devono essere verificate, e non solamente le condizioni {Q, Pr}qp = Ok -
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Come conseguenza della Proposizione 9.1 ometteremo nel seguito I'indicazione della coordinate
utilizzate.

A stretto rigore, bisognerebbe mantenere l'indicazione della classe di equivalenza cui ci si
riferisce (due sistemi di coordinate sono equivalenti se la trasformazione da un sistema all’altro
é simplettica).

E’ utile dunque precisare quale sia la classe che utilizzeremo.

Dallo studio delle trasformazioni di Legendre abbiamo visto che le equazioni di Lagrange
nello spazio delle configurazioni con coordinate g, per una lagrangiana L sono equivalenti alle
equazioni di Hamilton con Hamiltoniana data dalla trasformata di Legendre di L quando queste

vengano scritte utilizzando le coordinate qi € pp = gTLI; )

Questo individua un sistema di coordinate nello spazio della fasi e quindi una particolare classe
di equivalenza.

Chiameremo it simplettico ogni sistema di coordinate che appartiene a questa classe e omet-
teremo in seguito questa precisazione.

Nota 9.4
Conviene notare che questa definizione é indipendente dalla particolare lagrangiana utiliz-
zata per definire le variabili ”momento”.

L

Vale anche un converso del teorema di Poisson: le trasformazioni di coordinate date da un
flusso hamiltoniano costituiscono ua successione di trasformazioni simplettiche.

Per vedere questo, notiamo che é sufficiente dimostrare che lungo un flusso hamiltoniano le
parentesi di Poisson tra coordinate elementari ¢, pr non vengono variate.

Riscriviamo le parentesi elementari utilizzando la notazione

2n=Gqn Zn =DPNin n=1,...N {zks 21} = Jni 9.29

e dove la matrice antisimmetrica invertibile J di rango 2N ¢é dettta matrice simplettica.
Per il flusso dovuto a un hamiltoniana (eventualmente dipendente dal tempo) si ha den(t)

{H(t),2(t)} e quindi dt

d{zr, zn}(t)
dt

{{H (), (1)}, 2(8)} + {zn(t), {H(t), 21(t)} } 9.30

con z(0) = z.
Utilizzando 'identita di Jacobi la (9.30 ) pud essere riscritta

d{Zk, Zh}(t)

i = {H(t),{zn(t), z(t) } } 9.31

La (9.31) é un’equazione lineare omogenea per la funzione {zj.zy}(t).

Una soluzione é {z, zx} = cost Yh, k perché ogni funzione costante ha parentesi di Poisson
zero con qualunque funzione.

Se la hamiltoniana é sufficientemente regolare ( in modo che I'operazione ”parentesi di Poisson”
sia continua) la (9.31) ha soluzione unica.

Tenuto conto dei dati iniziali si ha quindi {2y, 25 }(t) = Jrn Vt.

Questo dimostra che z — z(t) é una trasformazione simplettica e quindi il flusso hamitoniano
¢ un flusso di trasformazioni simplettiche.
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Questo fa comprendere il motivo per cui la ricerca di soluzioni di un’equazione hamiltoniana
viene effettuata, nel metodo di Hamilton-Jacobi che introdurremo nella Lezione seguente,
cercando un’opportuna funzione generatrice di una famiglia di trasformazioni simplettiche.

STRUTTURA ALGEBRICA DELLA MECCANICA CLASSICA

L’introduzione delle Parentesi di Poisson e la Proposizione 9.1 permettono una formulazione
"algebrica” della Meccanica Classica.

Notiamo che una dinamica nello spazio delle fasi viene data mediante 1’assegnazione di una
funzione (hamiltoniana) H e corrisponde al flusso del corrispondente campo vettoriale JdH.
Anziché studiare il moto del punto rappresentativo nello spazio delle fasi, si pué studiare per
dualitd la variazione nel tempo di una generica funzione A(q, p)

A—At),  At)(g.p) = Ad(—t;q,p)) 9.32

dove ¢(t; q,p) é la soluzione delle equazioni di Hamilton con hamiltoniana H e dati iniziali ¢, p
per t = 0.

Il moto nello spazio delle fasi si otterra allora specializzando la scelta di della funzione A,
ad esempio scegliendo come funzione una delle coordinate (ricordare che le coordinate sono
particolari funzioni sullo spazio delle fasi).

Da (9.28), utilizzando la derivazione di funzioni composte, si ha

dA(t)

Il termine a destra definisce dunque un campo vettoriale sullo spazio delle funzioni differenzi-
abili nello spazio delle fasi.

Questo campo vettoriale é individuato dalla funzione H, e, per una generica funzione H di
classe C! ¢ definito dalla seguente operazione lineare sulle funzioni (di classe C*)

A— {AH} =0yA 9.34

(questo definisce il simbolo Op).

I1 campo vettoriale definito da (9.34) é una derivazione.
Per stabilire questo, basta verificare che sono soddisfatte la linearita e la regola di Leibnitz.
La linearitd é evidente

On(ANA) = \ogA, N € R On(A+ B) =0yA+0yB
La regola di Leibnitz si verifica notando che
On(AB) = BogA+ Aoy B
Il gruppo ad un parametro associato é
a— Ala) 9.35

dove A(«) la soluzione di

={A(a),H} = 0gA(w) 9.36



(poiché considereremo in seguito pit campi vettoriali conviene indicare con « anziché con ¢ il
parametro).
Possiamo allora determinare il prodotto di Lie dei due campi vettoriali 0y e Jk; eseguendo i
calcoli si ottiene

[8H,8K] = —8{}[7[(} 9.37

Quando si scelgono, come funzioni sullo spazio delle fasi, coordinate ¢, ...py che sono ”sim-
plettiche” (cioé appartengono alla stessa classe di equivalenza delle coordinate posizione e
impulso), si ottiene

[Og1+ Opr,] = On ey Qg1+ Ogy.] = [Opy Op, ] = 0 Vi, k 9.38

(dalla definzione segue che, se G assume valore costante su tutto lo spazio delle fasi, si ha
OgF =0VF).

Nota 9.5

Diremo che due campi vettoriali & e & commutano se la loro parentesi di Lie é nulla.
Da (9.37) si deduce che due campi vettoriali hamiltoniani commutano se la parentesi di Poisson
delle corrispondenti hamiltoniane é una costante (non necessariamente nullal).

)

Le (9.38) garantiscono che i campi vettoriali corrispondenti alle g e alle p, commutano, tra
loro per ogni scelta di indici. Per il teorema di Frobenius si possono utilizzare le ¢ , p, come
coordinate nell’ambito del formalismo descritto da (9.36), almeno in un intorno del punto
considerato nello spazio delle fasi.

E’ importante notare che (9.36) definisce un flusso sulle funzioni continue mentre per funzioni
continue che non siano di classe C'!' non é definito il campo vettoriale (9.37).

Indicheremo con il termine algebra delle osservabili classiche ’algebra A delle funzioni continue
e limitate sullo spazio delle fasi.

Chiameremo stati gli elementi del duale A* dell’algebra A (i funzionali lineari su .A)

Uno stato ha le proprieta di assumere valori positivi in corrispondenza a osservabili positive, e
di attribuire il valore 1 all’osservabile che corrisponde alla funzione sullo spazio delle fasi che
vale uno in ogni punto (elemento identita I dell’algebra A).

Un punto di coordinate (qo, po) nello spazio delle configurazioni definisce attraverso

A = A — A(qO,po) 9.39

uno stato pg, p, che chiameremo puro perché non é possibile scriverlo come combinazione con-
vessa di stati
Chiameremo miscela statistica ogni elemento p € A* che puo’ essere scritto come

/f(q,p)pq,pdqdp feL'M), |fh=1

dove M é lo spazio delle fasi.

L’evoluzione (9.36) definisce, per dualitd, un’evoluzione per 'insieme degli stati.
Si ha, per definizione

p(t)(A) = p(A(t)) 9.40
E’ facile verificare, integrando per parti, che per gli stati py, f € C* N L! evoluzione definita
dalla (9.40) corrisponde alla soluzione dell’equazione

df
== {H.]) 9.41
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A questa equazione si da il nome di equazione di Liouville.

STRUTTURE DI POISSON

Consideriamo una particella di massa m e carica elettrica e. La sua lagrangiana é data da
m. .
L= §|qk — A(Q)P” +V(q)

dove A eé il potenziale vettoriale e V' é il potenziale scalare.
La definizione di momento coniugato p, porta alla seguente espressione

pr = mar — mAL(q) 9.42

E’ facile vedere che la hamiltoniana é data da
1
H=—|p|? =—
5 el +Ug), Ulg) = =V(g)

e quindi ha la stessa forma della hamiltoniana con la sola energia potenziale scalare (coulom-
biana) pur di fare la sostituzione py — my.
Semplici calcoli mostrano che si ha

{Pk, Pr} = €xni B, {ak, e} =0 {a, pr} = dkn 9.43

dove B ¢ il vettore campo magnetico.

Dato il loro interesse per la formulazione hamiltoniana dell’elettromagnetismo, le (9.43) sono
state molto studiate ed é stata introdotta una struttura che generalizza le parentesi di Poisson.
Questo permette anche di evidenziare le analogie tra la meccanica hamiltoniana e il moto del
corpo rigido (e la descrizione euleriana del moto di fluidi non viscost).

Definizione 9.5
Sia Y uno spazio vettoriale topologico.
Una struttura di Poisson su Y é un’applicazione

Y xY =Y

che ha le seguenti proprieta:
a) bilinearita
b) antisimmetria
¢) regola di Leibnitz
d) identita di Jacobi
¢

Una struttura di Poisson é non degenere se il suo nucleo é costituito dalla funzioni costanti.

Esempi tipici di strutture di Poisson sono i seguenti:
i)

Y é lo spazio delle funzioni di classe C* su una varieta ¥ di dimensione pari 2N. ® é dato
da

O(F,G)(q,p) ={F,Q}qp 9.44

120



dove in ciascun punto di X

¢={q1,...an}, p=A{p1,...pn}

sono coordinate locali.
ii)

Y é lo spazio delle funzioni C* su R® con coordinate (z,px). ® é la struttura di Poisson
definita in (9.43).
iii)

Y é lo spazio dei vettori di R®. ® é dato da ®(&,n) =& An.
iv)

Y é lo spazio dei campi vettoriali su una varieta. ® é il prodotto di Lie dei campi vettoriali.
Nota 9.6

Gli esempi i), ii), iii) sono casi particolari dell’esempio iv). Per questo motivo la struttura
di Poisson viene spesso chiamata struttura di Lie-Poisson.

%

Data questa definizione di struttura di Poisson, é naturale porsi il problema di quante strutture
di Poisson possano essere poste su di uno spazio vettoriale Y e di quali siano le strutture che
coincidono, pur essendo definite in modo diverso.

In questa direzione, formuliamo qui un teorema, che non dimostreremo.

Teorema (Darbouz)

Ogni struttura di Poisson non degenere sulle funzioni di classe C* su una varietd di dimen-
sioni pari coincide localmente con la struttura di parentesi di Poisson rispetto ad un opportuno
sistema di coordinate.

¢

Nota 9.7

Non é sempre in generale scegliere un sistema di coordinate definito su tutta la varietd e
per il quale la struttura di Poisson data coincide con le parentesi di Poisson.
Questa impossibilitd ha luogo, ad esempio, per la struttura definita da (9.43) se il campo
magnetico é singolare in qualche punto, o equivalentemente se la regione dello spazio nella
quale é definito il campo elettromagnetico non ¢é semplicemente connessa.

L]

Per quanto riguarda 'identificazione di strutture di Poisson ottenute con procedimenti diversi,
notiamo che abbiamo gia dimostrato che due sistemi di Poisson, ottenuti attraverso le parentesi
di Poisson utilizzando due sistemi di coordinate diversi, coincidono se e solo se la trasformazione
tra i due sistemi di coordinate é simplettica.

Per caratterizzare invece in questo contesto le trasformazioni canoniche, notiamo che una
struttura di Poisson su Y associa ad ogni elemento H di Y, attraverso la relazione

Y 5 F — &(F, H) 9.45

un campo vettoriale lineare, e quindi un’equazione differenziale lineare

dF
— =®(FH 9.46
dt ( ? )

Negli esempi i) e ii) si tratta delle equazioni di Hamilton con hamiltoniana H.
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Negli esempi ii), iii) si tratta delle equazioni di Eulero per il moto rigido.
L’esempio iv) riguarda le equazioni di Eulero per un fluido non viscoso.

Definizione 9.6
Un flusso in uno spazio Y su cui é definita una struttura di Poisson ® é detto compatibile
con ¢ se il suo campo vettoriale commuta con & :

BIEG) (45 16)

= — 4
dt dt’ dt 947

%

Il teorema di Poisson dimostrato precedentemente in questa Lezione afferma che, se si considera
la struttura di Poisson

O(F,G) = {F,G}yp 9.48

definita sulle funzioni (di classe C*) su R*" dalle parentesi di Poisson relative a un sistema di
coordinate

{Zk}EC]h---fJM P1...PN

un flusso t — ¢(t,2) su R?M induce sulle funzioni (attraverso f(z) — f(t)(z) = f(¢(t,2)) un
flusso compatibile con la struttura {-,-},, se e solo se il flusso é hamiltoniano nelle coordinate
q,p-

Ne segue che una trasformazione di coordinate (¢,p) — (Q, P) é canonica se e solo se ogni
flusso compatibile per la struttura di Poisson definita dalle (¢, p) é anche compatibile con la
struttura di Poisson definita dalla (Q.P)

STRUTTURA GEOMETRICA DEL FORMALISMO HAMILTONIANO (Geometria simplet-
tica)

Abbiamo visto che le parentesi di Poisson associano funzioni a coppie di campi vettoriali definiti
da derivate di funzioni. Quest’associazione é antisimmetrica e soddisfa la regola di Lebnitz per
il prodotto e I'identita di Jacobi.

Ricordiamo che nel caso finito dimensionale prende il nome di due forma una funzione bilineare
antisimmetrica sul prodotto cartesiano di due spazi vettoriali.

Nel nostro caso gli spazi vettoriali che consideriamo sono composti da gradienti di funzioni
definite nello spazio delle fasi M e quindi in ciascun punto di M il loro duale sono le forme
differenziali.

Ne segue che la parentesi di Poisson rappresenta una due forma differenziale w :

{F,G} = w(VF,VG) 9.49

E’ facile verificare che l'identita di Jacobi corrisponde alla proprieta di w di essere chiusa
(almeno localmente) cioé di essere (localmente) il differenziale di una uno- forma differenziale
E’ facile anche vedere che in uno spazio simplettico di dimensione 2n la forma di volume

WX W...Xw N wolte 9.50

coincide, a meno di una fattore di proporzionalitd, con la forma di volume di Louville.

La geometria indotta dalla due forma w prende il nome di geometria simplettica ; il suo studio
si é rivelato molto importante per lo studio dei sistemi hamiltoniani.

In particolare la definizione area é diversa da quella definita in R?" dalla geometria euclidea.
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E’ facile ad esempio vedere che ¢ nulla 'area simplettica di un quadrato definito in R* da

(mentre per la geometria euclidea tale area é uno).

L’area simplettica ¢é lasciata invariante dal flusso hamiltoniano. Per confronto ricordiamo che
le aree non sono invarianti per il flusso di Liouville in dimensione > 3.

La trattazione di elementi di geometria simplettica é al di fuori dello scopo di queste Lezioni .
Tuttavia utilizzeremo questa corrispondenza tra parentesi di Poisson e due-forme differen-
ziali nella breve trattazione che faremo nell’appendice del moto di una particella carica in R3
soggetta ad un campo magnetico esterno.

APPENDICE alla Lezione 9 : trattazione hamiltoniana di un punto materiale carico soggetto
ad un campo magnetico esterno

Notiamo che I'utilizzazione di diverse strutture di Poisson permette di associare ad hamiltoni-
ane diverse lo stesso campo vettoriale (e quindi le stesse equazioni del moto).

Consideriamo in particolare in R? una punto materiale di massa m e carica e che interagisce
con un campo magnetico esterno B(x).

I1 campo magnetico pué essere rappresentato da un campo vettoriale B;(x) i = 1,2,3 o piu
correttamente (includendo anche le sue proprietd per inversione spaziale) come una matrice
antisimmetrica B, j.

In quest’ultima descrizione al campo magnetico viene associata naturalmente una due forma
differenziale

wp = ZBLdeEl A dIk 9A.1
1k
Consideriamo adesso il sistema
Az dx
—— =BA— € R’ 9A.2
e a

che descrive il moto del punto materiale.
Ad esso é associata la lagrangiana

Noomo, 1
L(g,d) = 54"+ 5(d-B A a) 9A.3
e la corrispondente hamiltoniana
1
H =—(p—-Bg,p—B 9A.4
(,p) = 5 —(p = Ba,p — Ba)

dove (Bq)r = >, Bk, e abbiamo posto
oL

P=E o

-, peR? 9A.5
q

Le equazioni del moto sono, per una generica funzione F' definita sullo spazio delle fasi

dF
— = (R H}y, 9A.6

dove le parentesi di Poisson {-,-},, sono state definite precedentemente.
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Esplicitando i calcoli é facile verificare che le equazioni (9A.6) posssono essere scritte facendo
uso di una diversa hamiltoniana H e di una struttura di Poisson diversa da quella data dalle
parentest di Poisson.

Infatti le (9A.6 ) si possono scrivere nella forma

dF , , 1
o = H s H = 5(pp) 9A.7
e
OF 0K 0K OF OF OK
F Klg= - — il A
tF Ko Z [8%‘ Opi  Og; api:| ZBW Op; Op; 94.8

7
Si pué verificare che (9A.8) definisce una struttura di Poisson (solo la verifica che sono sod-
disfatte le identita di Jacobi richiede un calcolo un poco elaborato e richiede 1'uso dell’identita
div B = 0).
In questo esempio si vede anche che la struttura di Poisson (9A.8 ) pué essere scritta come
parentesi di Poisson effettuando il cambiamento di coordinate

(@k> Pi) = (@ Pi — Y Bimam) 94.9

(notare che questa trasformazione non é simplettica).
Una formulazione pit semplice del cambiamento che abbiamo eseguito nella parentesi di Pois-

son si ottiene con la formulazione geometrica che abbiamo brevemente descritto.

Come abbiamo visto, la parentesi di Poisson che abbiamo utilizzato corrisponde alla due-forma
simplettica

3
W= Z dg; N dp; 9A4.10
i=1
E’ facile verificare che le nuove parentesi di Poisson corrispondono alla due-forma (detta mag-
netica )

3
w + M, M = Z Bid‘d!ﬁidl’j 9A.11
ij=1
La due forma M é chiusa perché divB = 0.
Da (9A.9 ) si ha

{6, ax}m =0 {Gs Petm =i {pi, Petm = —Bix 9A4.12

Nota 9A.1

E’interessante notare come, nei sistemi giroscopici (ad esempio per linterazione di un
punto materiale con il campo elettromagnetico) la presenza di una matrice antisimmetrica
B (nell’esempio dato, il tensore campo magnetico) pué essere riguardata come una modifi-
cazione della struttura di Poisson (una struttura geometrica, se letta in termini di due-forme
differenziali) anziché come una modificazione dell’hamiltoniana (una struttura dinamica).

L

Nota 9A.2
Se la regione in cui é definito il campo magnetico non é semplicemente connessa, la due-
forma M é chiusa solo localmente.
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Tuttavia non é chiusa globalmente (in questo caso un campo vettoriale A(x) tale che B(z) =
rotA(z) non é definito globalmente).

Quindi non esiste globalmente un sistema di coordinate per il quale la struttura di Poisson
(9A.12) relativa al campo elettromagnetico B sia data esplicitamente da parentesi di Poisson.

&
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Lezione 10. FUNZIONI GENERATRICI, METODO DI HAMILTON-JACOBI

Abbiamo visto che se H(q, p,t) é differenziabile allora le soluzioni delle equazioni di Hamilton

0H 0H
Ik = — w=——— k=1...N 10.1
"= oy P gk
sono i punti critici del funzionale
to N
AL o = /t ) prdr — Hlg,p,t))dt 10.2
1o

definito su traiettorie tali che
a(ti) = qp, pe(t) =pj, i=12 k=1...N

Corrispondono quindi a soluzioni di D.Ag{pl; 22 =0
Abbiamo esplicitato in (10.1) la dipendenza di A dalle condizioni al bordo, cioé dalla scelta
del valore delle p e delle g agli istanti ¢; e 5.

Sia (¢,p) — (Q(g,p), P(q,p)) una trasformazione di coordinate, e indichiamo con

la dipendenza dal tempo delle coordinate @), P lungo le traiettorie di (10.1).

Supponiamo che la traiettoria data rappresenti anche soluzioni dell’equazioni di Hamilton con
una seconda hamiltoniana K (Q, P)
Per il principio variazionale si avra

0K . 0K

kaa—Pk sz—@

per la funzione K (in generale diversa da H) se e solo se, in corrispondenza alla traiettorie
soluzioni di (10.1), si ha

to N .
DAG: prppe =0,  Abiprgep = / ) PQir — K(Q. P,t))dt 10.3
t1 1

Nell’integrale le condizioni al bordo in t; e t5 sono descritte mediante le coordinate @, P.
Ne segue che la trasformazione di coordinate ¢,p — @, P € canonica se e solo se

AI-Il7pl;q27p2 (C) =0« DA517P1;Q27PQ (C) =0 10.4

q
Una condizione sufficiente affinché valga (10.4) é che esista una costante reale a(H) e una

funzione Sy (g, p,t) tale che, lungo le soluzioni di (10.1) valga la relazione

s

— 10.5
dt

N N
> prdx — Hig,p,t) = o[y PQr — K(Q, P,1)] +
k=1 k=1

per un’opportuna funzione S.
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Questo si dimostra facilmente integrando (10.5) rispetto al tempo tra i valori ¢; e t5 e notando
che

6 gs
/tl i = S(t2) ~ ()

to
D/ ﬁdt:O
t

cosi’ che

dt

per ogni variazione che non altera i valori delle coordinate ¢ e p ai tempi ¢; e ts.

1

La condizione (10.5), che si pué dimostrare essere anche necessaria , é troppo complicata per
essere di utilitd pratica, e inoltre richiede in generale che sia conosciuta la soluzione di (10.1).

Conviene quindi considerare la seguente condizione, che é necessaria e sufficiente affinché una
trasformazione sia simplettica e solo sufficiente affinché una trasformazione sia canonica.

Proposizione 10.1

Condizione necessaria e sufficiente affinché la trasformazione di coordinate q,p — @, P
sia simplettica € che esista una funzione S sullo spazio delle fasi tale che sussista la sequente
relazione tra forme differenziali:

N N
Z PdQy = Z pedq, + dS 10.6
k=1 k=1

Dimostrazione

Dimostreremo qui solamente che la condizione ¢ sufficiente.
Questo ci permettera di introdurre il metodo di Hamilton-Jacobi.
Daremo in seguito la dimostrazione che la condizione é anche necessaria.
Dimostrazione che la condizione é sufficiente

Assumiamo che valga la (10.6) e indichiamo con ¢t — {q(t), p(t)} una generica traiettoria,
la cui descrizione in coordinate {Q, P} indichiamo con t — {Q(t), P(t)}.
La identitd (10.6) é una relazione tra funzioni lineari sui campi vettoriali, a valori reali.
Determiniamo in ciascun punto P della traiettoria v considerata, il valore assunto dalle funzioni
in (10.6) in corrispondenza al vettore tangente a vy in P (rappresentato nelle coordinate ¢, p
dal vettore ¢, p, e nelle coordinate @, P dal vettore Q, P)
Otteniamo l'identita

N . N 1S
P = I+ — 10.7
; @k ;Pk% di

dove % ¢ la derivata della funzione S lungo la traiettoria considerata.

Per ogni traiettoria si ha allora

to N . to N
/ dty " PQp = / dt> " prie+ S, — Si, 10.8
t k=1 t k=1

dove S;,, i=1,2, é definita da Sy, = S(q(t;), p(t:)).
Dunque,comunque sia scelta la funzione H
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Ricordando che nella definizione di D.A¥ per il principio variazionale di Hamilton si considerano
classi di traiettorie che hanno gli stessi estremi, si deduce da (10.9)

DAX = DAY

e vale dunque la (10.4) con K = H + Cost
Q

Nota 10.1

Poiché (10.6) é anche condizione necessaria affinché la trasformazione considerata sia sim-
plettica, sara naturale, e viene di solito fatto, definire simplettica ogni trasformazione che
soddisfa (10.6) per un’opportuna funzione S.
I1 vantaggio nel fare questo é che, come vedremo in seguito, la (10.6) ha una semplice inter-
pretazione geometrica cioé che la differenza tra le uno-forme Zgil prdq € ij:l PdQy é un
differenziale esatto.

&

Notiamo che la (10.6) non fa intervenire la dinamica .

Si possono allora studiare con metodi di geometria differenziale le trasformazioni simplet-
tiche, e solo successivamente utilizzare il formalismo cosi sviluppato per studiare le equazioni
di Hamilton.

FUNZIONI GENERATRICI

Utilizzando la Proposizione 10.1 sviluppiamo ora un metodo per costruire (= generare) trasfor-
mazioni simplettiche.

Sia F(xy,...7N,Y1,...yn) una funzione a valori reali su B2V, di classe C? e tale che in ogni
punto di B2V sia invertibile la matrice i cui elementi sono 8555; -

Utilizzando la funzione F' costruiamo ora una trasformazione simplettica.

Nota 10.2
Poiché la costruzione che faremo é locale, se F' é definita solo in un intorno del punto
considerato, la trasformazione simplettica risultante risulta definita solo in questo intorno.

)
Utilizziamo il procedimento seguente:
Indichiamo con gy, ... qy le variabili z,...zy, con Q1,...Qy le variabili y;,...yy.
Poniamo poi, per definizione ,
or oF
=5 De=—o5 10.10
gy, OQy
Per ipotesi la matrice || m‘igyh || é invertibile.

Dunque dalla prima delle identita (10.10) utilizzando il teorema della funzione implicita si pos-
sono esprimere le ()5, come funzioni delle ¢ e delle p almeno in un intorno del punto considerato
nello spazio delle fasi. .

Indichiamo con @ = Q(q, p) la funzione cosi ottenuta.

Sostituendo quest’espressione per () nella definizione di Py si ottiene un’espressione di P in
funzione delle ¢ e delle p: P, = Pi(q,p).

Dimostriamo che comunque sia stata scelta la funzione F, la trasformazione di coordinate cosi’
ottenuta:

{ar, pn} — {Qk, Pn}
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é simplettica.

Dobbiamo per questo dimostrare che ’espressione

N N
Z PrdQy — Zpkqu
1 1

¢ il differenziale di una funzione S.
Dalle definizioni di P e di py, si ha
oF oF
Z PrdQy — Zpkd% =— Z %ko — Bar ——dq, = —dF
k k k k
e quindi l'asserto é dimostrato.

La funzione F, utilizzata secondo il procedimento descritto qui sopra, é detta funzione gener-
atrice della trasformazione simplettica e il procedimento utilizzato é detto di procedimento di
prima Specie .

Nota 10.3
E’ importante sottolineare che partendo dalla stessa funzione F ma utilizzando procedimenti
diversi, si ottengono altre trasformazioni simplettiche.

)
Ad esempio si dice procedimento di seconda specie il procedimento seguente:
Indichiamo come prima con ¢, . .. gy le coordinate 1, ...z, ma ora indichiamo con P, ... Py
le coordinate yq, ... yn-
Poniamo poi per definizione
oF OF
= —, = — 10.11
e = B Q ap.

Invertendo la prima relazione si possono scrivere le P, in funzione delle ¢ e delle p; sostituendo
nella seconda, si ottiene allora I’espressione delle () in funzione delle ¢, p.

Vogliamo dimostrare che anche questa trasformazione di coordinate é simplettica (diversa
in generale dalla precedente, sebbene sia stata ottenuta utilizzando, ma con due procedimenti
diversi, la stessa funzione F).

Notiamo innanzitutto che vale la seguente identita:

> PudQi = d(Y_ PQi) — > QudP 10.12
k k k

Utilizzando (10.12) e (10.11) si ottiene

PedQr — Y prdge =d(y PuQr) — —de + oF —dg, | =dS
> > TR
i % %

k

dove S =), PQr — F
Nota 10.4

E’ ovvio che esistono molti altri procedimenti per generare, a partire dalla stessa funzione
F, altre trasformazioni simplettiche.

Il procedimento generico consiste nell’indicare con il simbolo ¢ alcune delle coordinate z, e le
rimanenti con il simbolo p (cioé per ciscun valore dellindice k la xj viene indicata o con il
stmbolo g o con il simbolo py).
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Analogamente, alcune delle coordinate y vengono indicate con il simbolo @), le rimanenti con
il simbolo P.

Ciascuno di questi procedimenti produce (= genera) una trasformazione simplettica, e utliliz-
zando la stessa funzione procedimenti diversi danno luogo a trasformazioni diverse .

E’ uso comune chiamare di terza specie il procedimento nel quale tutte le  sono indicate con
il simbolo p, e tutte le y con il simbolo Q).

E chiamare di quarta specie il procedimento nel quale tutte le  sono indicate con il simbolo
@, e tutte le y con il simbolo p.

&

Le trasformazioni pii comunemente utilizzate sono quelle di seconda specie; il motivo é la
seguente Proposizione:

Proposizione 10.2

La trasformazione ”identitd” (cioé Qr = qx, Pr = pr Vk) pud essere ottenuta solamente
con una trasformazione di seconda specie.
In questo caso la sua funzione generatrice é

N
F(xy,...zN, yl,...yN)EZxkyk 10.13
k=1

¢

Dimostrazione

Dalla definizione data di procedimento di seconda specie segue subito che la F' definita in
(12.13) genera la trasformazione identita.
Se la stessa trasformazione si potesse ottenere con un procedimento di specie diversa (uti-
lizzando una funzione F’ in generale diversa da (12.13)) dovrebbe essere soddisfatta per
definizione, poiché Qi = qr, Pr = pi, almeno una delle relazioni indicate qui di seguito

OF OF  OF OF

"o Y Tow  om om

Ciascuna di queste relazioni é incompatibile con 'ipotesi fatta che le variabili {x;} e {y;} siano
indipendenti.

Q

Poiché saremo interessati sopratutto a trasformazioni simplettiche che differiscono poco dalla
trasformazione identita , o comunque tali che siano connesse in modo continuo con la trasfor-
mazione identitd, la Proposizione 10.2 giustifica il fatto che le trasformazioni piu utilizzate
sono quelle di seconda specie.

Per la Proposizione 10.2, se la trasformazione considerata é del tipo

Qr = qr + €Ax(q,p) Py = pi + €By(q, p) 10.14

dove il parametro € é piccolo, e si pué cercare di utilizzare metodi perturbativi scrivendo in
particolare la funzione generatrice F, della trasformazione (10.14) nella forma

Fe = FO + €F1 + 0(6)

Questo pué essere fatto solo se la funzione generatrice si riferisce ad un procedimento di seconda
specie.
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Ricordiamo che le equazioni di Lagrange sono invarianti per ogni trasformazione di coordinate
nello spazio delle configurazioni, che sia differenziabile e invertibile.

Questa importante proprieta era alla base della relazione tra simmetrie e costanti del moto.
Dimostreremo nel corso di questa Lezione che questa relazione é valida anche nel formalismo
hamiltoniano, quando si considerino trasformazioni di coordinate nello spazio delle fasi che
siano simplettiche.

Dimostriamo qui preliminarmente che ogni trasformazione di coordinate nello spazio delle
configurazioni puo essere utilizzata per definire una famiglia di trasformazioni simplettiche.
Piu precisamente, vale la seguente Proposizione

Proposizione 10.3

Ogni trasformazione regolare invertibile nello spazio delle configurazioni pué essere estesa
(in modo non unico ) ad una trasformazione nello spazio delle fasi in modo che la trasformazione
ottenuta sia simplettica.

&
Dimostrazione
Siano ¢y, ...qy delle coordinate utilizzabili in un intorno del punto considerato, e sia
{ae} — {onlar, - an)}
la trasformazione di coordinate considerata.
Costruiamo la funzione
F(z1,...zN, Y1,---YN) EZyk(bk(xl,...xN) 10.15
k
e utilizziamola in un procedimento di seconda specie.
Sard allora, per definizione, per ogni valore dell’indice m
O0x(q)
meZPk ) Qm5¢m(Q)
~  9m
cosi’ che
Pp=> (J")nPr Qu=0m(q) 10.16
k

dove J é lo jacobiano della trasformazione di coordinate ¢ — @ (che per ipotesi é invertibile).

La (10.16) d& esplicitamente una trasformazione simplettica che "estende” la trasformazione
data.
Q

Notare che la scelta (10.15) per la funzione generatrice non é unica.
Alla funzione che abbiamo scelto si pud aggiungere una generica funzione di classe C! delle
sole variabili di posizione G(x1,...zy) ; si ottiene allora

Po=> (T e (pk - %>

A Oqy

Si noti tuttavia che la (10.16) provvede una relazione lineare omogenea tra le {py} e le {Pg}.
Inoltre, se la trasformazione considerata é lineare omogenea, cosi’ che

Qr = Cimm
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si ha .
Jk,m = Ck,ma Pk = (Jil)]ﬁmpm

In particolare, se la trasformazione considerata nello spazio delle configurazioni era una trasfor-
mazione ortogonale, allora il sollevamento allo spazio delle fasi ottenuto mediante la funzione
generatrice (10.15) consiste nel trasformare le variabili p secondo la stessa trasformazione or-
togonale.

FUNZIONI GENERATRICI DIPENDENTI DAL TEMPO

Consideriamo ora una famiglia di funzioni generatrici F'(xy,... 2N, y1,...yn, t) che soddisfano

0P’F
det (5’xk8yh> #0 Vit

Assumiamo che F(z1,...x5, ¥1,...Yn, t) sia congiuntamente differenziabile nelle variabili

x, y e nel parametro t.

Attraverso il procedimento di seconda specie costruiamo le trasformazioni di coordinate (parametriz-
zate da t)

Py = Py(qi,--.pnit), Qi = Qrlaqr,-..pyit) 10.17
Per ogni valore del parametro t si ha
=Y PdQr+ > pedgr =dS, S=-> PQr+F 10.18
k k k

dove si intende che il differenziale di S é relativo alle sole coordinate {xi,...yn} (e non al
parametro t).

Sia ora t — ¢(t), P(t) una traiettoria nello spazio delle fasi descritto mediante le coordinate
q, P.

La derivata rispetto al tempo di S(q(t), P(t)) é

oS . oS
Z qk+Z@_PkPk+E

Valutando ciascuno dei differenziali in (10.18) sul campo vettoriale che descrive il moto si
ottiene

ko qu DS 0S
- b =— - — 10.19
Z "dt Ydt T odt ot
Si ha dunque, per ogni funzmne H
ko dgy,
E__ Z — — H = Zk——H 10.20
Poniamo 0s aF

In (10.21) le coordinate (g,p) e la funzione % devono essere espresse come funzioni delle
variabili (@, P) e del tempo.
Da (10.20),(10.21) si deduce allora per ogni traiettoria

d@k qu DS
ZP K= Z Phe — —

132



Abbiamo con questo dimostrato

Proposizione 10.4

Sia F una funzione utilizzata come funzione generatrice; supponiamo che essa dipenda in
modo differenziabile da un parametro .
Se il parametro « viene identificato con il tempo e quindi si considera nello spazio delle fasi
una trasformazione di coordinate dipendente dal tempo, allora la famiglia di trasformazioni
cosi ottenuta é canonica.
Comungque sia scelta la funzione H, se si considerano le soluzioni di

H H
q'kza—,pk:—a—, k=1,...N 10.22
Opi, Oqx,

allora la corrispondente dipendenza dal tempo delle coordinate {Qy, Py}, data da

t — Qr(q(t),p(t),1), Pulq(t),p(t),t)

¢é tale da rendere soddisfatte le identitd

. oK . 0K oF
O g N, K=H+Z 10.2
Qk apky k anv ) ’ +8t 0.23

o

Nota 10.5
Le trasformazioni canoniche dipendenti dal tempo ottenute mediante questo procedimento
vengono spesso indicate con il nome completamente canoniche.

s
1L METODO DI HAMILTON-JACOBI
Abbiamo dimostrato che, indicando con {¢x(t; q,p), ¥r(t;q,p)} la soluzione di
. OH . oOH
Q=g D=~ ok(0; ¢, p) = qr Y05 4,p) = pi 10.24

per ogni valore del parametro ¢ la trasformazione di coordinate definita da

{a, p} = {o(t;q.p), ¥(t:q.p)} (10.25)

¢ una trasformazione simplettica.

Abbiamo d’altra parte visto come si possono costruire trasformazioni simplettiche attraverso
I'uso di una funzione F.

Abbiamo anche notato che, se la funzione generatrice F dipende in modo differenziabile da
un parametro che viene identificato con il tempo, la famiglia di trasformazioni dipendente dal
tempo cosi’ ottenuta é canonica, nel senso che preserva 'insieme delle strutture hamiltoniane,
e la nuova hamiltoniana é H + %—f.

E’ quindi naturale, nello studio della dinamica definita da una data hamiltoniana H, porsi il
problema di trovare una funzione F' sullo spazio delle fasi, dipendente in generale dal tempo,
per la quale la "nuova” Hamiltoniana K abbia una forma particolarmente semplice, cosi’ che
nel nuovo sistema di coordinate le equazioni del moto siano integrabili in modo elementare.
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In questo senso, lo studio delle soluzioni dell’equazione del moto nello spazio delle fasi viene
sostituito dalla ricerca di un’ opportuna funzione ”generatrice” dipendente dal tempo.
In questo consiste il metodo di Hamilton-Jacobi.

La dinamica nelle nuove coordinate sara particolarmente semplice se K = 0; in questo caso

il valore delle nuove coordiante (), P non cambia nel tempo lungo le traiettorie del sistema

considerato, ovvero le nuove coordinate sono costanti del moto, e il loro valore numerico in

corrispondenza ad una data traiettoria pud essere determinato dai dati iniziali.

Il moto del sistema si ottiene allora utilizzando a ciascun istante ¢ la funzione generatrice per

costruire esplicitamente (almeno localmente) la trasformazione simplettica che da le coordiante

(¢, p) in funzione delle coordinate (Q, P) che sono costanti del moto.

Sara dunque in generale interessante lo studio del caso in cui K = 0.

Utilizzando un procedimento di seconda specie (’evoluzione corrisponde a una dipendenza con-

tinua delle coordinate dal tempo, e quindi per ¢ piccolo la trasformazione considerata differisce

poco dalla trasformazione identitd), la corrispondente funzione generatrice F dovréd soddisfare

Iidentita OF(a. P
% + H(q,p,t) =0 10.26

Notare che a ciascun istante le coordinate (¢, P) formano per ipotesi un sistema completo
di coordinate e le coordinate p possono essere scritte in funzione delle (¢, P) utilizzando la
funzione (incognita) F.

Dunque in (10.26) si deve intendere che le {p;} é identificata con 8871: e quindi la (10.26) pud
essere scritta nella forma
O0F(q, P;t) oF
—F—+H —5hHt)=0 10.27
L0 4 B 510

Definizione 10.2
Alla (10.27) viene dato il nome di equazione di Hamilton-Jacobi.
E’ un’equazione funzionale che determina la funzione F.

FUNZIONI PRINCIPALI DI HAMILTON

Il metodo che descriviamo in questa Lezione ha un’importanza primaria nello studio dei sis-
temi hamiltoniani,. Esso é detto metodo di Hamilton-Jacobi e consiste nel determinare una
funzione F(q, P,t) che dipende da N parametri {Py, k = 1,...N} e per ciascun valore di
questi parametr: soddisfa l’equazione di Hamilton-Jacob:.

Definizione 10.3
A ogni funzione che abbia queste proprietéa si da il nome di Funzione Principale di Hamilton.

o

In generale, almeno localmente, vi sono molte funzioni principali.
E’ importante notare che la funzione principale deve dipendere da N parametri.
Inoltre, per poter utilizzare la funzione principale come funzione generatrice, deve essere

OF O*F

e quindi la funzione F’ non deve dipendere in modo additivo dai parametri P.
Nota 10.5
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Per motivi di interesse storico, diamo la costruzione fatta da Hamilton di una particolare
famiglia di funzioni principali, parametrizzate dal tempo.
Se si fa uso di questa famiglia, le nuove coordinate (@), P) sono i dati iniziali per le soluzioni
delle equazioni di Hamilton di cui (g, p) rappresentano i dati al tempo ¢ (i dati inziali sono
sempre costanti del moto, ma non sono in generale quantita conservate poiché le (@, P), come
funzioni delle (g, p) dipendono dal tempo t).
Questa costruzione fatta da Hamilton é stata il punto di partenza del formalismo di Hamilton-
Jacobi; é stato Jacobi a sottolineare che ogni soluzione di (10.27) pué essere utilizzata per
determinare ’evoluzione del sistema hamiltoniano in esame.
Naturalmente in questo caso le nuove coordinate (@, P) sono costanti del moto ma non sono
i dati iniziali

)

Notazione

Nel seguito, per sottolineare il loro ruolo di parametri, utilizzeremo il simbolo a: anziché il
simbolo P per denotare i parametri che appaiono nelle funzioni principali.
Utilizzeremo anche il simbolo S anziché F' per denotare una funzione principale, per sottolin-
eare che non si tratta di una generica funzione generatrice.

o

Sia dunque S(q,«,t) una funzione principale di Hamilton per il sistema di hamiltoniana
H(q,p,t), e calcoliamo la variazione di S lungo le soluzioni delle equazioni di Hamilton .
Svolgendo il calcolo e ricordando che le «j assumono valore costante lungo le traiettorie, si

ottiene
DS B oS oS . 0S

_ = — B — = — ‘:—H ':L 't 10.28
I 5 + d 8qqu 9 + : Prqk +zk:pk:qk: (g,4,1)

Dunque la derivata di una funzione principale di Hamilton lungo le traiettorie soluzioni della
corrispondente equazione di Hamilton coincide con la Lagrangiana del sistema.

La dipendenza di S dalle coordinate a ¢ dunque solo attraverso i dati iniziali, piti precisamente
attraverso il fatto che diverse soluzioni attribuiscono allo stesso punto nello spazio delle fasi
valori diversi delle ”costanti del moto” «.

Reciprocamente, per fissato valore delle coordinate g, una stessa scelta del valore numerico
delle coordinate « individua punti diversi dello spazio delle fasi se queste coordinate sono
definite a partire da diverse funzioni principali.

Dalla (10.28) si deduce che, se le traiettorie del moto del sistema sono conosciute, si puéd
costruire una funzione principale mediante la posizione

t
S@a)= [ Lo(siado).ols:do o). s)ds 10.29
to
dove i dati iniziali qg, ¢o della traiettoria ¢(t, qo, Go) sono scelti in modo tale che
0L . .08
EY t=0 — &, qo = o

Questo é stato il primo procedimento utilizzato da Hamilton per costruire un funzione prin-
cipale e risolvere quindi il problema della determinazione del moto del sistema mediante una
famiglia di trasformazioni canoniche.

Sebbene questo procedimento abbia un importante contenuto storico e concettuale, in partico-
lare per gli sviluppi successivi in teoria del controllo, esso é abbastanza involuto e sopratutto
é sostanzialmente un procedimento circolare.
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Infatti la ricerca della funzione principale S viene effettuata per poter determinare le traiettorie
del sistema, ma la costruzione della funzione principale S attraverso (10.28) richiede che le
traiettorie del sistema siano gid conosciute (ricordare che I'integrazione in (10.28) deve essere
effettuata lungo le soluzioni delle equazioni di Hamilton).

Nota 10.6

In generale esisteranno solo delle soluzioni locali delle equazioni di Hamilton-Jacobi; infatti
se una funzione principale fosse definita globalmente, il sistema ammetterebbe 2N costanti
del moto, mentre un generico sistema meccanico ha poche costanti del moto che siano definite
(come funzioni differenziabili, o anche solo misurabili) sull'intero spazio delle fasi.

)

Lo studio che faremo della (10.27) dovra dunque essere considerato solo come uno studio di
esistenza locale.

Vedremo poi che per alcuni sistemi Hamiltoniani (quelli completamente integrabili) le (10.27)
possono essere risolte anche globalmente (cioé sull’intero spazio delle fasi), ma le funzioni
principali che si ottengono sono in generale a piu valori.

Anche in questi casi piu particolari dunque non tutte le "costanti del moto” sono definite
globalmente; vedremo che al pii N di esse hanno questa proprieta.

FUNZIONI CARATTERISTICHE DI HAMILTON

Il metodo di Hamilton-Jacobi ammette una variante nel caso in cui 'hamiltoniana non dipende
dal tempo.

In questo caso si pué utilizzare il metodo di Hamilton-Jacobi per descrivere (localmente) il
moto mediante un sistema di coordinate generato con un procedimento di seconda specie a
partire da una famiglia a N parametri di funzioni W(qy,...qn; a1, ... ay) indipendenti dal
tempo .

Si pu6 infatti notare che, se H é indipendente dal tempo (e quindi una costante del moto), ci
si pué porre il problema di trovare una trasformazione simplettica (indipendente dal tempo)

(ql,...qN,pl,...pN) = (Ql,...QNpl,...PN) 10.30
tale che
PN:H(q1>---pN) 10.31

Infatti, con questa scelta di trasformazione simplettica si ha

Qi=0k=1,...N—1, Qnv=1, P=0V
Queste equazioni ammettono la soluzione
Qr(t) = Qr(0), k=1,...N =1, Qn(t) =Qn(0)+t, Fi(t) = Fi(0) Vi
La dipendenza dal tempo delle coordinate ¢,p si ottiene poi invertendo la trasformazione di

coordinate (¢,p) — (Q, P).

Sia W(qq,...qn,a1,...ay) la funzione cercata, che genera la trasformazione (10.30) con un
procedimento di seconda specie.
Allora la (10.31) puo essere scritta nella forma di un’equazione funzionale alle derivate parziali

10.32

ow ow
H(Qly-“QNQ )IOCN

a_ql’...@
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per la funzione W(qi,...qn, 1, ... an).
Anche qui abbiamo utilizzato la notazione oy per indicare i parametri e la notazione Py per
indicare gli stessi parametri cui é stato dato il ruolo di coordinate attraverso la condizione

ow _

D Pk

Definizione 10.4
Alla (10.32) si d4 il nome di equazione di Hamilton-Jacobi indipendente dal tempo

¢
Si noti che anche qui si cerca una soluzione W (10.32), che dipende dal parametro ay che
appare esplicitamente nell’equazione, e da altri N — 1 parametri a,...ay_1, in modo tale che

la dipendenza da questi parametri non sia di natura additiva.

Definizione 10.5
Una soluzione di (10.32) che abbia questa proprietd viene detta funzione caratteristica di
Hamilton.

o

Nota 10.6

La ricerca di una funzione caratteristica pud essere riguardato come caso particolare della
ricerca di una funzione principale.
Infatti, se H(q,p) non dipende dal tempo, e se W é un funzione caratteristica, soluzione di
(10.32), una funzione principale si ottiene ponendo

S(q,a,t) = W(q,a) — ant 10.33

In questa soluzione la dipendenza dal tempo é separata (appare solo nel secondo termine, che
non dipende dalle gy).

Se H ¢é indipendente dal tempo, esiste sempre una funzione principale che ha forma (10.33).
E’ infatti sufficiente prendere per W una soluzione della (10.32)

Si ha inoltre

PW  9S?
0qr0ay, B Oqr0ay,

hok=1...N

e quindi le condizioni di invertibilita per S sono verificate se e solo se lo sono per la funzione
w.

)

Data una funzione caratteristica, il metodo di Hamilton-Jacobi si sviluppa come nel caso di
una funzione principale.
Ponendo

_ oW = 8_W 10.34

si ottengono le due trasformazioni simplettiche , inversa una dell’altra,

(¢,p) = (a,8)  (a,8) — (¢;p)

Queste trasformazioni sono indipendenti dal tempo, e quindi la descrizione del moto mediante
le coordinate a, 3 si effettua mediante la stessa Hamiltoniana, scritta ora nelle coordinate «, (3.
Le equazioni del moto saranno allora

oOH

=——=0 Vk
05
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a—H—o, k=1,...N—1 BN:a—Hzl 10.35

80% an

B
Se ne conclude che, localmente, (cioé negli intorni in cui sono definite), tutte le oy sono costanti

del moto, e sono costanti del moto anche le 1, ...By_1.
La dipendenza dal tempo di By € invece lineare.

APPENDICE alla Lezione 10: Coordinate di Delunay per il probleme di Keplero

Dalla lagrangiana per il problema di Keplero scritta utilizzando coordinate sferiche r, 6, ¢ si
deduce la seguente espressione dei momenti coniugati

pr=7+  po=r"0  py=1"sen’0 ¢
e pertanto la hamiltoniana H é data

2 pg pi 2p
2H:pr+—2+ﬁ—— 10A.1
r r2 sen?0 r

In questo caso I'equazione di Hamilton-Jacobi per la funzione generatrice é risolubile per sep-
arazione di variabili e la funzione generatrice S pud pertanto essere scritta

S = Si(a, @) + So(a, ) + Sz(a, 1), a = {ay, o, .} 10A.2

Le equazioni che devono soddifatte dalle Sy sono rispettivamente

s, dSs., . Q3

i % ) T g
dSs., A 2pu
— — — — =2H 10A.3
(dr) +r2 r

Si ha
OéTEH:—zﬁ, ag =|r AT =+/pa(l—e?) cosi 10A.4

a

dove a ¢ il semiasse dell’orbita e abbiamo indicato con i l’angolo d’inclinazione del piano
dell’orbita rispetto ad un piano di riferimento.
L’angolo ¢ varia tra 0 e 7, mentre si ha

g—i§6§g+@ a(l—e¢) <r <a(l+e)

E’ facile verificare le seguenti relazioni

1

Lh=§;ffu#=—ﬂa+VMa Jo=ap—as Jy=ay 104.5

Ne segue
12

A(Jy + Jog+ Jy)?

e quindi il moto é periodico con frequenza

H=-

12

(Jr + Jy + J¢)3

wT:w(b:w(b:
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I moti che sono confinati in regioni limitate dello spazio sono tutti periodici.

Siccome la hamiltoniana dipende solo dalla somma delle J conviene eseguire un’ulteriore
trasformazione simplettica lineare e a coefficienti costanti in modo tale da esibire in forma
esplicita altre due costanti del moto.

Poniamo quindi

J=dodo+dy, Ja=dy—ds Js=J, 10A.6

e quindi
0, =190,, Oy = 0y — 0, 0 = 04 — Oy 10A.7

Alle coordiante simplettiche cosi ottenute si dé il nome di variabile di Delunay .

Esse vengono indicate in Meccanica Celeste con i nomi
L, G, H, I, g, h, 10A.8
con la seguente identificazione

L=Ji=\pua, G=Jo=+/pa(l—e?), H=Js=+/pa(l—e?)cosi
l=0=u—esenu, ¢g==0y h=2~0; 10A.9

Notiamo che le coordinate [, g, h rappresentano angoli e quindi le coordinate di Delunay rap-
presentano un sistema completo di variabili azione-angolo (vedere Lezione 12)

Le espressioni esplicite delle coordinate h e g in funzione delle coordinate p,, pgs, pg, 7, 0, ¢ é
pit complicata e pud essere ricavata dalle formule fin qui scritte.
Pit semplice é la scrittura delle coordinate p,, py, pp in funzione delle coordinate L, G, H, r, 0, ¢.

Si ha
1 2 2 G?
h=—§%, pe=H, pg=4/G*— m pr= \/2h+—”—— 10A.10

Riprenderemo l'analisi delle coordinate di Delunay nellla Lezione 19 in cui tratteremo il prob-
lema dei tre corpi.
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